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Kurncen, H. 
Math. Annalen 143, 1—17 (1961) 


Quotientendarstellung Hermitescher Modulfunktionen 
durch Modulformen 


Von 
Hetmut Kiineen in Marburg 


Gegeben sei ein imaginar-quadratischer Zahlkérper: 2. Die Hermitesche 
Modulgruppe n-ten Grades I” besteht aus allen in 2 ganzen 2n-reihigen 
Lésungen M der Matrizengleichung 


(1) MIM =I, r=(" -f 


—E 0 

Dabei ist E die n-reihige Einheitsmatrix, und M bedeutet die zu M trans- 
ponierte konjugiert komplexe Matrix. Einen n?-dimensionalen Darstellungs- 
raum fiir /’bekommt man folgendermaBen. Man nehme eine n-reihige komplexe 
Matrixvariable Z. Zerlegt man Z = X + « Y in die Hermiteschen Bestandteile 
X und Y (die wir kurz ,,Hermiteschen Real- und Imaginarteil von Z“‘ nennen), 
so sei 


9, ={(2=X+iY|Y¥>0} 


die verallgemeinerte obere Halbebene. §,, ist eines der von E. Cartan klassifi- 
zierten irreduziblen symmetrischen Gebiete. Die analytischen Automorphismen 
von §),, lauten bekanntlich- [5] 


(2) W =(AZ + B)(CZ + D)- (abgekiirzt: W = M<Z)), 
_wobei M = (6 >) eine beliebige komplexe Lésung von (1) ist. Diese bilden 


die Hermitesch-symplektische Gruppe. Die Abbildungen (2) liefern fir M ¢€ I” 
eine diskontinuierliche Darstellung von I" in §,. Im Falle n = 1 fallen diese 
Begriffe mit obere Halbebene, elliptische Modulgruppe usw. zusammen. Fortan 
sein > 1. 

H. Braun hat in mehreren Arbeiten [1—3] eine Theorie der automorphen 
Funktionen zu I’ entwickelt, welche in Analogie zu den Modulfunktionen n-ten 
Grades von SrecEt steht. Dabei hat man im vorliegenden Fall gegeniiber den 
Siegelschen Untersuchungen verschiedentlich neue Methoden zu entwickeln, 
die letzten Endes durch die Tatsache begriindet sind, daB die Klassenzahl von 2 
gréBer als 1 sein kann. Wie bei den Modulfunktionen n-ten Grades erklarte man 
die Hermiteschen Modulfunktionen [6] zunachst als Quotienten von Modul- 
formen im GroBen und zeigte dann, daB diese einen algebraischen Funktio- 
nenkérper vom Transzendenzgrad n*® bilden. Diese Betrachtungsweise war 
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unbefriedigend. Man méchte gerne Modulfunktionen erklaren lediglich als 
meromorphe Funktionen, die bei Modulsubstitutionen invariant sind, und fiir 
die so definierten Funktionen die Darstellung als Quotient von Modulformen 
beweisen. Dies ist in jiingster Zeit fiir den Siegelschen Fall zunachst mit der 
Methode der Kompaktifizierung und dann durch C. L. Srecex [7] selbst in 
einem klassischen Beweis durchgefiihrt worden, der auf einem wichtigen Satz 
iiber Spitzenformen beruht. Bei den Hermiteschen Modulfunktionen ist bisher 
kein Beweis der analogen Aussage bekannt. Die Durchfiihrung der Kompaktifi- 
zierung diirfte hier zumindest nur sehr mihsam vorzunehmen sein. Im folgenden 
méchte ich zeigen, wie man die kiirzlich erschienene Siegelsche Beweisidee fiir 
die Hermiteschen Modulfunktionen ansetzen kann. Der wesentliche Gedanken- 
gang ist der gleiche wie bei C. L. Stecet, jedoch méchte ich auf folgenden 
Unterschied hinweisen. Im Hermiteschen Fall hat man die Humbertsche 
Reduktionstheorie [4] an Stelle der Minkowskischen Reduktionstheorie zu 
verwenden. Nun geniigen nicht die im Sinne von HumsBert reduzierten 
Matrizen selbst analogen Bedingungen wie bei MivKowsk!; man hat vielmehr 
die reduzierten Formen noch einer weiteren nicht zur unimodularen Gruppe 
gehérigen Transformation zu unterwerfen, um zu den Eigenschaften der nach 
MinxowskI reduzierten Formen zu kommen. Das bedingt, daB man neben der 
Modulgruppe noch weitere nicht zu ihr gehorige Abbildungen zu beriicksichtigen 
hat und das Funktionsverhalten bei diesen zusitzlichen Substitutionen 
studieren mu8. Auch besteht der Fundamentalbereich aus mehreren Teilen, 
die getrennt liegen kénnen. Man hat daher die Randpunkte des Fundamental- 
bereichs, welche im Siegelschen Fall einheitlich klassifiziert werden kénnen, 
nach verschiedenen Gesichtspunkten zu ordnen. Spitzenformen sind im 
Hermiteschen Fall durch stérkere Forderungen iiber das Verschwinden im 
Unendlichen charakterisiert. Diese Unterschiede machen sich natiirlich bei der 
Anwendung des Maximumprinzips bemerkbar. Im folgenden soll ausgefiihrt 
werden, wie man diese zusatzlichen Komplikationen tiberwinden kann, um zu 
dem gewiinschten Resultat zu kommen. 

SchlieBlich seien noch einige geliufige Bezeichnungen angefihrt. Obere 
Indizes bei Matrizen A‘: geben die Zeilen- und Spaltenzahl an, A.) = A). 
Die Elemente einer Matrix A werden durchweg mit dem entsprechenden kleinen 
lateinischen Buchstaben a;, bezeichnet und zur Abkiirzung a,,= a, gesetzt. 
A{B} bedeutet stets B A B. Die Determinante einer Matrix A bzw. ihr absoluter 
Betrag werde mit det A bzw. abs A_benannt. Ein Matrizenpaar C™), D heiBt 
Hermitesch, falls CD = DC und der Rang (C, D) -- n ist. Ein teilerfremdes 
Hermitesches Paar C, D ist ein in 2 ganzes Hermitesches Paar, fiir welches der 
g.g. T. deters higen Unterdeterminanten von (C, D) eins ist. Die ,,Zeilen‘ 
A, B und C, D von Modulinatrizen sind solche teilerfremden Hermiteschen 
Paare. 

Fortan nehmen wir der Einfachheit halber an, daB die Diskriminante A 
von J von —3 und —.4 verschieden ist, so daB + 1 die einzigen Einheiten in-2 

‘sind. Die ausgeschlossenen Fille sind in Wahrheit ecinfacher zu behandeln, 
weil dann die Klassenzahl eins ist. 
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§ 1. Der Fundamentalbereich der Hermiteschen Modulgruppe 


Zur Konstruktion eines handlichen Fundamentalbereichs bendtigt man 
zunachst die Reduktionstheorie von P. Humpert [4] in einem imaginar- 
quadratischen Zahlkérper 2. Der Humbertsche reduzierte Bereich 


t= RIO 


ist die Vereinigung von gewissen endlich vielen konvexen Pyramiden %(Q) 
im Raum ¢& der n-reihigen positiv definiten Hermiteschen Matrizen 7. Mit 
Hilfe einer nicht-ausgearteten ganzen Matrix Q aus Z ist R(Q) durch 


R(Q) = {T €X | T{xr} =} T{q,} fiir alle ganzen Spalten r aus [ 
mit Rang (q,-- -. qx-1) ¥) = &; Re(q, Tq.) 2 0; = 1,2,..., n} 


erklart. Dabei sind q,, . . ., q, die Spalten von Q. Im Unterschied zum rationalen 
Fall haben nicht die Bereiche R(Q) selbst analoge Eigenschaften wie die nach 
MIxkowskI reduzierten Formen, sondern vielmehr die Bereiche Ry = R(Q){Q} 
(Q €Q). Re wird dann beschrieben durch 


(3) Ny = {H€@| A{y} = h, fiir alle Spalten yn mit ganzem Qp in Z 
und (y,,.--, Yn) +0; Reh, 2 0;k=1,2,..., n}. 


Es kann vorkommen, da8 zwei verschiedene Pyramiden ®(Q,), R(Q,) gemein- 
same Randpunkte besitzen. 

Man bezeichne mit H, den aus den ersten k Reihen von H gebildeten k-ten 
Abschnitt von H. Dann ergibt sich aus (3) fiir H ¢RN, die Minkowskische 
Ungleichung 
(4) det H, =< hy... hy & ¢, det A, (E = 1,...,9): 
und 

(5) ja laagk QIsk<lsa), hy S Iya, (A= 1,....n—1) 


mit einer nur von x und J abhangigen natiirlichen Zahl ¢,. Dies gilt insbesondere 

fiir alle Bereiche Ry, da Ry C Ry. ’ 
Bezeichnet man mit H“ die aus den Diagonalelementen von H aufgebaute 

Diagonalmatrix, so haben H und H¢ und ihre Inversen die gleiche GréBen- 

ordnung fiir alle H € Ry; d. h. es gibt eine nur von xn und J abhangige natiirliche 

Zahl ¢, mit 

(6) c¢,H > H¢>o'H, c,H-'> (H*)-'> c'H- (H €Rz) . 


Wegen (5) ist nimlich W -- H{(H*)-'/?} elementweise durch ¢c, nach oben be- 
schrinkt. Andererseits zeigt (4), daB det W > cj! ist. Folglich liegen die Eigen- 
werte von W zwischen nur von x und 2 abhiingigen positiven Zahlen. Dies 
begriindet (6). 

Weiterhin denke man sich die endliche Menge Q fest gewahlt, so daB sie 
als durch J und n bestimmt gedacht werden kann. 


1* 
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Hilfssatz 1: Seien T €R(Q,), T* ER(Qz) (Q, Gz € Q) und T* = T{U} mit 

unimodularem U; ferner 1{Q,} = H, T*{Q,} = H*. Dann gilt 
c;H*4> Ht> cy H*4 

mit einer nur von n und J abhiingigen natiirlichen Zahl cs. 

Beweis: Aus Symmetriegriinden geniigt der Nachweis der ersten Un- 
gleichung. Mit V = Q;'U Q, gilt H* = H{V} und H*, H € Rg. Ist v die g-te 
Spalte von V, so bekommt man unter Verwendung von (6): 
(7) c,h = c,H {v} > H4{p} = fh, |v, .|* (p,g=1,...:,%). 


Ist k eine natiirliche Zahl mit 1 < k < n, so ist wegen det V + 0 mindestens 
eine der Zahlen |v, ,| (p = k,...,m;q=1,..., &) von Null verschieden, also ‘ 
= abs~'Q,. Somit ist nach (5) und (7) | 


cht = c,h* > h, |v, ,|? = h, abs-?Q, = h, abs-?Q, . 


Folglich gilt die Behauptung fiir 
C3 = C, Max (abs? Q) . 
Qea 


Hilfssatz 2: Seien T €R(Q,), T* €R(Qz) (Q,, Qe € Q) und T* = T{U} mit 
unimodularem U; ferner 1{Q,} = H, T*{Q,} = H* und h,,,> Rh, fiir ein 
gewisses r aus 1 < r <n. Dann ist 

o * 
U = Qa asic .) Qs" 
und h,. = heya 

Beweis: Nach (7) und Hilfssatz 1 ist 





CyCgh, > cah* > h, |v, ,|* (p,q=1,...,) 

und nach (5) 
Roxh, q=1,....7), h2ha>Gh, (p=r+l,...,n). 
Also 
(¢,\ 12 as 
‘ Ire <()  < abs*Q,. 

Somit ist v,,= 0 firg=1,...,r;p=r+1,...,n. SchlieBlich verschwinden 
infolgedessen in der (r + 1)-ten Spalte von V und V~-! nicht alle letzten n —r 
Elemente. Ferner sind Q, V und Q, V~! ganz. Wendet man fiir diese Spalten die 


Reduktionsbedingungen (3) an, so findet man 
he, 1 Ss hess Ss hr, 1> 
also h,,,—= AP. ;. Z 
Hilfssatz 3: Sei T €R(Q,), T{Q,} = H und 


(8) h,41> 4(1 + c)c§ h, 


‘fiir ein gewisses r mit 1 < r<n. H entstehe aus H, indem man die Elemente 
h,. 1, und h,,,,, durch —h, ersetzt. Dann ist H €&. Seien ferner T = H{Qz}} 
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und T* = T{U} €R(Qy) mit unimodularem U. Dann gilt mit H* = T*{Q,} 


(9) 2c,H*¢> He> cs H*4 
und 
(10) U = Qs (on-nn «) Os? 


sowie h,,> hf, ,. Dabei sind Q,, Qs, Qs € Q. 
Beweis: Auf Grund von (8) und (5) ist 


“ 1 
H—H+- 5 H*>0 


und nach (6) c,H > H4, also 2c,H > H* > 0; somit zunichst H €¢. Auch H* 
ist aus Ry, also nach (6) c,H* > H*4 und H* = H{Qz'U Q,}. Nun lassen sich 
die Schliisse aus den Hilfssitzen 1 und 2 wiederholen, um (9) und (10) zu er- 
halten. SchlieBlich 14Bt sich der Nachweis von h,,,> h*, , folgendermaBen 
fiihren. Es sei ¢ die Spalte, welche an der r-ten und (r + 1)-ten Stelle 1 und 
sonst tiberall 0 enthalt; man setze 


y= Q5'U"Q,r . 


Wegen der speziellen Gestalt (10) von U ist » eine bei den Reduktionsbedin- 
gungen (3) fiir No, zulassige Spalte. Wendet man diese fiir H* € Nog, an, so 
findet man 


ht, 1 S H*{y} = H*{Qs1U-! Qyr} = H{r} = h,4,—h, < hy 4. 


In der oberen Halbebene §, kann man nach [1] durch folgende Bedingungen 
einen Fundamentalbereich § der Hermiteschen Modulgruppe charakterisieren : 


(11) abs(CZ+ D)2=]1 fiir alle teilerfremden Hermiteschen Paare C, D , 
re 1 
(12) YER, |eeal, [Zeal 27° 


Dabei ist die komplexe Matrixvariable Z in §,, in Hermiteschen Realteil X und 
Imaginarteil Y zerlegt. X und X sind die durch 





X=XioX (w= 44") 


2 
eindeutig bestimmten reellen Matrizen. Es gilt 


X’=-X, X'=X+(w+ HX. 


In [1] ist die Bedingung Y € R durch Y-'€ & ersetzt. Fiir die folgenden Unter- 
suchungen ist aber die Reduktion von Y handlicher. 

Der Fundamentalbereich § ist abgeschlossen ; dies ergibt sich aus 

Hilfssatz 4 (vgl. Lemma 3 [1]): Set Z €F, also Y €R(Q) fiir ein gewisses 
QQ, und ¥{Q} = H. Dann gilt ht >=. i 

Beweis: Aus den Reduktionsbedingungen (3) wird Rg = Ny g fiir beliebige 
unimodulare U ersichtlich. Folglich ist die Behauptung unabhangig von der 
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speziellen Wahl der Menge Q. Man kann insbesondere einen beliebigen links- 
seitigen unimodularen Faktor bei Q anbringen. O. B. d. A. sei daher die erste 
Zeile von Q’ von der Gestalt (b,a,0,...,0), wobei a= ab,b=QN(a) mit 
ganzen Idealen a, 6 und (b, ad) = 1. N bezeichnet dabei die Idealnorm in Z. 
Es sei 


Z= (5, ay») » B= Xy+ily, z= KX, (a) 


Die ganzen rationalen Zahlen g, u, v werden gemaB 


(13) jbg + 2|< 3 , but R(byv=1 
bestimmt und r = @v(g + 1), s = bu(g + 1) — 1 gesetzt. Somit wird 
bs +ar=bg. 
Man setze 
CY 0 m DP 0 
C= (5 0’ D=( EB, 
mit 


0 b aa 
; a bo 5b, 
Es laBt sich leicht verifizieren, daB dann C, D ein ganzes teilerfremdes Hermite- 
sches Paar bilden, weil 


C, = PC,, D, - PD» Ov (0 9)+Pim(; i) P-(e «): | 
“= 


C,F—D,=E£ 
mit der ganzen Matrix 
a 0 
F=@+0(9,) | 


—@ 
b 


abs(CZ 4 D) -- abs(C,Z, +- D,) ~ abs(PG-) abs(C,Z,G + D,G) = 1. 


H und C, Y,B haben das gleiche erste Diagonalelement h,. Folglich besagt 
diese Ungleichung 


ist. Nun setze man ¢ = (’ ) und benutze (11) 


he: (bg- xP = B. 
also wegen (13) : 
h2 3b? 1 
we 4 2° 
Nun wollen wir die Randpunkte von &§ klassifizieren. Fiir nicht-ausgeartete 
Matrizen Q erkliren wir zunichst die Q-Ordnung ciner Modulsubstitution 
durch die 


Definition: Eine Modulsubstitution Wo (AZ. B)(CZ + D)-* hat die 
Q-Ordnung q,. wenn die q-te Spalte ron CQ" ungleich Null ist und die folgenden 
Npalten verschiinden. 

Definition: Fin Randpunkt Z von & hat die Q-Ordnung q. falls Y ER(Q) 
‘und abs(CZ =D) UL fiir mindestens eine Modulsubstitution der Q-Ordnung q, 
aber keine einer hoheren Q-Ordnung ist. 
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Gehért also der Hermitesche Imaginarteil Y eines Randpunktes Z von F 
mehreren Humbertschen Pyramiden an, etwa R(Q,), R(Q,), . . ., so sind Z eine 
Q,-Ordnung, Q,-Ordnung, . . . zugeordnet. 


Hilfssatz 5: Sei Z €G ein Randpunkt der Q-Ordnung q > 0 und Y{Q} = H. 
Dann gilt 
ha < 2G. 
Beweis: Es gibt eine Modulsubstitution M = (6 >) der Q-Ordnung q mit 
abs(CZ + D) = 1. Daran andert sich nichts, wenn man M ersetzt durch 
0 su- 
(0 u-1 ) = 


mit unimodularem U und ganzem Hermiteschen S. Folglich kann man o. B.d. A. 
annehmen, daB auch 


Z* = M(Z) 6S 
ist. Dann gilt fir den Hermiteschen Imaginarteil Y* von Z* 
Y*-1= Y-1{X0 + D} + Y{C}. 

Es sei etwa Y* ER(Q)(Q, €Q); man fiihre in obiger Gleichung H, H* = Y*{Q,} 
und F = Q;7'CQ™ ein, 

H*-1— H-1{Q(XC +- D)Qz3} 4. H{P}, 
und bekommt nach (6) und Hilfssatz 4 
(14) H4{P} < c, H{P} < cy H*-! < 3(H**)-! < 2. 


Nun ist aber die g-te Spalte von F von Null verschieden, also |/,,| 2 abs~'(QQ,) 
fiir mindestens einen Index k. (14) ergibt dann bei Betrachtung des k-ten 
Diagonalelementes 


hg < 2c3 abs*(QQ,) = 2c3. 

Hilfssatz 6: Es sei ¥ €R(Q) (QEQ), |2er\ [Hea] Sy » Ferner abs(OZ+D) = 1 
fiir alle Modulsubstitutionen der Q-Ordnung q = 1, . . ., r erfiillt und das (r + 1)-te 
Diagonalelement von H = Y {Q} 

(15) hear 2 28. 
Dann gehért Z zu F. 

Beweis: Es ist lediglich zu zeigen, daB (11) fiir alle teilerfremden Hermite- 
schen Paare gilt. M sei so bestimmt, daB Z* = M(Z) ¢F, also Y* €R(Q,) 
fiir ein geeignetes Q, € Q. Dann gilt wieder die Ungleichung (14), also 

hy|fy |? > 26 (k,l . Pa - 
Nun ist aber nach (5) und (15) A, => 2¢§ fiir? =r | 1... .. 2 und damit 


¢ 1 4 ‘ . 
Meal - Max (abst) ae See ee 
ace 
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Da aber det (QQ,)F ganz in J ist, folgt {,,= 0(k=1,....n;l=r+1,...,n). 
M besitzt also eine Q-Ordnung < r, und damit ist nach Voraussetzung 
abs(CZ + D) 21. 
Folglich ist det Y* < det Y; denn es gilt stets 
Y*{0OZ+ D}=Y. 


Aber det Y* ist wegen (11) maximal unter allen zu Z* beziiglich der Modul- 
gruppe aquivalenten Punkten, also hat auch det Y diese Eigenschaft. d. h. 


abs(CZ + D)2= 1 


fiir alle Paare teilerfremder Hermitescher Matrizen C, D. 

SchlieBlich noch ein Hilfssatz tiber Modulsubstitutionen einer gegebenen 
Q-Ordnung. 

Hilfssatz 7: Sei M = (6 > cine Moduleubstitution einer Q-Ordnung q < r. 
Man zerlege 

ZY Z, 
2(Q=(z, 21): 

Dann ist det(CZ + D) nur abhingig von Z,. fe 

Beweis: Da det(CZ + D) = det-? Q det(C Q-'Z{Q} + DQ) ist, kann man 
Q = E, (C, D) als Hermitesches Paar in X und C = (* 0(-"-")) annehmen. Aus 


den Satzen tiber lineare Gleichungssysteme folgt die Existenz zweier umkehr- 
barer komplexer Matrizen V), K"), so daB 


vow = wd a) , W= a (g = RangC) 
wird. Man setze 
DY =) 
D, D,/* 


vDW-=( 
Dann ist auch VCW, V DW-' ein Hermitesches Paar, also D, = 0. Somit wird 
det(V (CZ + D) W-*) = det (VOW Z{W-} + VDW-) 
= det (C,Z,{K,} + D,) det D, , 
wobei K{” aus den ersten g Spalten von K besteht. 


§ 2. Modulformen und Modulfunktionen 


Unter einer Hermiteschen Modulform g(Z) vom Gewicht g versteht man 
eine in §, meromorphe Funktion, die bei Modulsubstitutionen M das Trans- 
formationsverhalten 


(16) y(M <(Z)) = det?(CZ + D) (Z) 


_ besitzt. Wir wollen die Modulformen beziiglich Holomorphie untersuchen. 
Dabei geniigt es, die Holomorphie von ¢(Z) in einem kleinen Teil von 9, zu 
fordern, sie folgt dann fiir ganz $,,. Dabei hat man natiirlich (16) zu benutzen 
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und zusatzlich zum rationalen Fall die nicht zur Modulgruppe gehérigen Auto- 
morphismen von §,, 


zu beriicksichtigen. 

Bekanntlich hat R unter seinen Bildern nur endlich viele Nachbarn, etwa 
R{U,}, ...,R{U,,}. Die Elemente von Q seien Q,,..., Q,;. Man nehme ein 
Gebiet G aus fT, dessen abgeschlossene Hiille ganz in & liegt und welches die 
Punkte 


Z~ Z{Q} (Q€Q) 


Q-1977, U,0, (=1,...,j;H=1,...,.m) 
und £ enthilt; ferner im X-Raum den Wirfel 


1 % 1 
€: tel S>lRS), |tul SZ le <I 
und bilde 


G* = {(2=-X+5-Y|XEE, ¥ cS}. 


Hilfssatz 8: g(Z) sei eine in G* holomorphe Modulform. Dann ist o(Z) 
iiberall holomorph in 9,, und besitzt dort eine Fourierentwicklung 


p(Z) = J a(F)et**eF2), 
F20 


wobei o die Spur bezeichnet und die Summation iiber alle halbpositiven halbganzen 
Hermiteschen Matrizen F zu erstrecken ist. 

Dabei heiBt eine Hermitesche Matrix F halbganz, wenn /,, und 4'/*}, ,(k+1) 
ganz in 2’sind. Es sei bemerkt, da8 mit F auch F {U} bei festem unimodularen U 
tiber alle halbganzen Hermiteschen Matrizen lauft. 

Beweis: Zerlegt man analog X = X + wX auch Y = Y + w¥ mit reellen 
Y, ¥ und fahrt 

GZ=X+iY, Z=X+i¥ 
ein, so gilt 
Z=Z+(w+ HZ, Z=-Z, 
so daB man 2,,(k < 1), Z,,(k < 1) als Koordinaten in §,, verwenden kann. (16) 
liefert insbesondere 
(17) y(Z{U}) = det?U m(Z) fiir unimodulares U , 
9(Z + 8) = o(Z) fiir ganze Hermitesche S . 
Die letzte Gleichung besagt, daB g in den neuen Koordinaten Z,;, 2, die 
Periode 1 besitzt. Also existiert in G* eine Fourierentwicklung von ¢ beziiglich 


Zp» 2,1, die sich in Z bei Verwendung des obigen Begriffes ,,halbganz‘ in der 
Form 


(18) 9(Z) om >» a(F)e***oF 2) (Z € 6*) 
F 
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schreibt. Dabei hat man zunachst iiber alle halbganzen Hermiteschen Matrizen F 
zu summieren. Obige Fourierentwicklung betrachte man in der Umgebung 
der Punkte 


‘ é 
Be, F und ae Un, (u=1,...,m) 


aus ©*. Wegen (17) und der Eindeutigkeit der Fourierentwicklung bekommt 
man : 


(19) a(F{U}) = det? U a(F) 


zunachst far U=U, (u=1,...,m). Die U, erzeugen aber die volle uni- 
modulare Gruppe n-ten Grades in 2, also gilt (19) fiir beliebiges unimodulares U. 
Fiir die Fourierkoeffizienten a(F) gilt 


a(F) = f p(Zje*ornfax} aX} (ZX + 3-2). 
€ 








Mit 
a. i | 
c= Mes 9 (X + Ze, E) 
gilt also die Abschaétzung 
\a(F)| < cee 


zunachst fir U = Z und dann vermdge (19) fiir beliebige unimodulare U. 
Daraus wird ersichtlich, daB a(F) = 0 fir F = 0. Ist nimlich die Hermitesche 
Form F {x} tiberhaupt negativer Werte fahig, so ist leicht zu sehen, daB es 
dann auch teilerfremde Spalten x = u aus 2 gibt mit F{u} < 0. Erginzt man 
ein solches u zu einer unimodularen Matrix U, so hat F* = F{U} ein negatives 
erstes Diagonalelement. Ubt man dann noch die unimodulare Trafisformation 


> Xy+Uury, = % (E = 2,..., 2) 


aus mit ganz rationalem wu, so strebt 
o(F*)+—oco fir u+ow. 


Also folgt a(F') = 0, und man kann in (18) die Summation auf F = 0 ein- 
schranken. Dann aber konvergiert die Fourierreihe in Wahrheit sogar gleich- 
maBig auf ganz G. Sei namlich Z €G, also X €€, Y €R(Q,) und Y{Q,} = H 
gesetzt. Auf Grund von (6) und Hilfssatz 4 gilt 


1 
H > cz'H4 > 9, B . 
also 


Y > F(} 


‘und o(F Y)2 Be OUP Oe Q;"). Die Holomorphie iibertragt sich von § auf 
ganz $, durch das geforderte Transformationsverhalten (16). 
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Unter einer Hermiteschen Modulfunktion /(Z) versteht man eine in §,, 
meromorphe Funktion, welche invariant bei I" ist, 


f(M ¢Z)) = {(2Z) (MéTL). 


Frither [6] waren die Hermiteschen Modulfunktionen eingefiihrt als Quotienten 
von ganzen (d. h. in ganz $, holomorphen) Modulformen, und dann war gezeigt 
worden, daB sie einen algebraischen Funktionenkérper vom Transzendenz- 
grad n? bilden. In Wahrheit reicht die obige schwachere Forderung der Mero- 
morphie und Invarianz bei J" zur Charakterisierung der Hermiteschen Modul- 
funktionen hin. Dies beinhaltet der Satz, welcher das Hauptresultat der Unter- 
suchung darstellt. 

Satz: Jede Hermitesche Modulfunktion ist Quotient zweier ganzer Modul- 
formen. 

Zum Beweise dieses Satzes wird zu gegebener Modulfunktion /(Z) eine 
ganze Modulform (Z) + 0 konstruiert werden, derart da8 gf holomorph auf 


G* wird. Nach Hilfssatz 8 ist dann gf = y eine ganze Modulform, also / = = 


Man hat zu diesem Zweck das Verhalten von Spitzenformen auf der Singulari- 
tatenmannigfaltigkeit von {(Z) zu studieren. 


Spitzenformen zur Hermiteschen Modulgruppe wurden in [3] behandelt. 
Es wurde dort ein formal engerer Begriff von Spitzenformen verwendet als im 
rationalen Fall. Durch das Funktionsverhalten kann man sie etwa folgender- 
maBen charakterisieren. 

Definition: Hine ganze Modulform ®(Z) vom Gewicht g heiBt Spitzenform, 
wenn 


det-9(CZ + D) ®(M(Z)) 


gegen Null konvergiert fiir jede Folge Z, die in § gegen co strebt (d. h. mindestens 
ein Element von Z strebt gegen co) und jedes Hermitesch-symplektische M aus 2. 

Bei den Untersuchungen in [3] ist ein etwas anderer Fundamentalbereich 
zugrunde gelegt, das bedingt aber keine Anderung der zitierten Resultate. 

Es sei J die lokal zusammenhangende Menge der singularen Stellen von f 
und & cine zusammenhangende Komponente von 3; ferner Ry das Bild von R 
bei der Modulsubstitution M. Fir x > 0 sei §, der durch det Y s x abge- 
schnittene kompakte Teil von § und 


= Yea LQNFH=M, LNG, =M,. 


Dann ist M abgeschlossen und IM, kompakt. Das angekiindigte Funktions- 
verhalten von Spitzenformen laBt sich dann folgendermaBen beschreiben. 


Hilfssatz 9: ®(Z) sei eine Spitzenform, welche auf R eine Nullstelle besitzt, 
aber nicht identisch auf R verschwindet. Ist x > cy, 80 ist M, nicht leer und das 
Maximum von |®| auf M wird bereits in eenem Punkte von M,, erreicht. Dabei ist 
C, eine nur von n und J abhingige natiirliche Zahl. 
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Beweis: Aus [3] entnimmt man fiir ®(Z) die Abschaitzung 
|®(Z)| < dye") 


fir Y €R mit von Z unabhangigen positiven Konstanten d, und d,. Ist nun 
det Y hinreichend groB, so wird auf Grund der Reduktionsbedingungen o( Y) 
beliebig groB, also |®(Z)| beliebig klein. Daraus wird ersichtlich, daB |®(Z)| 
auf der abgeschlossenen Menge IN ein Maximum besitzt. Man kann o. B. d. A. 
annehmen, daB dieses 


(20) Max |®(Z)| = 1 
ZEM 


ist und der Wert 1 in einem Punkte Z = Z von 8 angenommen wird.” 


Nun werde gezeigt, da8 man fiir Z einen Randpunkt von einer positiven 
Q-Ordnung nehmen kann. Es gibt nimlich nach Voraussetzung ein Z, auf R 
mit ®(Z,) = 0. Man verbinde Z, mit Z auf R durch eine Kurve ©. Nach be- 
kannten Eigenschaften von § gibt es nur endlich viele Bilder Fy, . . ., Fy, 
von F, die Punkte mit € gemeinsam haben. Man bestimme Z* so auf €, da8B 
@(Z) = 1 auf dem Teil €* von € zwischen Z und Z*, dagegen nicht mehr 
lokal konstant gleich 1 ist auf € bei Z*. Nun wende man das Maximum- 
prinzip an auf die Funktion ®(Z) in einer Umgebung U(Z*) von Z* beziiglich &. 
Dies zeigt die Existenz eines Punktes Z € U(Z*) mit |®(Z)| > 1. M* € I bilde Z 
in F ab. Dann wird M*<(Z) €M, also |@(M*<Z))| < 1. Wegen des Trans- 
formationsverhaltens (16) ist also in 


w= (25) 


c* D* 


C* + 0. Es werde noch die durch C = 0 charakterisierte Untergruppe J, von I” 
eingefiihrt, so daB also M* ¢ I, ist. La®Bt man U(Z*) auf den Punkt Z* zu- 
sammenschrumpfen, so erkennt man, daB Z* kein innerer Punkt von 
B= U. Sw 

ist. Andererseits ist Z €§ C8. Folglich gibt es einen Punkt Z €€*, der auf dem 
Rande von § gelegen ist. In diesem Punkt Z stoBen zwei Bereiche Fy, Fy, 
mit M,¢€Iy, M,¢ I, zusammen. Mjz!<{Z) ist dann aus FOR und 
®(Mjz1<Z)) = 1, so daB man Z durch Mj!(Z) ersetzen kann. Zusitzlich hat 
man damit erreicht, daB Mz! M,<Z) und Z €§ sind, also Z ein Randpunkt 
positiver Q-Ordnung ist fiir ein geeignetes Q € Q. 

Es bleibt zu zeigen, daB unter den Z €M mit |®(Z)| = 1, welche gleich- 
zeitig Randpunkte von & einer positiven Q-Ordnung sind, ein solcher gewahlt 
werden kann, der sogar in M, liegt. 

Wir fahren fir nicht-ausgeartete Matrizen Q) aus 2 die gréBten gemein- 
samen Idealteiler 6,(Q) der »-reihigen Unterdeterminanten v ‘n Q ein, welche 
aus den ersten » Spalten von Q gebildet werden kénnen Wy = 1, 2, ..., n). 
Diese Determinantenteiler benétigt man spater nur fiir Q € Q, sie sind also 
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ganze Ideale. Nun sei also Z ein Randpunkt von § der positiven Q-Ordnung q 
mit |®(Z)| = 1. Nach Hilfssatz 5 gilt dann fir ¥ {Q} = H 


h, <2 
und nach (4), (5) 
det, < ht < (21 < c*", 


sofern man c, > 2c3 wahlt. Also ist erst recht 
(21) detH, < c3' N(5,(Q)) . 


Es sei darauf hingewiesen, daB Q €Q nicht eindeutig durch Z bestimmt ist, 
denn ¥ kann mehreren Bereichen %(Q) angehéren. Dann gelten obige Formeln 
fiir die verschiedenen in Frage kommenden Q-Ordnungen gq, welche ja alle 
positiv sind. Nun wahle man Z €M so aus, daB |®(Z)| im Punkte Z das 
Maximum 1 annimmt, daB Z Randpunkt von § einer positiven Q-Ordnung ist 
und die Zahl r mit 


(22) det H, < c-* R(,(Q)) 


méglichst groB ist. Sollte  mehreren Bereichen %(Q) angehéren, so hat man. 
bei der Aufsuchung des maximalen r auch Q mit zu variieren. Es gilt also 
dann (22) fiir mindestens ein Q € Q mit FP €R(Q); dagegen 


(23) det H,., > cf R(5,+1(Q)) 


fiir alle Q, fiir welche ¥ €R(Q). Fortan seien Z nur solche Q € Q zugeordnet, 
fiir die (22) erfillt ist. Nach (21) gilt dann fiir die Q-Ordnung g vonZ: 1S q<ar. 
Ist r = n, so ergibt (22) die Behauptung fiir jedes 


3"? 
G=c . 


Daher kann man fortan r < » annehmen. Unter Aufrechterhaltung der bis- 
herigen Extremalforderungen an Z stellen wir die weitere, daB h,,, minimal 
sein soll. Auch jetzt hat man die evtl. noch vorhandenen verschiedenen Még- 
lichkeiten fiir die Wahl von Q zu beriicksichtigen, und die Extremalforderung 
werde etwa fiir Q €Q erfiillt. Dann gilt also fiir jeden Punkt Z* €M mit 
|®(Z*)| = 1, der Randpunkt positiver Q-Ordnung ist, 


(24) detH# < a N(d,(Q)) fiir mindestens ein Q € Q mit Y* €R(Q) 
impliziert hA*¥, , => h,4,. 


Es wird nun ein Widerspruch zu dieser Tatsache induziert werden, welcher die 
Unméglichkeit von r < n zeigt, also den Beweis vollendet. 
Es sei Z, der r-te Abschnitt von Z{Q}. In 


240} = (7 2") 


variiere man Z, 4, Z,,, Z,_ 80, daB Z ER ist. B sei die zusammenhangende Kom- 
ponente dieser Flaiche, welche durch Z geht. Dann ist ®(Z) konstant auf 
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ganz %. Denn anderenfalls gibt es auf % in beliebiger Nahe von Z solche 
Punkte Z mit |®(Z)| > 1. Weil Z die Q-Ordnung q < r besitzt, treten bei den 
Ungleichungen 

(25) abs(CZ + D)2=1 


nur solche mit dem Gleichheitszeichen auf, fiir welche die letzten n — r Spalten 
von cg verschwinden. Nach Hilfssatz 7 hangt fiir diese abs(CZ + D) in 
Wahrheit nur von Z ab, also bleibt (25) richtig fiir Z an Stelle von Z. Ubt man 
noch eine Modulsubstitution aus J), aus, so kann man Z nach M bringen, ohne 
den Wert von |®(Z)| > 1 zu andern. Das ist ein Widerspruch zu (20), also ®(Z) 
konstant auf ganz 3. 

Nun betrachten wir das (r + 1)-te Diagonalelement z,,, von Z{Q} auf B; 
wir wollen nachweisen, daB dies lokal konstant ist bei Z. Anderenfalls zeigt 
nimlich die Anwendung des Maximumprinzips auf die Funktion e'*+', da8 
in jeder Umgebung U von Z auf % ein Punkt Z gefunden werden kann mit 


(26) Imgz,4, < Img2,4,. 
Mittels einer Modulsubstitution aus J, gelangt man zu 
Z* =Z{U}+ SEM, VU unimodular, S ganz Hermitesch. 


La8t man U auf Z zusammenschrumpfen, so folgt ¥ {U} € XR. Uber die Gestalt 
vop U liefert Hilfssatz 2 eine Aussage. Sei némlich etwa 


(27) P{U} ER(Q). 
Ferner ist 
(28) Y ER(Q) 


und nach (4), (22), (23) und Hilfssatz 4 

a > cy detH,,, det-*H, h,...h,_,> 
- M(5,41(Q)) gr? 
> epi gi-r ——— te 

; n(5,(Q)? ° 

Die vorletzte Ungleichung ist erfiillt, wenn man von vornherein c, gemaB 
dieser Ungleichung fir alle Q €Q und alle r wahlt. Nach Hilfssatz 2 im- 
plizieren (27), (28), (29) 


(30) U=QVe, V=( Mi >: 


OM-nr + 


> 4(1+ C,)* c§ > cg. 


Es gilt nun ¥* €R(Q), Y €R(Q), ¥* = Y{U}. Man setze 
Y*{Q}=H*, Y{Q}=H, Y{Q}-H 


und findet wegen H* = H{V} auf Grund der Reduktionsbedingungen fir H*, 
(30) und (26) 


(31) WPS hea < hy yy. 





one 




















Quotientendarstellung Hermitescher Modulfunktionen 15 


Fir die r-ten Abschnitte von H, H, H* gilt 
H} = H,{V,} = {V4} 


und vermdége (30) 


(32) abs? V, N(4,(Q)) = N(d,(Q)) . 
Somit liefert (22) 
(33) detH* = detH, abs? V, < ce?’ * %(4,(Q)) . 


AuBerdem ist mit Z auch Z* ein Randpunkt von § positiver Q-Ordnung und 
\®(Z*)| = 1. Dann widersprechen (31) und (32) den an Z gestellten Extremal- 
forderungen (24). Dies zeigt, daB z,, , bei Z auf G lokal konstant gleich 2,, , ist. 
Nun sei 
_. f(2) 
HZ) = '1,@) 
die lokale Quotientendarstellung von f im Punkte Z durch teilerfremde Potenz- 
reihen f,, /,. @ wird dann lokal bei Z beschrieben durch 


((2)=0, 2{Q}= rd =). 


Da z,,, konstant gleich z,,, auf B ist, enthalt /,(Z) als Potenzreihe in 
Z,2, 21, Z_ den Faktor z,,,— 2,4. Dies tibertragt sich vermége der Kohiarenz- 
bedingung fiir die Nenner /,(Z) auf ganz G. G ist aber zusammenhangend, also 
enthalt G alle Punkte Z von §,, der Form 


a 


2, * 
Z= ( r+ {Q-} ’ 


so daB fiir alle diese Z die Spitzenform ®(Z) konstant ist. Man ersetze in 
Z{Q} = (&,) die Elemente Z,,,,, und Z,,,,, beide durch —Z, und bekommt 
so Z{Q}. Unter Verwendung von (29) zeigt Hilfssatz 3, daB Z € 9,, also aus B 
ist. Durch Anwendung einer geeigneten Modulsubstitution aus 1’), 





Z* =Z{U}+ 8, U unimodular, S ganz Hermitesch , 


kann man 
(34) Y*eR, X*CE 
erreichen. Ist etwa Y* € R(Q*), so zeigt Hilfssatz 3, daB U die Gestalt 
r) 
» V. s 
(35) U=QVQr-, V hes .) 


besitzt. Fir H* = Y*{Q*}, H = Y{Q}, H = ¥ {Q} gilt dann wieder wegen (32) 
und (22) 


ry M(d,(Q*)) o r—l 
36 det H* — det, ROG) < ps yg, 
(39) . ote nGO) 2S | NUGr(@*) 





und 


a 
h?, 1< hess ‘ 
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Wenn man noch nachweisen kann, daB Z* ein Randpunkt von § positiver 
Q*-Ordnung ist, so ist ein Widerspruch erreicht, weil Z* die an Z gestellte 
Extremalforderung (36) erfiillt, aber h*, , < 4,,, ist. — Nun sind aber (34) 
zwei der Bedingungen (11), (12), die den Fundamentalbereich § bestimmen. 
Es verbleibt also lediglich der Nachweis, daB 


(37) abs(C*Z*+ D*) => 1 fir alle teilerfremden Hermiteschen Paare C*, D* 


und mindestens einmal das Gleichheitszeichen mit einem C* + 0 gilt. Sei 
A* Bt 
(c+ me) 
eine Modulsubstitution einer Q*-Ordnung < r, d. h. C* Q*-1 hat die letzten 


n —r Spalten 0. Dann ist 
(38) C*Z* + D* = (CZ + D)U 


mit dem teilerfremden Hermiteschen Paar C = C*0), D = C* SU-1+ D*U-3 
und auch 


0O>= OF =7 


hat wegen der speziellen Gestalt (35) von V die letzten n —r Spalten 0. Also 
ist (C >) eine Modulsubstitution der Q-Ordnung < r. Nach Hilfssatz 7 ist 


abs(CZ + D)=1 


fiir alle Modulsubstitutionen einer Q-Ordnung Ss r, also (37) erfiillt fiir alle 
Modulsubstitutionen einer Q*-Ordnung < r. AuBerdem ist nach Hilfssatz 3 


— he, > 2ef. 


Dann zeigt Hilfssatz 6, daB Z* €F ist. SchlieBlich steht in (37) mindestens 
einmal das Gleichheitszeichen, weil Z diese Eigenschaft besitzt und sich dies 
vermége Hilfssatz 7 auf Z und zufolge (38) auf Z* iibertragt. Damit ist der 
Beweis von Hilfssatz 9 erbracht. 

Nun kann der Nachweis der Quotientendarstellung von Modulfunktionen 
durch ganze Modulformen wértlich wie bei C. L. SrzcEt [7] erfolgen. In jedem 
Punkt Z, € DB hat man eine lokale Darstellung 

g(Z) 
1(2) = Fay 
durch Potenzreihen g(Z). h(Z), und nach dem WeierstraBschen Vorbereitungs- 
satz ist 


(39) h(Z) = wt + aywt-!+---+a,, 
wobei a,,...,@, Potenzreihen in w,,...,w,: ohne konstante Glieder und 


W, Wy, ..., W,» geeignete lokale Koordinaten in einer Umgebung von Z, sind. 
Der Konvergenzbereich sei etwa |w,| < 30 (vy = 2, ..., ®). Da 


POG. -B. 
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kompakt ist, kann man dort 1, Punkte Z,, . . ., Z,, und zugehérige Konvergenz- 
radien 0, . . ., @;, finden, so daB die Nullstellen von (39) ganz J, beschreiben. 
Man fiihre noch die Summe der Grade jener 1, Polynome h(Z) ein 


= +-*++t,. 


Die GrdéBen 1,, 1, hangen nur von n, J und f ab. 


Ist nun ®(Z) irgendeine ganze Modulform, so dividiere man ®(Z) durch 
h(Z) an simtlichen Stellen Z,, . . ., Z,,: 


(40) @(Z) = h(Z) - q(Z) + bwt-1+ --- +b, 
mit Potenzreihen 6,,..., 5, in wg, ..., W,» allein, wahrend ¢(Z) eine Potenz- 
reihe in allen Variablen w, w,,..., Ww,» ist. Insgesamt gibt es dann in den 


Polynomen 6,, . . ., 6, héchstens 


1,(8 + n®)"*-1 
Potenzprodukte der Form 


(41) wy ...we mit s&+°*' +s. S8. 


Aus [3] entnimmt man die Existenz einer Spitzenform ®,(Z) + 0, ferner 
aus [6] die Existenz von mindestens cz1g** linear unabhangigen ganzen Modul- 
formen vom Gewicht g fiir gewisse beliebig groBe g. Dabei sind ¢,, cz, Cg, Cy 
wieder nur von n und 2 abhangige natiirliche Zahlen. Multipliziert man diese 
ganzen Modulformen mit ®), so kommt man zu mindestens c7!g*" linear 
unabhangigen Spitzenformen vom Gewicht g fiir gewisse beliebig groBe g. 
Nimmt man g so groB, daB 


(42) g”’ > cyl,(s + n®)*"-2 


wird, so gibt es also eine nicht identisch verschwindende Spitzenform ® vom 
Gewicht g, bei der in den Entwicklungen (40) sémtliche Terme (41) fehlen. 

Wir wollen nun mit Hilfe von Hilfssatz 9 zeigen, daB ®(Z) = 0 auf ganz DB, 
ist bei geeigneter Wahl von s. Denn anderenfalls sei 


pu = Max |@(Z)| > 0 
ZEBPx 


und dies Maximum werde etwa in Z, €R angenommen. Dort seien die lokalen 
Koordinaten w*, w¥,..., w%:. Man setze speziell w, = wiz (k = 2,..., n*) 
und betrachte die Nullstellen w von (39) als Funktion von z im Kreise |z| < 2.- 
Sie sind dort beschrinkt und abgesehen von endlich vielen algebraischen Ver- 
zweigungspunkten holomorph. Da simtliche Terme (41) fehlen, kann man auf 
xz-*@®(Z) als Funktion von z in |z| S 2 das Maximumprinzip anwenden. Ist 
dies Maximum p*, so folgt fir x = 1 


MS 2-*u*. 
Math. Ann. 143 2 
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Der Wert u* werde etwa im Punkte Z* €R erreicht. Dieser liegt in einem 
festen kompakten Teil von §,,. Man bringe Z* mittels einer Modulsubstitution M 
nach §. Dann ist M (Z*) € M, also nach Hilfssatz 9 


|\P(M<Z*))| Sb. 
Andererseits gilt jedoch, weil Z* in einem Kompaktum von 9, liegt, 
|P(M {Z*))| = abs (CZ* + Dj? |O(Z*)| > og? w* . 


Folglich bekommt man 
B<2*hy, 
also 
8 < Cog. 


Wahlt man in (42) s = c,g, so erhalt man einen Widerspruch. 

Somit ist ®(Z) identisch Null auf DJ, und infolgedessen g = O" an jeder 
_ Stelle von §, durch h(Z) teilbar. Dies iibertrigt sich vermége des Trans- 
formationsgesetzes auf G*. wf = y ist also eine in G* holomorphe Modulform, 
die sich nach Hilfssatz 8 als ganze Modulform erweist. Somit ist 


f= 
? 
die gesuchte Quotientendarstellung. 
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Baer Rings of Endomorphisms* 
By 
KENNETH G. WoLFson in New Brunswick, N. J. 


Introduction. Let K be the ring of all n by n matrices over a division ring R. 
Then each left (right) ideal of K is a principal left (right) ideal generated by an 
idempotent element. We may, of course, think of K as the ring of all linear 
transformations of a vector space A (of finite rank) over a division ring R. 
If we allow the rank of A to be infinite, then it is no longer true that each one 
sided ideal in the ring of linear transformations is generated by an idempotent 
element. However, each left (right) ideal which is an annihilator is a principal 
ideal generated by an idempotent ([1], p. 178). Rings with this property have 
been termed Baer rings in [12]. Now the vector space A is both a completely 
reducible module and a free module over R. It is therefore natural to drop the 
requirement that R be a division ring, and to consider the ring E(R, A) of all 
R-endomorphisms of the module A over the ring R, in the case (R, A) is 
completely reducible, and the case when (R, A) is free. Under what conditions 
are these Baer rings ? 

In section 2 we are able to show that if (R, A) is completely reducible, 
E(R, A) is always a Baer ring. In section 3 we examine E(R, A) for (R, A) a 
free module, and reduce the question to one on the existence of complements 
for the closed submodules of A. If R is a commutative integral domain, or a (non 
commutative) principal ideal domain, and if A has a finite basis, the closed 
submodules are just the pure ones. For R a principal ideal domain, and A of 
finite rank, E(R, A) is a Baer ring. If A is of finite rank, and R is a commutative 
integral domain in which each finitely generated ideal is invertible (Priifer 
ring), Z(R, A) is a Baer ring. 

In section 4, we examine more closely some results of Everett (({5}. [6]) 
on modules over left principal ideal domains. We use these results in section 5 
in investigating the one sided ideals for the ring of matrices over a principal 
ideal domain. 

1. Definitions and preliminaries. Throughout the paper FR will denote 
a ring with identity and A a unitary left R-module. As in the case of vector 
spaces, (R is a division ring) the set of all linear functionals on A (R-homo- 
morphisms of A into R) forms a right R module which we denote by A* and 
call the adjoint module, and A may be associated with a submodule of 
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A** = (A*)* ((3], p. 43). We shall denote by EZ(R, A) the ring of all R-endo- 
morphisms of A, and by £*(A*, R) the ring of all R-endomorphisms of A*. 
The elements of E(R, A) shall operate on the elements of A on the right, while 
the endomorphisms in E* shall operate on the left of the elements of A*. If 
x € A and y € A*, then the effect of the homomorphism y on the element z will 
be denoted (z, y). If o € E(R, A), there is defined an adjoint o* in E*(A*, R) 
satisfving the relationship 


(xo, y) = (z,o*y) forall x€A,y€A* 


(cf. e.g. [3], p. 57). The mapping o > o* is an isomorphism of F(R, A) into 
E*(A*, R). 

If S is a subset of A, then its annihilator in A*, is the submodule S’ of 
elements / € A* for which (S, f) = 0, that is (x, f) = 0 for all x € S. If T' ¢ A*, 
we similarly define 7”, the annihilator of T in A. A submodule Q of A or A* 
is called closed if S” = (S’)’ = S. It is always true that S” 2S and S’’= 8’ 
[13]. The mapping S ++ S’ is a lattice anti-isomorphism of the lattice of closed 
submodules of A and A*. If y € A*, and (A, y) = 0 then y = 0 by definition 
of A*. If x€ A and (z, A*) = 02 2=0 we say that A and A* are dual 
modules. If A is a free module (possesses a finite or infinite basis) it is easy to 
verify that A and A* are dual. It is perhaps of interest to note that even if 
A has a finite basis there may exist proper submodules B of A* with the 
property that (z, B)=0 and x¢ A»>2z=0. As an example we may let A be the 
direct sum of n copies of the integers. Then A* may be thought of as the direct 
sum of n copies of the integers such that if x = (x,,..., x,) and y = (Y;, Ya,--- Yn), 
x € A, y € A*, then (z, y) = » 2, y;,. If we let B be the direct sum of n copies 
of the even integers it is easily seen that it has the described property. This 
cannot occur if A has a finite basis over a division ring. If P is any subset of 
E(R, A) then &(P) denotes the totality of o in E for which Po = 0. Similarly 
YP) denotes the left annihilator of P. We refer to the ideals @(P), [#(P)] 
as right (left) annihilators. If S is any subset of A, then R(S) is the totality 
of o in E for which So = 0 and L(S) is the set of « in Z for which Aa ¢ S. 
If P is any subset of Z then N(P) is the totality of x in A for which z P = 0, 
and A P is the set of elements ap for a in A and p in P. We state several 
results which were proven in [14] for the special case of a vector space, but 
need only be trivially modified for our case. 

Lemma 1. (i) AZ(S) ¢ S for every subset S of A. 

(ii) S ¢ N[R(S)] for every subset S of A. 

(iii) L(S) R(S) = 0 for every subset S of A. 

(iv) L[N(J)] = #(J) for every subset J of E. 

(v) R(AJ) = RJ) for every subset J of E. 

(Lemma 2.2 of [14]) 

Lemma 2. (i) Jf AL(S) = S holds for a submodule S, then 


R(S) = @L(S)]. 
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(ii) If N [| R(S)] = S holds for a submodule S, then 


L(S8) = #[R(S)}. 

(Cor. 2.3, 2.4 of [14].) 

Lemma 3. Suppose AL(S) = 8S holds for all submodules S, then 

(i) If J is a right annthilator J = R[N(J)). 

(ii) If H is a left annihilator, then A H is a submodule of A, and H = L(A H). 

(Lemma 2.7 of [14].) 

2. Completely Reducible Modules. We consider first the question of the 
equalities A L(S) = S and N[R(S)] = S. We have first 

Theorem 4. AL(S) = S for all submodules 8, if the lattice L(R, A) of sub- 
modules of A is completely reducible. 

Proof. It is only necessary to show S ¢ A L(S8) in view of (i) of Lemma 1. 
Let s € S, s+ 0, and let Q be a complement of the submodule Rs so that 


A=Rs@Q 
Define o by so = 8, Qo = 0, and extend ¢ to all of A. Then 
Ao= Rs>o€L(S) and s=8s938s¢€AL(S8). 


Theorem 5. If the submodule S is a direct summand, S = N[R(S)}. 

Proof. It suffices to prove N[R(S)] ¢ S in view of (ii) of Lemma 1. Let 
A = 8 @ Q. Define o by So = 0 and go = q if q € Q, and extend to A. Suppose 
a ¢ 8S, then a=s +q,8€8S,q€Q,q+ 0. Then ac = so + qo = ¢+ 0. Hence 
o € R(S) > aR(S)+ 05a ¢ N[R(S)] so that N[R(S)] ¢ S completing the 
proof. 

We proceed as in [14]. It follows from Theorem 4, (i) of Lemma 3, and (i) 
of Lemma 2 that the right annihilators are exactly the ideals R(S) the sub- 
module S being unique by Theorem 5. It follows from Theorem 4, (ii) of 
Lemma 3, (ii) of Lemma 2, and Theorem 5, that the left annihilators are 
precisely the ideals L(S), the submodules S being unique by Theorem 4. 

Theorem 6. Jf L(R, A) is completely reducible, E(R, A) is a Baer ring. 

Proof. By the remark on page 159 of [15] it suffices to prove that for each 
submodule S, the right ideal R({S) is generated by an idempotent. The proof 
of Proposition 1, p. 177 of [1] which proves this fact when R is a division ring 
is valid under the present circumstances. 

Remark. If R is a division ring then (R, A) is a vector space and L(R, A) 
is completely reducible. More generally if R is any semi-simple ring with 
minimum condition on right ideals, then for any module A over R, L(R, A) is 
completely reducible ([9], p. 47). 

3. Free Modules. Throughout this section A has a basis over, R, finite or 
infinite, unless stated otherwise. 


Theorem 7. I} (R,.A) is a free module, then AL(S) = S for all submodules S. 
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Proof. Let {e;} be a basis for A. Let s € 8S. Put e,0 = 8, e,o = 0 for i+ 1. 
Then o can be extended uniquely to all of A. Now Ao = Rs =o € L(S) and 
8 = e,0 > 8 € AL(S). As in Theorem 4, this completes the proof. 

Theorem 8. A submodule S is closed if, and only if, S = N{R(S)}. 

Proof. Suppose S = N[R(S)], then S = N(P) where P is a subset of 
E(R, A). Actually S = N[R(S)] if, and only if, S = N(P) for some subset P 
of E. Since A has a basis, A and A* are a dual pair, and it is easy to verify 
that [R(S)}* = L(S’). (Same proof as (1) of Lemma 2 in [15].) Now we may 
follow the arguments of the second paragraph of Lemma 3 of [15] to show 
that S is closed. 

Suppose conversely that S is closed. As in the first paragraph of Lemma 3 
of [15], if 6 ¢ S we can find f € S’ such that (, /) + 0. Let e, be a basis element 
of A. Define o by: 


ro = (x, fye. 


Then So = 0, bo + 0 so that DR(S)+ 0 and 6b ¢ N[R(S)]. This shows 
N{[R(S)] ¢ S which is sufficient to complete the proof. 

Remark. In the first part of the proof the basis was only needed to show 
A, A* are dual. In the second part it was only needed to be sure A was not a 
torsion module. 

If S is any subset of A, it can be shown that R(S) = R(S”’) (this depends 
on S’”’= 8’) and hence N[R(S)] = 8”. 

Now we may proceed as in [15]. The right annihilators are exactly the 
ideals R(S) for S a closed submodule of A, and the left annihilators are the 
ideals L(S) for closed submodules S. 


Theorem 9. Let (R, A) be a free module. Then E(R, A) is a Baer ring if, and 
only if, every closed submodule of A is a direct summand. 

Proof. Suppose E(R, A) is a Baer ring, and S a closed submodule. Then 
R(S) = eE for idempotent e. Then S = N[R(S)] = N[eEL] = Nie). If a€ A, 
a=ae+(a—ae). The set {a—ae}=N(e), so that A= Ae @ N(e) = Ae@ S, 
and S is a direct summand. If conversely S is a direct summand, then R(S) is 
generated by an idempotent by the argument of Theorem 6. 

Remark 1. If (R, A) is free, every direct summand is closed. For a direct 
summand S, satisfies S = N [R(S)] by Theorem 5, hence is closed by Theorem 8. 

Remark 2. If A= 8 @ Q then A* = S’ @ Q’ ((3], p. 45, Prop. 5) so that 
the complications of Lemma 6 of [15] do not arise here. 

Remark 3. If R is a division ring, then every submodule of (R, A) is closed. 
But this is not the general case when R is not a division ring, even if (R, A) 
has a finite basis. In fact we shall show that if R is a ring without proper zero 
divisors, in which each left and right ideal is principal, then each submodule 
of (R, A) is closed if and only if R is a division ring. 

Remark 4. The one result that appears in the literature (aside from the 

_ case R is a division ring) is due to BerBERIAN [2]. He shows that if (R, A) has 
a finite basis, where R is an A W* algebra, then E(R, A) is a Baer ring. In fact 
it is actually an A W* algebra. 
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If R has no proper zero divisors, we shall use the term integral domain. 
[f every left (right) ideal is principal, we shall refer to it as a left (right) principal 
deal domain. A principal ideal domain is both a left and right principal ideal 
lomain. 

The module (R, A) is torsion free if ra = 0, r € R, a € A implies r = 0 or 
«= 0. If (R, A) is free it is easy to see that it is torsion free, if and only if, 
R is an integral domain. 

If R is an integral domain, a submodule S of (R, A) is called pure, if ra € 8, 
*+ 0 implies a ¢ S. The more general definition ({11], p. 14) specializes to this 
in the torsion free case we are dealing with. 

Lemma 10. If (R, A) is free, and R is an integral domain, each closed sub- 
module is pure. 

Proof. If Sis closed, S = N(P), P a subset of E (Theorem 8). Let ra € N(P), 
r+ 0, a€ A. Then (ra)P = 0, r(aP)=0. Since r+ 0, aP =0 and 
a€N(P)=S8. 

We next investigate under what conditions pure submodules are closed. 
{n the rest of the section the ring R is understood to be an integral domain. 


Lemma 11. Let A be a module over R, and S a submodule of A for which A/S 
is torsion free, and the direct sum of cyclic submodules. Then S is a direct summand 
of A. 

Proof. We can follow the proof of Theorem 5 of [11] without worrying 
about the order ideals of the elements. We arrive at a,y; = 0 for each i, and 
hence a; = 0 for each i, since A/S is torsion free. Hence a,x; = 0, w = 0, and 
the proof is complete. 

Since the intersection of any set of pure submodules is pure, there exists 
to each submodule S, a unique minimal pure submodule S, containing S. 
If in R, each pair of non-zero elements has a non-zero common left multiple, 
(this would be true for example, if R were commutative, or if R were a principal 
left ideal domain) it can be verified that S, can be realized as follows: the set 
of all z in A for which there exists some r + 0 in R (depending on z) such that 
rz is in S. It is now easy to establish 

(1) if S is any submodule of A then S’ = (S,)’ so that S’’ = (S,)” 

(2) if 8S, Q are submodules of A, then (S, + Q,), = (S + Q),. Now we are 
ready to prove: 

Theorem 12. Let (R, A) be a free module. Then 

(i) if R is a commutative integral domain, every finitely generated pure sub- 
module ts closed 

(ii) if R is a commutative integral domain, and (R, A) has a finite basis, 
each pure submodule is closed 

(iii) tf R is a (not necessarily commutative) principal ideal domain, and 
(R, A) has a finite basis, each pure submodule is closed. 

Proof. (i) We show first that if M is any closed submodule of A, and z € A, 
then (M + Rz), is closed. If x € M then since M is pure (Lemma 10) 
(M + Rx), = M and the result is clear. Assume therefore that z ¢ M = M”’. 
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The argument here is a modification of that in [13]. There must exist an 1 € M’ 
such that (z, 1) + 0. Suppose (x, 1) = r. Let { be arbitrary in M’. Since (z, fr) 
— (zx, l) (x, f) = (x, f)r — r(x, f) = 0, fr—U(az, f)€ (M+ Ra)’. Now let 
y€ (M + Rz)” so that 0 = [y, fr— U(x, f)] = (y, f\r— (y, L) (x, f) = r(y, f) 
= (y; l) (z, f) “si [(ry, f) Wil (y, I) x, f). Hence a (y, lx € M" = M and 
ry€M+Rz and y€(M + Rz),. This shows (M+ Rx)” ¢ (M+ Rz),. By 
(1) of remarks preceding the Theorem, (M + Rz)" =(M+Rz); so that 
(M + Rz)y ¢(M + Rx), which says that (M+ Rz), is closed. By (2) of 
previous remarks (M + Rz), = (M, + (Rz),), = [M+ (Rz),), is closed. 
Using the fact that the zero submodule is closed, repeated application of (2) 
and our result yields 


[((R2x,), + (Ra), + +++ + (R2,)y]p = (Ra, + Ra, +--+ + Rr), 


is closed, if z,, %g, . . ., Z, is any set of n elements of A. 
Now let S be pure and generated by 2,, 22, . . ., %,. Then 


S = (Ra, + Ra, +-+-+++ Ray), 
is closed. 

(ii) We shall show that S” ¢ S and it suffices to show that if a ¢ S there 
exists g in A* such that (S, g) = 0 but (a, g) + 0. 

Since S is pure the sum Ra + S is direct. If r,a + 8, = ra + 8, then s, = 8, 
and r, = r,, since A is torsion free. We may therefore define a linear functional / 
on H = 8 @ Ra by setting (S, f) = 0 and (a, /) = 1. Now consider R as em- 
bedded in its quotient field F, and extend f to a linear mapping of A into F. 
By Zorn’s Lemma it is enough to show how to extend the mapping from H to 
the submodule H + Rx, where x ¢ H. Here we follow the arguments of Ka- 
PLANSKY ([10], p. 355). Let J denote the set of « in R with az ¢€ H. If I= 0 we 
may choose (z, /) arbitrarily. Otherwise take any y + 0 in J. Now (yz, f) is 
defined in R (hence in F). Solve the equation yy = (yz, /) for y in F. Put 
(x, f)= y. Now if B EJ, y[(Bx, f)— By] = y((B=, f) — Bly2-f)] = (vy Bz.) 
— (B yx, f) = 0. Since F has no proper zero divisors (8 x, /) = B(x, f) for all 
Bé€I. Now define (h + rz, f) = (h, f) + 1r(z,f). It can be verified that if 
h, + 12 = hy + 7,2, h, € H, vr, € R, then (A, + 1,2, f) (he + 722, f). 

Now let us denote by / the linear mapping of A into F. Let {e,} be basis 
of A. Then (e;, f) = 1;/8;, r;,, 8; € R, 8, 0. Let r = 8,8,...8,+0in R. Put 
g = rf. Then g is a linear mapping of A that maps all the basis elements into R, 
hence maps A into R. Since (S, /) = 0 we have (S, g) = 0, and (a, g) = r+ 0. 

To prove (iii) we could proceed in a similar way, but by a different approach 
we can actually show that S is a direct summand and hence closed by Theo- 
rem 5. Since A is torsion free and S is pure, A/S is torsion free. Since A has a 
finite basis A/S is finitely generated. By Theorem 19 of [7], A/S is a direct sum 
of cyclic modules. Hence by Lemma 11, S is a direct summand of A. 

Corollary 13. Jf (R, A) has a finite basis and R is a commutative integral 
domain, E(R, A) is a Baer ring, if and only if, each pure submodule of A is a 
direct summand. 











Baer Rings of Endomorphisms 25 


Corollary 14. If (R, A) has a finite basis, and R is a (not necessarily com- 
mutative) principal ideal domain, E(R, A) is a Baer ring. 

Corollary 15. If (R, A) has a finite basis, where R is a commutative integral 
domain in which each finitely generated ideal is invertible (Priifer ring), then 
E(R, A) is a Baer ring. 

Proof. If S is pure, A/S is a direct sum of modules of rank one (neces- 
sarily isomorphic to invertible ideals of R) ({10], Theorem 1). Hence S is a 
direct summand, by Lemma 3 of [10]. 

Remark 1. Dedekind rings, and valuation rings are examples of rings 
satisfying the hypotheses of Corollary 15. 

Remark 2. Boursaki ((4], p. 85, problem 8b) gives an example of a free 
module of countable rank over a complete discrete valuation ring which 
possesses a pure submodule which is not a direct summand. 


4. Free modules over left principal ideal domains. Let (R, A) be a free 
module with finite basis of n elements over the left principal ideal domain R. 
The basis number 6(A) is invariant, since R is a subring of a division ring R, 
where R = {2-1 y/zx, y € R, x + 0}. It is known that every submodule of A has 
a basis of m < n elements. The converse is actually true. If (R, A) has a basis 
of n elements, and every submodule has a basis of m < n elements, then R is 
a left principal ideal domain (Everett [5] and [6)). 

In [5] the following is proved. Let (R, A) have the basis v,, v,,..., v, and 
consider the vector space (R, A) = Ro, + Rv, +++++4 Rv,. Then (R, A) is 
embedded in (R, A). Now if S is any submodule of A with basis u,, Ug, . . ., Up 
(m < n) then 5 = Ru, + Ru, +---+ Ru,, is a submodule of A and the 
mapping S > § is a single-valued mapping of the lattice of all submodules 
of A onto the lattice of all submodules (subspaces) of A. 

We wish to show that this mapping is actually a lattice isomorphism of the 
lattice of all pure submodules of A onto the lattice of all subspaces of A. 

Let T be any subspace of A. By the remarks in [5] 7’ = 5 for some sub- 
module S ¢ A. We shall show that S, = § so that 7 = S,. To this end let S, 
have the basis y,, y2,..-, Ym, and let S have the basis 2,, z,,..., 2. Then 

k 
y; € S, = for some r;+0 in R, r,y, € S so that r,y,= DS 1r,;2,;. But clearly 
j=l 
R(r,y,) = Ry, so that Ry, @ Ry, ®@---@ Ry, CR2z,@ Rz,® +++ @ Rx, or 
S, ¢ 8. But since S ¢ S, we have § ¢ S, ([5], p. 315, (1)) so that S, = 8. 

To show that the mapping is one-one we need the following: 

Lemma 16. Let P,Q be submodules of A, with P © Q and b(P) = 6(Q). 
If P is pure, P = Q. 

Proof. Since P ¢ Q we have P ¢ Q. From b(P) = b(Q) it follows b(P) = 6(Q). 
In a vector space this gives P = Q. Let P have basis z,,22,...,2, and @ have 
basis %,%2,---,Yn- Nowy, €Q > WEP > y= a Bz* x45, a4, BrER, By + 0. 


v 
Let y be a non-zero common left multiple of the 8,. Then 


VI. = D147, CR, 80 yy, CP. 
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Since P is pure, y, € P. Similarly all y; € P so that Q ¢ ”, giving P = Q, and 
completing the proof. 

We complete the assertion with: 

Lemma 17. Let S, Q be pure with 5S = Q. Then S = @. 

Prooj. It has been shown ([5], p. 315) that S = Q if, and only if, b(S + Q) 
= b(SAQ). Now SAQCSCS+ Q so that b(Sr Q) -- b(S). But since 
Sr\ Qis pure and S ~ Q ¢ S we have by the previous Lemma that S ~ Q= S. 
Similarly S ~ Q = Q so that S = Q. 

We are now in a position to prove: 

Theorem 18. Every submodule of (R, A) is pure if, and only if, R is a 
division ring. 

Proof. If R is a division ring, it is trivial that all subspaces are pure. 
Suppose conversely all submodules of (R, A) are pure. Let S be a submodule 
with 0c Sc A. If b(A) =n then b(S) = m < n (strict inequality must hold 
by Lemma 16). But then R is a division ring ([5], p. 316, I). 

5. One sided ideals in matrices over left principal ideal domains. Let (R, A) 
have the basis ¢,, és, ...,¢,. If we define f;(¢ = 1, 2,...,) by (e;, f)) = 4;; 
and extend the definition by linearity to all of A, we get n (right) linearly 
independent elements of A*. It is easy to see that the {/,;} form a basis for A*. 
We may think of A as the left module of all row vectors of n-tuples from R 
(with respect to {e,} basis), and A* as the right module of all column vectors 
of n-tuples from R (with respect to {/;} basis). If x = (x,, xg,..., Z,) € A and 
Y = (Yps Yor Ya» -e-> Yn) €A*, then (z,y)= J 2,y,; is actually the matrix 


s 

product zy. If o € #(R, A) and we take its matrix representation with respect 
to basis {e,}, and take the matrix representation of o* € H*(A*, R) with 
respect to basis {f/,} we get matrices with identical entries. It is then clear that 
the mapping o > o* is an isomorphism of £(R, A) onto E*(A*, R). This can 
also be seen from the fact that in the case where A has a finite basis, A** can 
be identified with A. For each o€H£(R, A) there exist elements g,,9»,...,9, €A* 
such that zo = »' (x, g,)e;. 

The discussion of the one sided ideals of E(R, A) is modeled after the 
arguments in [8]. 

Lemma 19. Let J be a left ideal of E(R, A), and f,, fy, ..-., fy € A*, 
81, 8g, -- -, 8, € AJ. Then the endomorphism o defined by 


ad 4 =)’ (z, fs, EJ. 


Proof. Let s € AJ so that s = ao, a € A, o €J. Let f be arbitrary in A*. 
Define t by xt = (z, f)a. Since J is a left ideal ta € J. Now 


a(ta) = [(z, f)a]o = (x, f)aa = (2, f)s. 


Hence J contains the endomorphism to = y -where xy = (2, f)s. Since J is 
closed under the taking of finite sums, the conclusior follows. 
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Theorem 20. Let R be a left principal ideal domain, and let (R, A) have a 
finite basis. Then if J is a left ideal of (R, A), there exists a unique submodule S 
of A such that J = L(S8). 

Proof. Let J be a left ideal and let S = {> a,j; | a; € A, j; é4} . Then S 


is a submodule of A, and AJ ¢ S. Now let o €.J. Then Ao ¢ AJ ¢ S so that 
o €L(S8). Hence J ¢ L(S8). Now let S have a basis 8,, 8,,..., 8, and let 
o € L(S). Then Ag ¢ S. Thus there exist /,, f,,..., /, € A* and xo = J (z,f,)4;. 
But s, = ¥ a,j, a € A,j, € J, 80 we may write . 


ro = S (x, 9m)tms Im €A*, tm CAT. 


By the preceding Lemma o € J, so L(S) ¢ J which combined with the reverse 
inequality completes the proof, since the uniqueness follows again from the 
fact that AL(S) = 8S. 

Remark. In this case, AJ is always a submodule when J is a left ideal. For 
J = L(8), AJ = AL(S) = 8. 

When R is a division ring the right ideals of (R, A) are all of the form R(S). 
We examine the situation here. Suppose every right ideal of Z(R, A) is of the 
form R(S), for S a submodule of A. Then by the isomorphism, every right ideal 
of E*(A*, R) is of the form [R(S)]* = L(S’) = L(T) where T = S’ is a closed 
submodule of A*. But this implies that all submodules of A* are closed. For 
if W is any submodule of A*, L(W) is a right ideal of Z*(A*, R) so that 
L(W) = L(T) with T closed. Then W = 7, and W is closed. [Just use 
L(W)A* = W which is AL(S) = S written in the proper order for operating 
in A* and £*(A*, R).) If R is also a right principal ideal ring (A* is a right 
module) closed = pure and Theorem 18 would make RF a division ring. 

Sunpose R is a principal ideal domain (left and right) then the arguments 
of Theorem 20 would yield that every right ideal of 2*(A*, R) is of the form 
L(S) for a unique submodule S of A*. Employing the isomorphism of E on E* 
we get that the right ideals of H(R, A) are lattice isomorphic to the sub- 
modules of A*. Since under the mapping of Z onto #* right annihilators map 
onto right annihilators, under the isomorphism of right ideals onto submodules 
of A*, the right annihilators correspond to the pure submodules of A*. Re- 
capitulating we have: 

Theorem 21. Let (R, A) be a finitely generated free module with R a principal 
ideal domain. Then there is a lattice isomorphism of the lattice of all right ideals 
of E(R, A) onto the lattice of submodules of A* under which the right annihilators 
correspond to the pure submodules. There is a lattice isomorphism of the lattice 
of left ideals of E(R, A) upon the lattice of submodules of A under which the left 
annthilators correspond to the pure submodules. 
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Functional Completeness in the Small 
Algebraic Structure Theorems and Identities 
By 
Awrrep L. Foster in Berkeley (Cal.) 


1. Introduction 


In a series of recent publications various familiar algebraic structure 
theorems, including those definitive for (1°) Boolean algebras (Stone [8}), 
(2°) p-rings (McCoy and Monteomery [5]), (3°) Post algebras (Wape [9]) and 
others, were shown to be unified and subsumed under a rather general structure 
theory for universal algebras (Foster [1 ]—[3]). In particular the “kernel” of 
each discipline is a characteristic functionally complete algebra — e.g., in (2°) 
this is the prime field F,,, in (3°) the basic n-element Post algebra P,,, etc. — and 
the general algebras in each case are precisely those which satisfy all identities 
of the kernel, a situation generalized by the first structure theorem of [1], 
one of whose formulations’) is: 

Theorem A. Let U and Ui be algebras of the same species, neither being the 
one-element algebra, and where U is (finite and) functionally complete. Then 
necessary and sufficient conditions for U to be isomorphic with a scalar®) subdirect 
power of U are that (i) U possess a subalgebra isomorphic with U, and where (ii) all 
identities of U extend to (i.e., hold in) U. 

The underlying method of [1], in which application to the functionally 
complete case is but an instance, involves the concept of a “Boolean extension”’ 
of an algebra 11 — a kind of pseudo-hypercomplex algebra over 11 —, and not 
merely over functionally complete kernels U but also for the much broader 
class of algebras U which are “framal” (or of class f). The class of all Boolean 
extensions of such a framal U was shown in [1], [2] to be coextensive (up to 
isomorphisms) with a certain well defined class of subdirect powers of U, and 
it was from this isomorphism that structure results such as Theorem A were 
derived by specialization. 

In the current paper we seek to profitably further extend the method of [1] 
to admit also infinite kernels, U. This will entail the introduction of algebras 2 
which are “functionally complete in the small” (§ 13) and more generally. 
algebras “framal in the small”, etc. Essentially all of the earlier finite kernel 


1) In another formulation, where U is postulated to be strictly complete (§ 13), condi- 
tion (i) of Theorem A is provable — and hence may be deleted; (ii) then simply requires 
that all strict identities of U extend to U. Compare with [1], [2], also with § 20. 

*) A subdirect power U of U is “scalar’’ if each direct term, (a, «,..., a,...) is € U. 
(Compare with § 19). 
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theory will be found to generalize to the infinite kernel level. Thus in particular 
Theorem 11.1 is the generalized Fundamental Equivalence Theorem; and, 
directed toward functional completeness, Theorem 19.1 is a “functionally 
complete in the small” generalization of Theorem A, with additional extensions 
to the strictly complete case in § 20. 

As a preliminary indication of the scope of this new class of algebras 
functionally complete in the small, it is noted that, in addition to the great 
variety of known finite functionally complete algebras ({1]—([3], [6], [7]), 
it embraces all fields, etc. (§§ 13, 14). 

To avoid unnecessary duplication we shall on occasion — after due prepa- 
ration — refer to corresponding proofs for finite kernel, given in [1]. 

In a subsequent communication it is planned to offer a similar extension 
of the second structure theorem — for primal clusters — ([{3]) and of other 
phases of the theory of [1 ]—[4], [6], [7]. 


2. Some preliminaries 

We here recall — and extend — several basic concepts of [1]. Let 
U = (UV, 04, 6, . . .) be a universal algebra and let S denote its species. Through- 
out this paper all algebras are automatically assumed to be finitary, i.e., each 
primitive operation o, is assumed to have only a finite number n, of arguments. 
Thus in S = (nj, ng, . . .) the n,; are integers and 0; is n,-ary, o;(&,, &, . . -, &n,)- 

,An “S-expression” ®(€, . . .) is an expression built up from a finite number 
of indeterminate symbols £,... by composition via a finite number of the 
primitive operation-symbols o, ... , each employed only finitely often. 

We speak of ®(€, . . .) “mod” — also written simply 


M(E,...) (U) 


when the S-expression ® is conceived (or interpreted) in the S-algebra U. In 
this interpretation the primitive operation-symbols are of course identified 
with the corresponding primitive operations of U, and the indeterminate- 
symbols é, . . . as indeterminates over U. For unrelated S-algebras U and B, 
@(£, . . .) (U) will generally be quite unrelated to M(é, . . .) (SB). 

An S-expression @(f,...) mod any given S-algebra U is also called a 
“strict U-function”. The more general notion of “U-function” is defined to be 
any primitive composition as above, but where constants (= fixed elements 
of U1) are also admitted. Otherwise stated, a U-function is either an S-expression, 
or else the result of substituting constants of U for some (or all) of the in- 
determinates in some S-expression. It is suggestive to speak of “U-poly- 
nomials” rather than U-functions. It is stressed that, unlike an S-expression, 
a U-function is generally only meaningful in the particular S-algebra U — and 
also in any overalgebra (and sometimes in suitable subalgebras) of 1 — but 
not in an arbitrary S-algebra. 

We shall systematically employ f, g, . . . (small German letters) to designate 
U-functions, and ®, Y,... (large Greek letters) to designate S-expressions 
(= strict U-functions). 
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An identity between U-functions f, g — holding throughout U — is called 
a “U-identity”, written 
f(é,--.)=g(€,.-.)Q)- 
Similarly for a “strict” U-identity 
@(E,...)= P(E...) QU). 
More generally, if H is a given subset of U 
f=9(U; #) 
(read: f = g mod H) designates the restricted identity, holding for all £,... ¢ H 
and similarly for the strict case 
P(E,...) = P(E...) (U; A). 


It is particularly emphasized that the range of f and g — and also of ® and ¥ — 
need not be confined to H; nor need the constants (if any) occurring in f, g 
be € H. (More on identites in § 8.) 

A mere mapping /{(&, 7, ...,¢) — always understood to involve only a 
finite number of arguments — from the sets U, U,..., U into U we call a 
“U-function”’, and for such we employ Roman letters /,g,... . Each U-func-. 
tion is of course a U-function, but generally not conversely. 


A. Boolean Extensions 
3. J-extensions 
Let U = (U, o,. . .) be an algebra and (J, x, *) a Boolean algebra, with x 
as Boolean product and * as Boolean complement. We denote the null and 
universe elements of J by 0,1. Let S denote the species of U. By slightly 
extending the method of [1] we construct an algebra U, = Uy), again of species 
S, called the “bounded J-extension” (= bounded “Boolean extension’’) of U. 
The elements of Ui; »), written a, B, &, . . . (bold.fave), and also written [a], 
[B], (€], .. . (square bracket) are the dae U, = U,y of “bounded J-partition 


vectors over 0”, 
a= [a)=([...,4,,...] (u€ 0), 
defined as follows: to each yu € U is PRAT an element a,, € J, such that 
(1°) the associated a,, are pairwise disjoint, 
a, Xa,(=a,a,)=0 for w+yv(u,vEU). 
(2°) all except a finite number of the associated a, are = 0. 
Xe 2 Xe 3 
(3°) Ya, =1 (3 denotes Boolean union) ) , 
ueU 
*) For a, b €J,a x*b = (a* 6*)* = union of a and b. Since the “idempotent compo- 
nents” a, of @ are pairwise disjoint, the union E my also be replaced by the correspon- 
ding Boolean ring sum. Because of (2°), ya, always exists with no restriction whatever 
on the Boolean algebra J. If U is a finite algebra, (2°) is of course automatically satisfied. 
Instead of demanding (2°) one may — in case Ui is not finite — simply require the al- 


gebra J to be atomistic and complete. This approach, however — proposed and partially 
developed in [1] — is not fruitful for the non-finite case. 
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As indicated, we consistently employ the 

Notation: Small Roman letters a,b, ..., x, y, .. . denote € J; small Greek 
letters a, B,...,&, 7, ... denote elements of U; boldface «, B,..., &, 9, .. ‘ 
(also [a], ... etc.) denote € U, = Uy. 

Elements «= [...,a@,,.-.], B=[..-,5,,...] of U are regarded as the 
“same”, a = £, if and only if all corresponding components are the same, 
a, = b, (wu € U). 

In view of the boundedness condition (2°) above, the remainder of the 
construction for U;,) carries over essentially as in the finite kernel case of [1]. 
Briefly this goes as follows: 

If f(€, 7, . . .) is any U-function (end of § 2), its “extension” (= J-extension) 
to U, = U;,, is defined as the U-function /(§&, 9, . . .), where 


x 


(3.1) UG. m-- I= de= 3) (rary +.) (u €U) 


F=[...,%,,-.-,9= [.- +2 9ps---h- 


Here the Boolean union, >, extends over all terms (z,y,...) for which 
f(a, B, ...) = w; if for given uw no such term exists, the corresponding com- 
ponent [/(§, 9, . . .)],, is defined as 0. Since §, 9, . . . are always bounded, and 
since the arguments in / are finite in number, it follows that the number of 


Xe Xe 

terms in 5’ is bounded and hence that 3’ always exists. That the components 
[f(§, 9, . . .)], also satisfy (1°) and (3°) above, and hence that /(&, 9, . . .) as 
defined is actually always an element of U, is readily verified as in [1]. 

Thus in particular each U-function, and hence every primitive U-function 
o(&, 9, .. .), may be extended to a U;,) function o(§, 9, . . .). The algebra U; 
is now defined : 

Def. U, = U, = (U, c, .. .) is defined as the algebra, of species S, whose 
class of elements is U,= Uj,), and in which each primitive operation 
o(§, 9, . . .) is defined as the extension (3.1) to U of the corresponding operation 
o(é, ,...) of U, 


o(&,,...)€U 
[o(8, 9... = ES (xayp---) (u €U) 
O(a,B,...)= 4 


Gwe [.. Gp i vebqgwk sigs... 


4. U imbedded in Uy; properties of J-extended functions 
As in [1], the class 0’ of all ‘“‘regular’”’ elements 
(4.1) [1,] = [..., 0, 0, 1, 0, 0, . . .] (a component = 1; « € U) 


of Uy) is easily shown to form a subalgebra (= “regular” subalgebra) of U, 
and is further seen to be isomorphic with U, 


(4.2) aofl,J, Uxv’ (a €U). 
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We henceforth identify U with U’ and speak of the subalgebra U of Uy), 
(4.3) Uu< 4. 


Each U-function /(&, 7, . . .) J-extends, via. (3.1), to a unique U-function 
f(&, 9. ee RY 
(&, 9, .. -) > £89, ...)- 


As in [1] we call /(&, 9, . . .) “regular” to distinguish it from a general U-func- 
tion, that is: 

Def. A U,,)-function /(§, 9, . . .) is called “regular” if and only if it is the 
J-extension of some U-function /(&, 7, ...); the latter is then called an 
“antecedent” of f(§, 9, . . .). 

We list as (I)—(III) a number of lemmas whose proofs involve only trivial 
modifications of the corresponding results for finite kernel given in [1]. 

(I). There is a 1— 1 correspondence (“regular” correspondence) 


(4.4) 1(€,.. Jo f(S,...) 


between the U-functions and the regular U-functions. The (unique) antecedent 
of a regular U-function /(§, . . .) is simply the “regular projection” of /(&, . . .), 
ie., the function resulting from the restriction of §,... to the regular sub- 
algebra U of U. 

(II). The regular correspondence (4.4) is preserved under all compositions 
of functions. Thus any composition of regular U-functions is a regular U-func- 
tion. 

(III). For the constant function, « (« € U1), and for the identity function &, 
the regular correspondent is 
(4.5) aoa (= [1,]) 

EG. 

Thus (via (II)): Each U-function f(é,...) has as its J-extension the 
U-function f(§, . . .) obtained from f(é, . . .) by replacing each indeterminate 
by § and by leaving the constants (if any) occurring in f(é, . . .) unchanged, 


(4.6) f(é,.. .)oF(G,...). 


The J-extension f(§, . . .) of a U-function f(é, . . .) is called a “regular U-func- 
tion” ; this is equivalent to: a U-function in which all constants (if any) which 
occur are elements of the subalgebra U of U. Thus, under the regular correspond- 
ence (4.4), U-functions and regular U-functions are in 1 — 1 correspondence, (4.6). 


5. Representation in the small 

Let 2% = (A, o, . . .) be an algebra and let /(&, . . .) be an A-function. 

Def. 5. (a) The A-function /(€, ...) is said to be “Q representable in the 
small” if corresponding to each finite subset, N, of A there exists an %-function 
*«§)(&, . . .) which represents f in N, 

FOO(E, .. D= HE. .), (6--- EN). 
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(b) If 2 is a subalgebra of MW = (A, o,...), A< A, then an A-function /(§, ...) 
is said to be “Q-representable in the small” if corresponding to each finite 
subset N’ of A there exists an %-function f((é,...) such that f("(&, . . .) 
represents /(§, .. .) in-V’, 

fA (8, ...) =F8,...), .-.€N’). 

Applied to the J-extension of U, U< U(= Uyy), we have the 

Lemma 5. J} /(&, .. .) is a U-function which is U-representable in the small, 
then its J-extension {(&,...) is a U-function which is U-representable in the 
small. Conversely if {(§,...) is a U-function which is U-representable in the 
small, then its regular projection {(&, . . .) is a U-function which is U-representable 
in the small. 

Proof. For a= [...,a@,,..-]€U(= Uy), let Rg(a), called the “range” 
of «, denote the subset of all 4 €U such that a, + 0. Since @ is bounded it 
follows that Rg(«) is a finite non-empty subset of U.The same then follows for 
Rg(a, B, ..., y), the range of a finite subset of U, defined by 


Re(a, B,...,y) = Rg(a) U Re(B)U- + (union) . 

Let now N’ = {a, B, ..., y} be a finite subset of U and let /(&,...) be a 
U-function, and /(§,...) its J-extension. We are assuming /(é,...) to be 
U-representable in the small, and we must show /(§, . . .) to be also U-repre- 
sentable in the small. Let f(")(é, . . .) be a U-function which represents /(&, .. .) 
in the finite set Rg(a, B,..., y). We assert that f(")(&,...) then represents 
{(§, ...) in N’. We have 


Xe 


(7 (§, 9), -- DI. as (Za Yp - ++) 
1(a,8,... = 
where § = [..., z,,.--],9 = [. +++ Yw++-],--. . We thus have 
(5.1) UE.9--e=— SS (zayp--) (for 89... EN), 
149 (a,B,...) =m 


since if any a, B,... or y ¢ Rg(a, B, . . ., y), the corresponding term in 5 is 0. 
On the other hand, from III of §4, the J-extension of the U-function 
FOE, 1, .. .) is FOE, g, .. .), and hence 


Xe 


(5.2) FO. m -- D1, Tile 2 7 (%a¥p---) (59 ---€U). 
Thus from (5.1) and (5.2) we have soi 
(5.3) (FE, oo, .. = Eo...) (for §, 9... € N’), 


which is the desired first part of the lemma. The converse part is an immediate 
consequence of I, § 4. 


6. Framal algebras, etc. 

As a companion to the identification of U as a subalgebra of Uy), we 
further seek to identify the Boolean algebra (J, x, *) as a subsystem of UM. 
To this end we shall presently require that U1 possess a certain weak type of 
structure, for which we now prepare. 
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Def. 6.1. By a “frame” (B, x,4,%), also written (B, x,4,¥;0,1), we 
mean an algebra of species (2,1, 1) which possesses a pair of distinguished 
elements 0, 1 € B (0 + 1), and where (i) &4 and £Y are permutations of B with &Y 
the inverse of &4, and with (ii) 

A=0Y%=1 


Oxé=F&x0=0, 1xé=Exl=—E (ECB). 


The elements 0, 1 are called the zero and identity of the frame. 

Def. 6.2. (a) An algebra G = (B,o,...) is called “framal’’ — also of 
“class /’’, also an “f-algebra’” — if a frame (B, x, “, Y; 0, 1) exists in the set B 
such that the B-functions x,%, are all G-representable, i.e., are all rep- 
resentable as G-functions. (If these are all representable as strict G-functions, 
B is said to be “strictly framal”.) Such a frame (B, x,“%,Y;0,1) is then 
called a “G-frame” (respectively a “‘strict’’ G-frame). 

/ (b) & is called “‘framal in the small” — also of ‘‘class f/sm”’, also an “‘f/sm- 
algebra” — if a frame (B, x,%,%;0,1) exists in the set B such that the 
B-functions x, “, Y are all G-representable in the small. Such a frame is then 
called a “S/sm-frame’’. 

(c) If B is a subalgebra of S = (B, o,...), @< B, then B is said to be 
“%-framal’’, respectively “G-framal in the small” — or “%-framal/sm” — 
if a frame (B, x, “, Y; 0, 1) exists in the class B such that 0, 1 € B and such 
that the B-functions x,%,Y are all G-representable, respectively all G-rep- 
resentable in the small (Def. (b), § 5). Such a frame is then called a ““S-frame’’, 
respectively a “G/sm-frame”’ of 8. 

Remark 1. In the case (c) above, if (B, x, “, ¥; 0, 1) is a G-frame in the 
small for 8, then (B, x,%, ¥; 0,1) is a subalgebra of (B, x,“, ¥; 0,1) and 
the former is a G-frame in the small for G; in particular, B is then also B- 
framal in the small. (A similar remark applies to the stronger assumption, 
where 8 is G-framal.) We shall also be concerned with the reverse situation: 
given that % is framal in the small, with (B, x,“, Y; 0, 1) as an f/sm frame, 
and given that GS < 3%, can the definitions of x, *, Y be extended to B in such 
a way that (B, x, “, Y; 0, 1) will be a G/sm frame of B? 

Remark 2. The ambiguous use of the symbols 0,1 and x, with one set of 
meanings in J and another in %, anticipates a single-meaninged interpretation 
based on the (isomorphic) identification of (J, x,*) as a subsystem of Uj) 
(§ 7). In any event, the notational convention of § 3 (Greek letters € U, Roman 
letters € J) will distinguish the meanings, e.g.: in 1 x a both 1 and x refer to 
J, while in 1 x « both refer to U (or, more specifically, to a given frame in 2). 


7. The identification of J within U;j) 
Without explicit mention we shall henceforth assume that Ui is an algebra 
of class f/sm (framal in the small). Algebras of this class abound, even where U 
is framal (i.e., framal “‘in the large”), — compare with [1]. Again — of particular 
importance for us in the sequel — every U which is functionally complete in 
the small (§ 13), e.g., an arbitrary field, is also framal in the small. 


—_—— 3* 
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In addition to our earlier identification of U with the regular subalgebra of 
U(= Uy), U < U, we shall presently also identify J within U. 

Let (U, x, 4, ¥; 0, 1) bea fixed U/sm frame. It’s J-extension (U, x ,4, ¥;0,1) 
— in which x, 4, Y are the J-extensions of the U-functions x, “, Y — is seen 
to satisfy 


A= 1,0V%= 1; 0x&=Fx0=0; 1x§=§&x1=6,(§ € UV), 


and hence is a frame. ‘his fact combined with Lemma 5 then yields 

Lemma 7.1. (U, x,4,%; 0,1) is a U/sm frame of U, = Uy. We speak of 
this as ‘‘the’’ U/sm frame of U. 

In writing the elements of U, = Uj) we shall, as in [1], reserve the “first 
two” places for the 0 and 1 components, 


a = [@] = (a, a,,...,4,,..-] (wu EU). 
Let J’ denote the class of all elements of U of the form 
i o.0, ©... sg...) 


Then, precisely as in the finite kernel case in [1], (p. 313), one proves the 

Theorem 7.2. (J’, x,4,%; 0,1) is a subalgebra (= subframe) of the frame 
(U, x,4,%; 0,1) of U, and is a Boolean algebra, with x as Boolean product 
and * = Y as Boolean complement. Via the 1 — 1 correspondence 


JeJ', ae f[a*,a,0,...,0,...], 
the Boolean algebra J’ is isomorphic with the ground Boolean algebra (= ‘‘core’”’) J, 
J=J'. 


We shall henceforth identify J with J’ and refer to the “core” of U;), and 
also to the core of (U, x, 4, Y; 0, 1), 


(7.1) J=uJ', a= [a*,a,0,...,0,...1,7 5 hy. 
For core elements, then: 
a=aY=a*, a“W=aV=ctc.=a (a€J). 
Furthermore, with the identification of J as the core of UM, our previous 


Xe 
Boolean sum 5’ (union) may now be internally expressed as an operation in U, 


(7.2) r-s 
where xX, is the “4-transform”’ of x, 
(7.3) & x9 = (x 9)" (5,9 € Uy) . 


i,y) thus stands not merely as a kind of “hypercomplex” synthesis, but as 
an algebra within which both the ground algebra (kernel) U and the ground 
Boolean algebra (core) J are isomorphically identified, — the former as a sub- 
algebra and the latter as a subframe. This situation will presently lead to an 
abstract characterization of Uy) (§ 10). 
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8. Identities in the small 
Let & = (A, o, ...) be an algebra and let H be a fixed subset of A, H ¢ A. 
Let 
1:1, (§,...) = 1,(€, - - .) (A) 


be an identity within H, and where J, as well as J, is some composition of 
A-functions and/or A-functions. Here J, = J, for all &,... € H, and we do not 
require that J, (&, . . .) be an element of H for & € H, and similarly for /,. 

Def. 8. (a) If each A-function /(&, . . .) which occurs in J, or in J, may be 
represented as an %-function f(&, . . .), 


f(,--.)=F(€,.--), (E € A), 
we say that J is an “H-identity which is 2-representable”’, 
(8.1) T¢€|a; Al, 
where |2%; H| denotes the class of all H-identities which are 2%-representable 
(and where the right sides of (8.2)—(8.4) below are similarly defined). 

(b) If each A-function /(&, . . .) which occurs in J may be represented in the 
small by an 2-function (§ 5), we speak of J as an “H-identity which is A- 
rep/sm”’, — in symbols 
(8.2) I € |M/sm; H| . 

Let & be a subalgebra of A= (A, ,...), A < A, let H be a fixed subset 
of A, H ¢ A, and let 

1:1,(8,...) =1,(8,...) (A) 
be an identity within H, and where J, as well as J, is some composition of 
-functions in W*) and/or A-functions. Then 


(c) If each A-function which occurs in J is %-representable in the small 
(§ 5), we say that J is an “H ¢ A identity which is %-rep/sm”’, — in symbols 


(8.3) T¢€|A/sm;H CAM. 
With % again a subalgebra of WM, 2% < A, but with two or more fixed subsets 
Hc@&, H’cG;... 


the case of 
526,66, ..09, .0.3..9e BRS 0Fcd, GE. 4, 
an identity for all §, 9, ...¢ H, for all &’,...¢€ H’,..., and where J, and J, 


are again compositions of 2-functions in 2% and/or A-functions, leads to the 
definition 

(d) If each A-function which occurs in J is 2-representable in the small we 
say that “J is 2-representable in the small, and is an identity for §, 9, . . . € H, 


‘) An “2-function in &” is an M-function in which all constants (if any) which occur 
are elements of the subalgebra 2; otherwise stated: an &-function which arises from an 
2-function f(&, ,...) by replacing the Q-indeterminates £, ,... by M-indeterminates 
&, 9, eeoe 
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&’,',...€ H’,...” — in symbols 
(8.4) ZT €|M/sm; H, H’,...¢ QM. 
In the applications to follow one of the H’ is usually % itself. 


9. Some fundamental identities. Normal decomposition theorem 


We return now to U and U (= Uy) as in §7, where (U, x,4,Y;0,1) isa 
Ui/sm frame, and (U, x, 4, Y; 0, 1) its J-extension. In thinking of U and J as 
unrelated abstract systems, on the one hand, and as subsystems of 1 on the 
other, we note the following. (J, x, *) as an abstract Boolean algebra, enjoys 
well known identities, for instance 


(9.1) axb=bxa. 


In reexamining this internally, within U, J is identified as the core of U (via 
Theorem 7.2), J ¢ Ui, while the Boolean x and * are now identified as the x 
and “ (or Y) of the frame (U, x,4,;0,1). These x,4,Y operations are 
U-rep/sm in 4. Thus, when conceived internally, the status of the identity (9.1) 
is changed to an “in the small” identity. Moré precisely (§ 8), 


“axb=bxa’,€|U/sm;J cu). 


A similar remark applies elsewhere below where, for simplicity, we speak merely 
of “identities”? rather than “in the small’’ identities. Thus for one of the 
identities below, 

ax&=€&xa,€/Usm;acJ cu, Feu. 


The core elements of U;,; commute and associate, 
ab=ba 
a(bc) = (ab)c. 
The following additional identities (in the small), including the normal decom- 


position theorem, are proved with only minor modifications as in the corre- 
sponding finite kernel theorems ([1], p. 314); we omit the details. 

Theorem 9.1. Let U be an algebra of class f/sm, let J be a Boolean algebra, 
let Ui be the J-extension of U and identify J and U with the core and kernel of U. 
Then: 

For §,9 €U;a,b¢€J 


§a=a§ 
(9.1) (§a)b = §(ab) = Fab 
(§9)a = §(ya) = Fya 
For &,9,€ €U; a,b,c pairwise disjoint € J, 
(9.2) a& x, by = by x, aF 
(a@& x, bm) Xa cb = a& x, (by Xp cb) = aF xp by x,ack 





~ = 
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For &, 9,0 €U; a, b disjoint € J, 


(9.3) C(a& x, by) = al& x, boy 
(a& x, by) f = a&E x, bat. 


Theorem 9.2. (Normal decomposition theorem). Let U, J and U (= Uy) be 
as in Theorem 9.1, and let &,4,... be €U with (idempotent) components 
(F],. = 2)... 

F=[...,4,,...], 9=[---+9---]--- (mu €U). 


Then each U-function f(§,9,...,€) possesses an expansion (= “normal de- 
composition” ) 
(9.4) (&,9,....0)= ZF) tate 

4, 


It is remarked that f (§, 9, . . ., §) is here any U-function whatever (and in 
particular need not be regular (§ 4)). It is further remarked, in connection with 


the true “in the small” nature of the identity (9.4), that the b 4 is always finite 
(i.e., only a finite number of non-zero terms), since Rg(§, 9, ..., &) (§ 5) is 
always a finite subset of U. 


10. Abstract formulation 

For a given algebra U we recall that a Boolean extension of U is simply 
the J-extension U;) for a suitable algebra J. We now give an abstract charac- 
terization of the concept “Boolean extension of an algebra of class f/sm’”’. 
The proof of Theorem 10 requires only minor modifications of the finite kernel 
proof ([{1], p. 317); we omit the details. 

Theorem 10. (Abstract Boolean extension theorem). Let U be an algebra of 
class fijsm. For an algebra U (of the same species as U) to be isomorphic with 
some Boolean extension of U it is necessary and sufficient that: (i) U possess 
a subalgebra isomorphic with (and here again denoted by) U,U<U; (ii) U 
possess a U-frame in the small, (U, x,*,%;0,1), and where (iti) the latter 
possesses a subalgebra (= subframe) (J, x,*, Y; 0, 1) such that 

(1°) J ts a Boolean algebra. 

(2°) U and J satisfy (9.1), (9.2), (9.3) of Theorem 9.1. 

(3°) Zach & €U may be expressed in the form 


xX a 
f= HX, 
weu 
in which the x,, satisfy 
x, €J; x, 2, = 0 (u + »); for only a finite number of pu is x, + 0; 


> %=1. 


weu 
(4°) For each & €U, the x, determined by (3°) are unique. 
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(5°) For each primitive operation o of the algebra U, 


Xa 
o(§,9,...)= 2 9%, +.) Be %e- 
where the x,, Y,, . - . ere determined from &, 9, .. . by (3°) and (4°). 


B. Subdirect Powers. Relation to Boolean Extensions 


11. Normal subdirect powers 
Let U = (U, ¢, . . .) be framal in the small, let (U, x, 4, ¥; 0, 1) be a U/sm 
frame and let U™ be the N™ direct power of U; here N is of arbitrary cardi- 
nality, and N is also employed to denote its own index set, 


@ceUum, a=(...,0,...), @EU, FEN. 


By Rg(a), the (direct) “range” of a, we mean the class of ail u € U such 
that «, = mu for at least one i € 2. Similarly, for a set «, B,... € U™ 


(11.1) Rg(«, B,...) = Rg(a) U Rg(B) U--- ¢ U (U = union). 
If Rg(«) is a finite subset of U we say @ is ““‘bounded”’. 

Employing the null and identity of the U/sm frame: for given @ ¢ 21° 
and given uw € U, P,,(«), the “u™ projection” of « is defined by: 


P,(a) = B=(..., By ---) 


1 if B=p2.. 
p.-{, if op €ER- 

Def. 11.1. For an algebra U of class f/sm, a subalgebra U of a direct power 
U™ of U is called a “bounded, normal subdirect power” of Ui if (1°) each 
@ € U is bounded, (2°) for each uw € U, each “scalar element” (... u, “,.... u,...) 
—i.e., all components = u — is € U, (3°) for @ € UM and for uw €U, P, (a) € U. 

We may now formulate the 

Theorem 11.1. (Fundamental Equivalence Theorem). For an algebra U of 
class f|sm, the class of all bounded Boolean extensions of U and the class of all 
bounded normal subdirect powers of U are coextensive, up to isomorphisms. 

In the proof we must show that (I): Given an algebra 21 of class f/sm, and a 
Boolean algebra J, there exists a bounded normal subdirect power U of 2 
which is isomorphic with Uj), Uyy) ~ U. And conversely, (II): Given a bounded 
normal subdirect power U of U, there exists a Boolean algebra J such that 
U =U). The proof of (I) requires only minor — and quite evident — changes 
in the corresponding proof for finite kernel ([{1], pp. 321—323). We consider 
then the proof of (II) which requires some preparation, and which is eventually 
made to depend on the abstract formulation, Theorem 10. 

Let Ui be a bounded normal subdirect power of U. By the (direct) ‘“‘kernel’’, 
U’, of U we mean the subalgebra of all scalar elements (1,,) = (..., 4, “,---.Ms---), 
 €U. Obviously WU’ is a subalgebra of U isomorphic with U, U ~ U’, and we 
shall identify these: 


U=W, wer(.... 6, f,-:-.f--); U<B. 





T= >i 
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Thus whenever we speak of an element yu of U, when conceived as an element 
of Ut, u is identified by its isomorphic image (..., u, y, . . .). 

Def. 11.2. Let f(&, , . . .) be any U-function. Then its (direct) “extension” 
to U™ is the U™-function f(§, 9, . . .) defined by 


HE. 9. -- De = Ee ne.) ER), 


where 
Fu (...,8,...); Om |. vcs Bip vs). 
If Ut is a bounded normal subdirect power of U1 we have 
u<U< WM 


where UI is identified with the regular subalgebra 0’ of WU. We shall show that 
for §, 9, ...€U, the direct extension /(§, 9, ...) ¢ U. In fact, we have 

Theorem 11.2. Let U be a bounded normal subdirect power of U, and let 
1(&, n, .. .) be any U-function and }(§, 9, . . .) its direct extension to W™. Then, 
if &,9,... are EU, 

(1°) (8...) 

(2°) If f(&, ,...) ts U-expressible, then f(§, 9, ...) is U-expressible in U. 

(3°) If f(&, », ...) #8 U-expressible in the small, then {(§&, 9, ...) is U-ex- 
pressible in the small in U. 

Proof. Assume (case 1) that /(&, 7, . . .) is U-expressible, 


f(E, , ---) =F (5,9, .-.)- 


In the direct extension, 


Ee ee ee Re 
Eur F= (...,&,,...). 


That (1°) and (2°) follow with /(&, 9, . . .) = f(&, 9, ...) is now clear since U 
contains all scalar elements and, being a subdirect power of U, is closed under 
all primitive operations. 

Assume (case 2) that /(&, 7,...) is U-representable in the small. Let 
(&, 9, ...) be its direct extension, and consider a, B,..., y, a finite subset 
of U. Then Rg(a, B, ..., y) is a finite subset N of U, and hence /(&, 7, .. .) 
is U-representable in N, say by f‘*)(é, n,...). Consider f(™)(&>9, ...), the 
direct extension of f)(&, 7, .. .). By case 1, 


f(E, 9...) OU (for &,y,...€). 


But from 


HE, 9, ..-)=fOUE, 0...) (for &, n, ... € N) 


follows 


£(S, 9, .. -) =fOO(8, 9,...) (for &,9,... € {a, B,..., »}) 


since 


AE, m, ---) = fF Me - +») 
18, a, - --) = FED ne -- -) 


(11.2) 


(ER), 
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and since {&;, n;,... (for all i €N)} ¢ Rg(a, B,...) = N, the right sides of 
(11.2) are equal for all ¢ € N. Thus (1°) and (3°) of Theorem 11.2 are proved. 

In the cases 1 and 2 above we have not made full use of the hypothesis 
that Ui is a normal subdirect power of U, in fact these cases hold if U is merely 
a “scalar subdirect power’’ of U, i.e., a subdirect power of U which contains all 
scalar elements (..., 4, “,..., @,.--). Before completing the proof of Theo- 
rem 11.2, from the two cases considered we first have the 

Lemma 11.3. Let U be of class f/sm, let (U, x, 4, ¥; 0, 1) be a U/sm frame, 
and let U be a bounded normal subdirect power of U. Then (U, x,%, Y; 0, 1), 
where x,, are the direct extensions of the U/sm frame operations x, *%, ¥, 
is a U/sm frame of U. 

Proof. Since x,%,Y are U-representable in the small, their direct exten- 
sions are U-representable in the small in U (case 2 above). That “, Y are 
permutations of U, with 


OA=1,14=0,0xF =F x0=0,1xF =F x1 =§ (FEV) 


is obvious, and completes the Lemma. 

To complete the proof of Theorem 11.2, consider now any U-function 
1(&, n, ...), and let {(§, 9, ...) be its direct extension to U™. Then, from a 
comparison, right and left, of the i** component (i € N), we have 


(11.3) #(5,9,.--,8)= 2 fe B,...,0) x Pa(§) x Ps(g) x--- x Po(f). 


 . ae a 


The expression on the right is only a finite x . sum, since Rg(§&, 9, ...,f) isa 


finite subset N of U, and for «a, 8,...,0¢N the corresponding terms of x 
are 0. So we have, on the right of (11.3), a finite number of elements of U 
combined by x,%,4 (since § x,9 = (§ x )Y), and such a combination 
is € U by Lemma 11.3. This completes Theorem 11.2. 


12. The direct core of U. Completion of the fundamental equivalence theorem 


Let 1 be a bounded normal subdirect power of U, with (U, x, %, Y; 0, 1) 
as U/sm frame. Its direct extension (U, x, “, ¥; 0, 1) is then a U/sm frame of U 
(Lemma 11.3). Let J denote the totality of ‘0 or 1” elements of U: a € J if 
and only if a € U, and 


a=(...,0;,...), where 6,;=0 or 1 (GEN). 


Then J is seen to be a subalgebra of (U, x,“,%; 0,1), which we call the 
(direct) ‘“‘core” of U. 

Theorem 12. (J, x,4,%; 0,1), the direct core of U, is a Boolean algebra, 
a subframe of U with a xb as Boolean product and a’= aY = a* as Boolean 
complement (a, b € J). 

The proof is direct and will be omitted (compare with [1], p. 320). 

The completion of the proof of the converse part, II, of Theorem 11.1 is 
now possible. With U a bounded normal subdirect power of U, identify U with 
the (direct) kernel of 4 and choose the Boolean algebra J as the (direct) core 
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of U4. The results of §11 then readily permit the verification of the (in the 
small) identities of Theorem 10 — we omit the details — and thus Wi is iso- 
morphic with U,). This completes the proof of the converse part II, and with it 
the complete Fundamental Equivalence Theorem 11.1. 


C. Functional Completeness in the Small. Structure Theorem 
13. Fundamentals 

We recall that a (finite) algebra 2 = (A, o, . . .) is “functionally complete” 
if for each positive integer, k, each A-function /(&,, &, ..., &) is expressible 
as an %-function, f(&,,..., &)5). If each such f is expressible by a strict 
A-function O(é,,..., &), (§2), AW is “functionally strictly complete’’, also 
called “‘primal’’*). 

For the general (i.e., not necessarily finite) case we define 

Def. An algebra 1 = (W,c,...) is called “functionally complete in the 
small”’ (f.c./sm) if corresponding to each finite subset N of W and each positive 


integer k, each map f(é,, &,..., &) from N,...,N into W is expressible 
within N by some %-function 


f(E,,.. -, Ex) = Ep. - +> Ee), (for &,,...,&,€N). 


We also write this f) = /(%B, N). If corresponding to each N, k and f(é,,..., &) 
as above we can always find a strict W-function 


OE, .. -, Ex) = FE -- +s Ee), (for &,.--, Ee EN) 


we say W is “strictly f.c. in the small”, also called “primal in the small” 
(primal/sm). 

From the definitions we immediately have 

Theorem 13.1; If W is a finite algebra, the assertions 

(a) “QD is f.c./sm” and “QD is f.c.” are equivalent. 

(b) “QB is primal/sm” and “WD is primal” are equivalent. 

Thus the profusion of primal algebras and of functionally complete algebras 
belong to the class of algebras f.c./sm. Additional examples will be considered 
in the following sections, §§ 14—15. 

Theorem 13.1. An algebra D is f.c./sm — respectively primal/sm — if and 
only if for each finite subset N of W and for each positive integer k, each map 
9(&,.--, &) from N,..., N into N is representable for all &,,...,& €N by 
some WW-function g)(é,,..., &) — respectively by some strict W-function 
OM (E,, .. «5 Ex), 

GO (E,, -- -) Fx) = (Ey - +» Ex) 
DO) (E,, «+ Ex) = OE as - - «5. F eds (Er - + - Ee EN). 

5) It is well known that & is functionally complete if each f(&,, &,) (k = 2) is expressible 
by some 2-function f(é,, &,). 


*) In [2] it was convenient to further demand — for primality — that 2% be distinct 
from the one-element algebra. 
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Provj. The necessity is immediate. As for the sufficiency, suppose the 
hypothesis of the Theorem to hold, and let g,(&,,..., &) be a map from 
N,, N,, ..., N, into W, where N, is some finite subset of W. If R is the range 
of g, (for &,,..., & €.N,), set N = N, UR (union). Then N is again a finite 
subset of W. Let g(é,,..., &) be any N, N,...,N into N mapping which 
agrees with g,(é,,..., &,) for all &;¢€.N,. By hypothesis g is representable 
within N by some %-function g)(é,,..., &,). Hence within N,, g) also 
represents the N,,..., .N, into W mapping g,. The primal/sm case is exactly 
parallel, and the theorem follows. 

Theorem 13.2. An algebra Y which is j.c./sm is simple. 


Proof. Let W be f.c./sm and suppose the theorem false. Then there 
exists an ideal (= congruence relation) % and three distinct elements «,, «,, 8 
of 2 such that 

= H(F%), a + P(¥). 


There exists, within N = {a,, «, 8}, a W-function f™) (&) such that Ff (a,)= a,, 
Ff) (a,) = B. If f)(€) is a strict W-function we already have a contradiction 
since ¥ is an ideal. If f()(&) is not strict, let o,,...,0, be the constants 
involved in f). Then there is a strict Y-function ®)(é,, ..., &, €) such that 


FO" (&) = OD) (a,, Gg, - - +5 Oxy &) é 
So we again have a contradiction for the ideal / : 
ay = DI) (a, Gg, . . ., Ty, &%) = ON (0, .. ., oO, &) = B; but a, + P(Y). 


This contradiction establishes the theorem. 

Theorem 13.3. If IB is primal/sm, it possesses no subalgebra (other than W ). 

Proof. The proof is similar to that of Theorem 13.2, and will be omitted. 
The conclusion is generally false for algebras which are (merely) functionally 
complete in the small. 

Theorem 13.3 has the interesting 

Corollary 13.4. If W is primal/sm and of countable species (i.e., having 
countably many primitive operations), then ID is either a finite algebra (and 
hence primal), or else a countably infinite algebra. 

Proof. Under the hypotheses an element of I generates a countable sub- 
algebra of 23, which would be a proper subalgebra if 23 were not countable. 
Together with Theorem 13.3 this completes the proof. It is noted that a I 
which is (merely) f.c./sm may well be non-countably infinite (see the following 
section). 


14. Fields 


As already observed, all finite functionally complete algebras are func- 
tionally complete in the small. In this and the following section we exhibit 
some infinite examples. 

Theorem 14.1. Every field G = (F,+, X) is f.c./sm. 














Pel 


= Fa eS eS 


orn 
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Proof. By definition we must show, for each finite subset N = {a,,. . ., &»} 
of F and each positive integer k, that each mapping /(&,, &,..., &) of 
N,N, ..., N into F is F-representable for ,, . . ., &, € N. For given / and k, let 

(Ge, Gy...) = Boy... 
(Bor---€F; 0,7, ... independently 1, 2,..., n). 
The mapping / is §-representable in N by a polynomial 
f(é,, rr) &,) - a Ds, 8... . 8 én & eee + . 


(815 8a. - + sz) = (0,1,..., n—1) 


The x" coefficients a, ,,,, we find as € § by solving the n* linear equations 
y Boat. (Ma) (te) - ++ (@)*= Box tae 


8, 8,,... = 0,...," 


(o, t,...indep. = 1, 2,...,m). 
With the a, ,,_ as unknowns the determinant of the left side (except possibly 
for sign) is familiar as a power of the Vander Monde determinant 
IT (a, — «;) 
A<j;h,j=1,2,...," 
which does not vanish since the «, are distinct ¢ F. This establishes the theorem. 
In a field let- denote the reciprocal operation 
f=+, with 0-=0. 


With — (subtraction) and 1 (= identity as a constant operation) we have 
Theorem 14.2. The field of rational numbers, conceived as a system 
(Ra, x, —, ~, 1), is primal in the small. 
Proof. By Theorem 14.1 it is merely necessary to show that each element 
of Ra is strictly expressible. This is a trivial exercise and will be omitted. 


15. Post algebra; (generalized) Groups 

We recall the primal algebra (P,, x, %), the basic Post algebra of order n, 
as an algebra of species (2, 1), where the primitive operations x,“ are most 
easily defined in terms of the ordering 

@, Bas, Maas ist O, 1. 
Here & x y(= &n) = min(é, 7) — in the above sequence — and &* is the 
cyclic permutation 
E*: 0 = 1, 1” = ae, .. ., Spi g= 0. 

(Compare with [1], pp. 330, 331.) 

We propose the denumerably infinite generalization 

(Px. X,%, “, 0) 


in which 0 is a constant operation, and where x, “, “ are most easily defined 
in terms of the doubly infinite ordering, 


0, By Bar > ee 
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Here & x 7 is again min(&, 1) — in the above ordering — and 
&°: O = 1, 1° = a, af = Gy, ..:,.-.-, BS = Ba-s,---, fi =O 
EY: OY = B,, By = By... .- - mg = Smug. +, Oy = Oy, Oy = 1, I“~=0. 
Theorem 15.1. The generalized Post algebra (P,., x,~,~,0) is primal in 
the small. 
Proof. 1. Obviously each element of P,, is strictly definable in terms of the 
primitive operations. 
2. If N is any finite subset of P,, it may, for sufficiently large n, be imbedded 
in the finite set 


N,, = {0, By, Bs: - - -+ Bas Gar Spaar - + +» Sg, %, 1}. 
Hence it suffices to show that any mapping /(é,, &,.. ., &) of N,, Ny... Nn 


into P,, is expressible by a strict function for §), . . ., & € Np. 


3. Let uw € N,, and let 
l if =p (€€N,). 


The following easily verified formulas show that 6,(&; N,) is expressible by a 
strict function, for & € N,. 


A, (é; N,) = {(E° EE" Pe | ot a &va+1)}% 
0 if €=0 


0 if = 
AnttiNe) =|) 7 irl (EEN,;¢=1,2,...,m) 
0 if €=1 
4,8: N)= { a yay ema 
0 if = 
Autti 8a ={) co (E€N,;t=1,...,n) 
Ap(E; Nn) = Ag(E™S Na), bie a9 
A,(&; Na) = Ay(&"; Na), ( ” ) 
Aa,(€; N,) = Ay(E""; N,) ’ ( ” ) . 


From these we have: all 4,(&;N,) are expressible as strict functions 
(u-€ N,). Moreover, 
6,(€; Nn) = (0° A(é; N,)). 
Thus, all 6,(&;N,) are expressible as strict functions (u ¢€ N,). 
4. Let 
Ex. = def = (&° x n°)”. 


Then & x, 9 is seen to be associative, and 


0x,.n7=7X,0= 7. 











ns 
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We have 
(Ey Ee -- +> &e) =. x (A « «+1 0) OLE; Nu) O(E; Na)... O0(E; Nn) - 


en ot Ny 
The coefficients /(u,¥,...,¢) are simply € P,,, and are themselves strictly 


‘expressible, by 1.. Thus each mapping /(&,, ..., &,) is strictly representable, 


and the theorem is proved. 

We mention one additional illustrative example, based on a group. Let 
(G’, x) be a group (with identity written as 1), and let (G, x, 0) be the corre- 
sponding “group with null”: G = G’ augmented by a null element, 0, where 
0x&=§&x0=0(E €G@), and & x 7 as in (G’, x) for § + 0, » + 0. If E- is the 
x-inverse of £, with 0- defined as 0, and if &* is any permutation of the set G. 
with &” as its inverse, and where 0° = 1, then we have 

Theorem 15.2. 9 = (G, x, ~, “, 0) is functionally complete in the small. 

Proof. Consider the Y-functions 


6o(€) = (Ox Ex &)° 
8;(8) = (0 x (u- xB)” x (ux 7)” (for w EG, w +0). 
These Y-functions are verified to be the characteristic functions, and if in 9 
we again define x , by 
Ex.g= (Ex 
this x. is associative, and in any finite subset N of &, if /(é,,..., &,) is an 
N,N,... into N mapping 


(é,, eees &,) _ 2 B, eeey y) 6,(&) 65 (&s) eee 6,,(&,) . 


Thus / is represented by a Y-function throughout N;-and, by Theorem 13.1, 
the theorem is established. 


16. Subextension of identities 
From [1] we recall the 


Def. 16.1. Let 2% be a subalgebra of UM, A<M. If for each %-identity 
f(é,..-.)=9(€,...) it follows that f(§,...) = g(&,...) is an identity of &, 
we say that the identities of 2 “extend” to M. 

This concept plays a central role in the first structure theorem (§ 1, Theo- 
rem A) for the case of a finite kernel. For our general, not necessarily finite 
kernel we shall want the (generally) stronger condition, 

Def. 16.2. Let 2 be a subalgebra of 2, % < %. The identities of 2 are said 
to “subextend” to % if there exists a mapping r, 


t:N=>1(N),=N 


from the finite subsets N of 2 into (not necessarily finite) subsets N of &. with 
the following properties : 


(1°) t(N, AN.) = N,N, (FO = intersection). 
1 2 1 2 
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(2°) The image sets N cover M. 
(3°) Let f(€, . . .), 9 (€, . . .) be any %-functions, and N a finite subset of 2, 
If f(é,...)=9(é,...)(N) — ie, f= g for all &,...¢€N, then f(&,...) 
= 9(§,...) €(N). 
From the definition we easily have the following two lemmas. ' 
Lemma 16.1. N, ¢ N, implies N, ¢ N,. 
Proof. N, ¢ N,> N,N, = N, > N,N, =N, > N,S Nz. 
Lemma 16.2. There exists at least one image set N which contains a preassigned 
finite set a, Gy, ..., &, of elements of A. 
Proof. By (2°) above, for each i = 1, 2, ..., m there exists a finite set N, 


such that a, € N;=1(N,). 
Let N be their union, imm 
N= UM. 
1= 


Then N, ¢ N, and with N taken as r(N), and using Lemma 16.1, the desired 
conclusion follows: a; € N,; ¢ N. 


Def. 16.3. If «,,a@,,... is a subset of W, and if a finite subset N of A is 
such that 


t(N)=N, andall «a,¢€N, 
we say N is a “range bound” — or simply a “bound” — of @,, a, ... . 
, By the foregoing Lemma, every finite subset {a,,...sa,,} of 2M possesses 
at least one bound. 

Theorem 16.3. If & < W and if the identities of A subextend to A, then they 
extend to A. 

Proof. Suppose the conclusion false. Then there exists some 2-identity 
f(&,, ..-, &) = 9 (§,, ..., &) which does not extend to &. Hence for suitable 
Oy, .. +, Bm EU 
(16.1) f(a,,..., @) + G(a,, ..., a). 

By Lemma 16.2 there exists a range bound N of the set {a,, ..., a}, 
t(N)=(N), «,€N (¢=1,2,..., 8). 


Since f(é, . . .) = g(é, .. .) is an A-identity it is a-fortiori an N-identity, and 
hence by (3°).of Def. 16.2, f(&, . . .) = g(§, . . .) is an N-identity. This contra- 
dicts (16.1), and the theorem follows. 

For the finite case we also have the converse, 

Theorem 16.4. If U is a finite algebra, if A < UA, and if the identities of A 
extend to U, then they subextend to A. 

Proof. Here % = (A, o,. . .) and A is a finite set. Let t be defined by: 


t(N)=N for Nc A(N+ 4) 
tT(A)=A. 
It is seen that (1°)—{3°) of Def. 16.2 are satisfied, and the theorem follows. 
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We thus have 

Theorem 16.5. For a finite algebra A, the concepts “extension” and “‘sub- 
extension” of the identities of U are equivalent. 

While half of this theorem was seen to hold also for infinite algebras 
(Theorem 16.3), the other half is generally false: an extension of identities does 
not in general insure a subextension. Thus with € = (C, x, +, —) as the ring 
of integers and € as the field of rationals, € < € and it is further readily seen 
that the identities of € extend to €. However they do not subextend. For if 
N + t(N) were a mapping satisfying (1°) and (2°) of Def. 16.2, choose N so that 
> and 1 are € N (Lemma 16.2), and let N = {a,,...,«,} where tr(N) = N. 
Then 

(& — a) (& — ag) . . - (E — On) = (1) — &%) (1) — ae) . . - (9 — Hq) 
is an N-identity, which obviously does not extend to N. 

A parallel argument — taking /—1 in place of > — shows that 
g = (G, x, +,—), the Gauss field, is an extension — but not a subextension — 
of the field € of rationals. Since € is functionally complete in the small (Theo- 
rem 14.1) and since Y is patently not isomorphic with a subdirect power of €, 
a reference to Theorem A (§ 1) points up a sharp contrast between the finite and 
the infinite kernel. In Theorem 19.1, to follow, we shall be able to reestablish 
a (generalized) Theorem A, for a kernel functionally complete in the small, 
after strengthening the hypothesis of Theorem A from a (mere) extension to a 


subextension of the identities of the kernel. Further results, for a kernel primal 
in the small, are given in § 20. 


17. Sub-extension of functions 

We shall presently define the “subextension” of a function so that it will 
satisfy the 

Lemma 17.1. Let 2 be a subalgebra of AU, A <A, and where the identities 
of A subextend to A. Then each A-function f(&,, ..., &,) which is U-expressible 
in the small subextends to an A-function {(§,, . .., &,) which is U-expressible in 
the small (Def. 5.6), and which agrees with the original f(&,...) for §,... €Y. 

Proof. With {(&,.. .) as hypothecated, let 


(17.1) FO (E,, . - -, Ed} 

be a class of 2-functions, one for each finite subset N of 2, and chosen so that 
f)(é,, ..., &) represents f(é,,..., &) within NV. Let 

(17.2) {FO (8,, .. -, E,)} 


be the corresponding set of 2-functions in A, in which the Q-indeterminates ¢, 
are replaced by W-indeterminates §,. If «,,..., a, are €M&, the subextension 
1(&,, .. ., &) is defined so 


(17.3) f(y, « « -, Gy) = def = f(a, .. ., oy) 
Math. Ann. 143 4 
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where N, is any range bound of the set a@,, ..., a, (Def. 16.3). To show that 
1(&,, . . ., §,) is thus well defined we must show that, if NV, is any other range 
bound for the same @,, .. ., @,, then 


(17.4) FO) (a, . ., Oy) = FOP (a, . . ., ) 
Consider the N, -\ N, identity, 


FO (E,, cers &,) ms f (é,, ee ey &,), (&, &,, eee € N, tN N,) ° 
From this, by Def. 16.2, follows 


(17.5). FOE, ...) = FOE, ...), (Br Sn. tM Ny), = MA). 
Since a, @, ...€N, Nz, (17.4) follows from (17.5). 

Finally, to show that the subextended function /(§,...) agrees with the 
original /(€, . . .) when &, .. . € 2, suppose a, a, ..., % are all € 2, and let N, 
be a range bound for the (finite) set a,,..., a, (Lemma 16.2). If the set 
{a,,..., &} is not a subset of No, let N, be the union 


N, = N, U {a%, Xe, ees a} . 
Since NV, ¢ N, we have N, ¢ N, (Lemma 16.1), and hence: N, is a range bound 


of {a,,..., a} and {a,,..., «,} ¢ N,. Computing /(«,, .. ., «,) in terms of the 
subextended /(&, .. .) — by (17.3) — we have 


I (egy « «+5 By) = F(x, . . ., Oy) - 


But the right side is precisely the value of f(a, .. ., «,) as computed from the 
original (i, . . +» &). This completes the proof of Lemma 17.1. 


18. General-A-functions and identities 


Def. 18. In an algebra % == (A, ¢,...), an A-function q(é,...) which is 
2-representable in the small is now also called a ‘“‘general(ized)-2-function”’. 
' A “general(ized)-2-identity”’ 


HE, «+ -) = WE, - - -) (A) 
iq an identity in the algebra 2, in which both members ¢, and gq, are general- 
A-functions. 

Naturally each %-function is also a general-{%-function, though not. (in 
general) conversely. 

Theorem 18. Let A be a subalgebra of U, A < AU, and let the identities of A 
subextend to U (§16). Then each general-A-identity q,(&,...) = q2(&, .--) 
extends to an identity in A, g,(F, . . .) = q_(§, ...), where the two sides of the 
latter are the subextensions to U of q,(&, . . .), Ge(E, « - -). 

Proof. If the conclusion were false then for some a, B,....yE4, 


(18.1) 1(e, B,..-,¥)+ ole, B,...,¥)- 

Let N be a range bound for {a, B,..., y} and:let q{(é, . . .j, q@(é, . . .) be 
%-functions which represent q,(é,...),q.(é,...) within N. Then, since 
m(&, ...) = 92(€, . . -) is a general-Q-identity, we have 


gE, ee ) sat qe (é, ee ), (é, eee € N) 
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Further, since the identities subextend, 


QUE, ...) = QB, -. 2, (8, -- EN). 
But from § 17, for the subextended functions we have 


n(8,...)=q(&,...) (8 ...€N). 
alé,-..)= a2, ...) 


In particular we have q,(«, B, . . .) = q,(a, B, . . .), in contradiction with (18.1), 
and the theorem is proved. 


19. Fundamental structure theorem for functionally complete 
in the small algebras. The core of ® 
‘To the concept “bounded, normal subdirect power’’ of an algebra applicable 
when 2 is framal/sm (§ 6), we add two more general notions, applicable to 
any 2 whatever. 


Def..19.1. Let 2 be an algebra. An algebra 2 is called a “bounded, scalar 
subdirect power” of %, if 2 is a subalgebra of some direct power 2™ of % in 
which each & € 2 is bounded (§ 11) and where, for each « € 2, the corresponding 
“scalar” (..., a, a,...,@,...) of AM is CW. 

Still more general is the concept: “QI is a bounded subalgebra of a direct 
power of 2(’’, where “bounded” means that each « € 2 is bounded. 

The proof of the following theorem is immediate, and in any event is 
essentially the same as that given in [1] for finite 2. 

Theorem 19.0. If W is functionally complete in the small, then the following 
two classes of algebras are coextensive, up to isomorphisms : 

(I) The class of all bounded, normal subdirect powers of W. 

_ (II) The class of all bownded scalar subdirect powers of WD. If, further, W is 
primal/sm (= functionally strictly complete in the small), then each of the above 
ts coextensive with 

(III) The class of all bounded subalgebras of direct powers of WD. 

We may now formulate the basic 

Theorem 19.1. (Fundamental Structure Theorem). Let W and W be algebras, 
neither isomorphic with the one-element algebra, and where (i) W is f.c./sm. Then 
YW is isomorphic with a bounded, scalar subdirect power of W if and only if 
(1°) contains a subalgebra isomorphic with (and here again denoted by) BW, 
and where (2°) the identities of YD subextend to B. 

Proof. Necessity. The necessity half of the theorem is at once obvious. 
Thus, if % is a bounded scalar subdirect power of %, the totality of scalar” 
elements of 2% (Def. 19.1) constitutes a subalgebra isomorphic with %, and 
the identities of 2 are easily seen to subextend to W via the mapping 


N + 1t(N) = (N) 


where N is taken as the totality of elements of 2% whose direct range (§ 11) 
is CN. 
4* 
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Sufficiency. The sufficiency part of the theorem requires considerable 
preparation. Here we assume 2 and @® to satisfy (i), (1°) and (2°) above, and 
we shall show that % is isomorphic with a bounded scalar subdirect power of . 

Lemma 19.2. With W and W satisfying (i), (1°) and (2°) of Theorem 19.1, 
let (W, x, 4, ; 0, 1) be any frame in the class W. Then (a) this is a W/sm frame, 
and (b) the subextension of the operations x,4,¥ to W yields a W/sm frame in 
®, (W, x,4,°;0, 1). 

Proof. (a) is a consequence of the %3/sm completeness of 8. As for (b), 
since x, 4, Y are now general-%-functions and since 


Oxé=E&xO0=0, 1xé=Exl=EF, FY=E 
are general Y-identities, by Theorem 18, 
(19.1) Ox&=&x0=0, 1xF=Exxl=&, FY=E&, (ECD). 


The last of these says that § is a permutation of W, with &Y as inverse, which, 
with the rest of (19.1), completes the lemma. 

We seek now to identify a “Boolean core” within %. Let ~ be € W and let 
6,,(€) be the characteristic W-function 


1 it =p. 
0 if F+y 

where 0, 1 are the null and identity of the (arbitrary but fixed) frame (W, x, “, 
v; 0,1) — Lemma 19.2. Since W is f.c./sm, each function 6,,(&) is a general- 


W-function, and therefore 6,,(§), the subextension of 6,,(£) to W, is uniquely 
defined (§ 17): 


6,.(€) = (FEW), 


6,.(§)€@ for FcB. 


We now have the 
Def. 19.2. By the “core” of 2% we mean the totality J of those elements, 
a, of ® such that 


a €J if and only if a = 6,(a) for some uw € and some a €B. 


Lemma 19.3. Let o be a fixed € YW. Then the core J of W is identical with 
the range J, of the function 6,(§) as & runs over WB: 
J=J, (a= fixed €D). 


Proof. We must show, for any two a, vy € W, that J, = J,. Let p(&) be the 
W-function: 


» if =e 
P(E)={o if E=v (ECW). 
€é if é+¢0,+» 


Since % is f.c./sm, p(&) is a general-I-function. We observe the general- 
W-identity, 

6,(&) = 6,(p(€)) (§ €B) 
whence, by Theorem 18 


6,(§) = 6,(p(§)) (§ €B). 
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From this follows 4 ¢ J,,a = 8,(a) = 8,(p(a)) = €J,, 


whence My ¢ J. . 
The argument is symmetric on o, y and hence 
J,=Jd, 


from which the lemma follows. 
Lemma 19.4. Jf Y, W and the frames (W, x,*,%; 0,1) and (W, x, 4, ‘; 
0, 1) are as in Lemma 19.2, and if J is the core of W, then (J, x,4,¥; 0,1) isa 
subalgebra of (W, x, 4, ¥; 0,1) and is a Boolean algebra with 
a’ = aY = a* = Boolean complement (a,b €J). 
a xb = Boolean product 


Proof. (1°): 0 and 1 are € J. This follows since 6,(1) = 0, 6,(0) = 1. Here- 
after we usually abbreviate 8,(8) = (8) 


(2°) Closure. We must show that if a,b €J, so also are a x b, a’, aY. By 
Lemma 19.3 we have a=6d(a), b=<8(p) 


for suitable «, 8 € 2. The general-W-identity 


(6(E))* = (6(€))¥ = 6(4(€)) (€ € @) 
then extends, via Theorem 18, to the identity 
(6(5))* = (6(8))” = 6(6(8)) (5 €B). 
In particular 
(19.1) a4 = aY= d(a)= CJ. 


Similarly the general W-identity 


6(&) x 6(y) = 5({4(E) 6(m)}), (€, 7 €D) 
extends via Theorem 18 to the identity 


(19.2) 6(§) x (9) = 6({6(§) 6(m)}), - (F, 9 € B) 
Thus 
(19.3) axb=d6((axb))=c€J, 


and closure is established. 

(3°) In a similar manner the following general-QB-identities, when extended 
to % via Theorem 18, yield identities in %$ — and in particular identities in J — 
and these are known to be definitive for the concept Boolean algebra: 

6(&) 6(&) = 6(€) 
4(&) 6(n) = 4(m) 4(€) 
5(E) (6(m) 6(C)) = (6() 6(m)) 4(C) 
OM“ (E) = 8(€) 
56(E) x, 6(m) = 6(m) x, 4(€) (where & x, = (&*x n*)") 
(6(€) xa 8(m)) Xa 6(C) = 6(€) Xa (6(m) X4 4(0)) 
5(&) (6(m) xa 4(0)) = 6(€) 6(m) x, 4(E) 4(C) - 
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The extension to W of the first gives 
5(§) (8) = 6(§), equiv. a®=a(aéJ). 
Again, the extension of the last is equivalent to 
a(bx,c)=abx,ac (a,b,c EJ), 


and similarly for the others. This completes the lemma. 
We refer to the Boolean algebra (J, x, “, ¥; 0, 1) as the “‘core” of B. 
Lemma 19.5. Let « be a fixed € W, and let N be a range bound for a. Then 
athe ahs toy oh 6, (a) =0. 


Proof. Let N’ be a finite subset of 23 such that 
NCN’, wEN’, (wEN). 
Let 6(%"(£) be a W-function which represents 6,() within N’, 
6,(€) = 6 (&), (E EN’). 

Consider the N-identity 
O(E)=0 (EEN). 

Since by hypothesis the identities subextend to 9%, we have 
6(S) = 0 (EEN). 


Therefore, in particular 64 (a) = 0. . 


But by § 17 — since N’( > N) is again a range bound of a — 


6,,(@) = 4 (a) = 0. 
This proves the lemma. 
We thus have the 
Corollary 19.6. Jf « is a given € B®, 6,,(a) = 0 for all except a finite number 
oO BD. 5 
. cain 19.7. With W and B® as in Lemma 19.4, and with J = core of B, 
the following general-identities hold: 
E5(y) = d(m)E equiv: Ga=aF (acJ,§ €D) 
§{5(m) 5(C)} = {EF 5(m)} 5(C) equiv: §(ab) = (Fa)b, (a,b EJ; F CD) 
&(m 5(f)) = (§ 9) 5(C) equiv: §(ya) = (Em)a, (a CJ; §, 9 CB) 
64 (F) 6,(F) = 5,(§) 
6,(F) 53(§) = 0 (a+ B) 
a 6,(§) XB 5(F) = B dg(F) xX, %6,(F) (a, B CW, a+ BB; FCB). 
a 4 (5) x4 (B 55(§) Xa y 4,(8)) = (@ 64(8) Xa B Og(8)) Xa y 4,(8) | 
. (a, B, y distinct €W;§ CW). 
Proof. Each of these is obtained by the extension to %, via Theorem 18, 
of the corresponding easily verified general %-identity. 











or 
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A similar extension of the corresponding general-Q-identities establishes 
the following lemma. In the general-identities below we particularly note — by 


Xa 
appealing to Corollary 19.6 — that the (in general) infinite x . sums, »’ , 

veD 
are actually ‘“‘finite” in that they all involve merely a finite number of non-zero 


terms. 

‘Lemma 19.8. With , W as in Lemma 19.7, and for any primitive opera- 
tions o(€,,...,¢) of the algebra %, the following general-identities hold: for - 
59... SEB “of 

F= 2 44, (8) 
HED 


4,(o(8, 9, ...,)) = ez 6,.(8) 5g(m) . . . 6,(8) , (u €B) 
0(4,f,...,.y) =e 


o(8,9,---,t)= 32 ofa, B..-. 7) ba(8) Sp(q) .- -4,(€) 
a,B B 


As in [1] for finite kernel, we now conceive the algebra 93 and the Boolean 
core J of ® abstractly, and synthesize the algebra 2B), the bounded J-exten- 
sion of I. The elements of %,,; are the bounded J-partition vectors 


@ = [a] = [a,,a,,...,4,,.--] ‘(uw €D) 
(0. <F:a,0,- O(u+»); Sa,= 1). 
weD 


Only small ammendations of the corresponding proof for finite kernel ({1], 
Lemma 10, pp. 333—335) — and these involve replacing the identities employed 
in [1] by the corresponding general-identities established in the foregoing 
lemmas — then yield the following basic isomorphism: 

Theorem 19.9. Let I be a subalgebra of W, W < W, let the identities of W 
subextend to ® and let W be functionally complete in the small. Then if J is the 
core of W, and WW; », the bounded J-extension of W, the two are isomorphic, 


(19.4) B> By). 


By Theorem 11.1, the right side of (19.4), and hence also the left, is iso- 
morphic with a normal subdirect power of %. A further reference to Theo- 
rem 19.0 then completes the proof of the sufficiency part of the fundamental 
structure, Theorem 19.1, and with it the entire theorem. 

In partial summary, (with (B) below taken over from the finite kernel case 
of [1], we have 

Theorem 19.10. Let I be functionally complete in the small, and distinct 
from the one-element algebra. Then the following classes of algebras. (A,)—(As;) 
are coextensive up to isomorphisms : 

(A,) The class of all algebras W such that 

(a) DW isa subalgebra of W and where 
(b) the identities of WD subextend to B. 
(A,) The class of all bounded normal subdirect powers of W. 
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(A;) The class of all bounded scalar subdirect powers of W. 

(B) In addition, if W is a finite algebra, it is isomorphic with a direct power 
of W. 

20. Primal/small algebras 

If & and % are algebras of the same species, S, all definitions and results 
of §§ 16—18 are easily seen to hold without the assumption that 2 is a sub- 
algebra of &, provided we confine ourselves exclusively to strict 2-functions, 
or what is the same, to S-expressions ®(é,...), (§ 2). For instance, corre- 
sponding to Def. 16.2 we have 

Def. 20.1. If 2, & are any algebras of the same species, S, the strict 
identities of 2 are said to “subextend” to UM if there exists a mapping, 


t:N>1t(N)=N 


from the finite subsets N of 2 into (not necessarily finite) subsets N of &, 
where 
(1) t(N, 0 Ny) = NA Ny. 
(2) The image sets N cover Q. 
(3) Let O(E,.. .), M(E, . . .) be any strict 2-functions, and N a finite subset 
of 2. If 
@(é,...) = P(E, .. .) (N) 


—ie., = ¥ for all &,... € N — then also 
O(§,...)= P(E,...)(N), 


Similarly, corresponding to Def. 18, we have 

Def. 20.2. In an algebra 2% = (A, o,...), an A-function /(, ...) which is 
representable in the small by a strict 2-function is called a “general-strict- 
%-function’’. 

In like manner we shall make use of the “strict versions” of other results 
of §§ 16—18, where the assumption % < & is dropped, but where all 2-func- 
tions, or general-2-functions considered are taken to be strict. 

With this in mind, for a kernel % which is primal in the small (§ 13), the 
fundamental structure is given by 


Theorem 20.1. Fundamental structure theorem for primal/sm algebras. Let 
PD and P be algebras of the same species, where neither is merely the one-element 
algebra and where Y is primal in the small. Then a necessary and sufficient 
condition for B to be isomorphic with a bounded subalgebra of a direct power of T — 
or equivalently, with a bounded scalar subdirect power of J — is that the strict 
identities of  subextend to . 

Proof. The necessity is immediate — compare with the necessity part of 
Theorem 19.1. 

Sufficiency. Since D is primal/sm, any P-function f(é, . . ., ¢) is representable 
in the small by strict D-functions, i.e., any /(&, . . .) is a general-strict-B-func- 
tion, and therefore has a uniquely defined. subextension to J, (§ 17). In par- 
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ticular for « € J and the constant function /,(&) = a, (€ € P), from the general- 
strict-P-identity /,(€) = f,(n), (&,1 €D), follows the extended identity 
(Theorem 18) 


f.(8) =fa(m), (6.9 €). 


Thus /, (§) is a constant function in $, — denote its constant value by a, 


A(G)=a (FED). 
As « runs through P, under the mapping 
(20.1) a>e 
let P’ denote the image set 
P’={e,...}, PCP. 
Lemma 20.2. SS’ = (P’, o,...) is a subalgebra of Y, and is moreover iso- 
morphic with Y under the correspondence (20.1). 
Proof. Let o be a primitive operation, and let o(a, 8,...) = y. We may 
write this as a general-strict-J\-identity 
o(f,(€), fe(), ee ) =. t,(é) ’ (€ €D) ° 
Since by hypothesis the strict identities subextend to PB, by applying the strict 
version of Theorem 18, we have the extended identity in $B, 
o(f,(§), fs (8), ee ) = t, (8) ’ (§ €P) ” 


But this says that o(a, B,...) = y, and we have thus shown that 
P’ = (P’, o, . . .)isa homomorphic image of D under (20.1). Since P is primal/sm 
it has no proper ideals (= congruence relations, Theorem 13.2). Hence either J’ 
is isomorphic with DB, P’ ~ J — in which case we are through — or else P’ 
is a one-element algebra. We shall show that the latter is impossible, from 
which the lemma will follow. 

Choose two distinct elements of P, call them 0 and 1, and choose a fixed 
binary function € x 7 in P, such that 

Ox€é=FxO0=0, 1xF=Exl=E (EEP). 


Since B is primal/sm, x is trictly expressible/sm, and, writing /,(7), f,(”) 
for 0, 1, we have the general-strict-J-identities 
fo(n) x & = & X foln) = fo(n) 
film) xX&=€EXf,(m) = €& 
Under the hypotheses of Theorem 20.1, these extend — by application of the 
strict version of Theorem 18 — to the identities in PB, 
fo(m) x § = & X fo(m) = fo(m) 
film) x § = § x f(g) = F 


If now P’ is assumed to consist of a single element, say o’, we have 


(€&,4 €P). 


(5,9 €P). 


o XB=& xo’ =a’ 


o x€&=&xo' =F (ECP). 
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From these follow 
E=o0', (F¢ P) 


which is absurd, since $ by assumption is not the one-element algebra. So 
YB’ =F, and the lemma is established. 

Returning to the proof of Theorem 20.1, we now simply identify $B with the 
isomorphic subalgebra 3%’ of $, and the proof of Theorein 29.1 follows from 
Theorem 19.1 together with Theorem 19.0. 

In partial summary (with (B) taken from [1]), we have 

Theorem 20.3. Let DB be an algebra which is primal in the small and which 
ts distinct from the one-element algebra. Then the following classes (A,)—(A,) are 
coextensive, wp to isomorphisms : 

(A,) The class of all algebras Y such that 

(a) the strict identities of J subextend to B, and where 
(b) B contains at least two elements. 

(A,) The class of all bounded normal subdirect powers of DB. 

(A;) The class of all bounded scalar subdirect powers of YB. 

(A,) The class of all bounded subalgebras of direct powers of %. In addition 

(B) If P is a finite algebra, it is isomorphic with a direct power of T. 

In a subsequent communication we hope to generalize the second structure 
theorem — for primal clusters [3] — to “in the small” form. In this projected 
extension a further — and simpler — version of the concept “‘subextension”’ 
of strict identities will be exhibited. 
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A Characterization of Spectral Operators 
on Locally Convex Spaces 
By 
Foumiyuk! MAEpA in Yale (New Haven, Conn.) 


Introduction 


The theory of spectral operators on Banach spaces was initiated by N. Dun- 
FORD and developed by himself and other mathematicians. (See [4] for a 
complete bibliography.) Various parts of the theory were extended to certain 
locally convex spaces by C. lonzscu Tuxcea [8]. In this paper, we generalize 
the concept of weak 7'-measures introduced by E. Bisnop [1] and use this 
extension for the study of spectral operators on locally convex spaces E which 
are separated, quasi-complete and barreled. 

In §0, the necessary notations are introduced. Properties of Z-valued 
measures are studied in § 1, as tools for the following arguments. In § 2, we 
define, following E. Bisnor [1], weak 7'-measures with values in Z; and we 
obtain several results parallel to those in [1]. These results are used in § 3 for 
the proof of the main theorems of this paper, namely Theorems 3 and 4, (which 
were suggested by the reading of [1]), which give a characterization of spectral 
operators on £ in terms of weak 7'-measures. The same type of characterization 
is given, toward the end of § 3, for scalar operators and spectral operators of 
finite type. As an application of the theorems in §3, we prove a convergence 
theorem in § 4. 

We shall use various properties of locally convex spaces and of measures 
(set functions), which may be found in [2], [5] and [7]. 


0. Notations 


Throughout this paper, let Z denote a separated, locally convex space over 
the complex field C and let EZ’ be its strong dual. Let (zx, z’) be the value of 2’ 
at x for x €W and x’ ¢ EF’; let o(£, E’) be the weak topology in Z and o(E’, £) 
the weak *-topology in EZ’. If E, F are two spaces, then the set of all linear 
continuous mappings of £ into F is denoted by #(E, F); T, 8S, U, P and N 
will be used to denote the elements of #(Z, F). If T € #(E, F), then ‘T is the 
adjoint operator of 7’. 

Let Z be a given locally compact space (in most cases, Z = C = the complex 
numbers). Then B(Z) will denote the algebra of all complex valued Baire 
fuactions on Z, B®(Z) will represent that of bounded Baire functions and 
B~(Z) will represent that of functions f € B(Z) such that fqo.€ B°(Z) for any 
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characteristic function , of a compact set a; S,(Z) is the a-field (tribe) of all 
Baire sets in Z, i.e., those sets o for which gy, ¢€ B(Z); a, 6 will be used to denote 
the elements of S,(Z) or of S,(C). The set of all bounded complex valued 
Radon measures on Z will be denoted by M* (Z). If u € M*(Z), then | u\| is its 
total variation. 


§ 1. Vector Valued Measures 


1°. A set function m defined on S,(Z) with values in the spac? Z is called 
an E-valued measure, if it is countably additive, i.e., if for any oa; € S,(Z), 


i=1,2,..., such that o,;\ 0; = ® (i +7), D> m(o,) exists and 
i=1 


m(U a.) = J) m(a,) . 
i=1 {=u 

For a set function m on S,(Z) with values in EZ and for any 2’ € E£’, let us 
write 

«m, x’) (a) = <m(a), x’), o € So(Z) . 

We can show that m is countably additive if and only if (m, x’) is countably 
additive for every x’ € E’. (This is a generalized form of the theorem of OrRLIcz- 
Pettis ([5], p. 318 and [7], p. 62).) Therefore, m is an Z-valued measure if and 
only if <m, x’) € M"(Z) for every z’ € EZ’. We define the support of an E-valued 
measure as usual, so that we have 





Suppm= U_ Supp<m, z’). 
2’¢E’ 


Let M'(Z; E) be the set of all H-valued measures and let M°(Z; E) be that 
of all Z-valued measures with compact support. We define the topology o in 
M'(Z; E) as follows: m, > m in 0 if and only if <m,, x’) > (m, x’) in M'(Z) 
for every x’ € E’. 

For a set function m’ on S,(Z) with values in Z’ and for any z € EZ, we write 

<x, m') (a) = <x, m'(a)>, o € S_(Z) . 
Let M1(Z; E’) be the set of all E’-valued set functions on S,(Z) such that 
<x, m') € M'(Z) for all x € EZ"). The support of m’ € M1(Z; E’) is defined by 


Suppm’ = U Supp<z, m’). 
2cE 





The set of measures in M}(Z; EZ’) with compact support is denoted by 
M%(Z; E’). The topology 0, in M}(Z; EZ’) is defined in a way similar to o, 
i.e., m,—> m’ in 9, if and only if <x, m,) > <x, m’) in M‘(Z) for every z € E. 

Proposition 1. (i) If m¢€M'(Z;E), then x’ <m, zx’) is a continuous 
mapping of E’ into M%(Z). (ii) Suppose E is barreled*). If m’ € M1 (Z; E’), 

1) If Z is semi-reflexive, then M}(Z; E’) = M‘(Z; E’). In general, an E’-valued set 
function which is countably additive for o(Z’, Z) is not necessarily countably additive in 
the strong dual topology in 2’. 

*) We recall that Z is barreled (tonnelé) if and only if every weakly bounded set in 2’ 
is equi-continuous. 
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then x > (x, m’) is a continuous mapping of E into M*(Z). 
Proof: (i) We know that 


|<m, ">| S 4 sup |<m(o), x’>| . 
o€8,(Z) 


Since (m, x’) is a complex valued measure, {m/(c) | o € S,(Z)} is weakly, hence 

strongly bounded in Z£. Therefore, if x’ 0, then sup |{m(a), z’)| + 0. Thus, 
o€S,(Z) 

(i) is proved. The statement (ii) may be proved in a similar way if we remark 


that when £ is barreled, a set B’ ¢ E’ is bounded for o(H’, E) if and only if 
it is equi-continuous. 

2°. Let m¢€ M'(Z; £) and f € B°(Z), or m€ M°(Z; E) and { € B™(Z). 
For each 2’, 


f f(z) d{m(z), x’) = f f dm, x’) 
Z Z 


is defined and zx’ + { fd m, 2’) is a continuous mapping of E’ into C by 
Zz 
Proposition 1, (i). Therefore, we can find m(/) € Z”’ such that 
[ fd<m, x’) = (m(f), xz’) forall 2’ € 2’. 
Zz 


Sometimes, we write m(f/) = { {dm = f{ f dm. 
Zz 


If £ is barreled, then similar arguments show the existence of m’(f) ¢ E’ 
such that 


f fate, m') = <x, m'(f)) 


for m’ € M1 (Z; E’), { € B°(Z) or m’ € M3(Z; E’) and f € BY(Z). 

Proposition 2. (i) Jf EZ is quasi-complete, then m({) € E for all m € M'(Z; E) 
and f € B®(Z) and f + m/(f) is a linear continuous mapping*) of B®(Z) into E 
for any m € M)(Z; E). (ii) If E is barreled, then { > m'(f) is a linear continuous 
mapping of B®(Z) into E’ for any m' ¢ M1(Z; EB’). - 

Proof: (i) Let # be the vector space of simple functions on Z. It is easy to 
see that (i) is valid if we replace B™(Z) by %. Now, F is dense in B™(Z). 
Therefore, Z being quasi-complete, g  m(qg) of Y into EZ has a unique con- 
tinuous extension to B”(Z) (see [2]). This extension obviously coincides with 
f + m/(f). (ii) Tt is again easy to see that f + m’(/) is a linear mapping of B® (Z) 
into E’ and that its restriction on Y is continuous. Since ¥ is dense in B”(Z), 
f + m'(f) is a continuous mapping on B”(Z). q. e. d. 

An immediate consequence of the above proposition is the following: 

cou If E is quasi-complete, then m(f)€E for m € M°(Z; EB) and 
f € B™(Z). 

Remark. Concerning Propositions 1 and (especially) 2, see [6], p. 164, 
Proposition 14 and [3], e 2,2. By our Proposition 2, we see that our definition 
of E-valued measure is stronger than that in [3]. 

Suppose Z is quasi-complete. Let m € M1(Z; E) and f € B*(Z). If o € S,(Z) 
is a compact set, then { f y, dm € E by Proposition 2. Consider the family ¢ of 


*) We consider on B™(Z) the topology defined by the norm ||/|| = sup{|f(z)| | z € Z}. 
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compact sets of Z. @ is directed by inclusion. We say that { f dm exists if 


lim { f g.dm exists in the topology o(Z, £’). Similarly, if EZ is barreled, 

oe ? 

we say that { fdm’ exists if lim { f g,dm’ exists in the topology o(Z’, B), 
ote 


for any m’ € M1(Z; E’) and f € BZ). If { f dm exists for m € M'(Z; £) and 
{ € B°(Z), then { {dm = { f y, dm exists for every o € S,(Z). 


3°. Given m € M'(Z; E) and T ¢ #(E, E), we define m on S,(Z) by the 
equation m(c) = T'(m(c)) for o € S,(Z). Obviously, m € M'(Z; Z). We write 
m= Tm. Thus, 7 may be regarded as a linear transformation defined on 
M’(Z; E). It is obvious that T is continuous for the topology o of M'(Z; £). 
T’m’ is similarly defined for T’ ¢ #(E’, E’) and m’ € M1i(Z; E’). We know 
that 7’ m’ € M1(Z; E£’). It is easy to see that Supp 7'm ¢ Suppm. Therefore, 
TM°®(Z; E) < M®°(Z; £). If T, and T, commute in #(Z, £), then they com- 
mute as mappings on M'(Z; EZ). Similar arguments hold for 7” € #(E’, E£’) 
on M1 (Z; E’). 

Proposition 3. (i) For T ¢ #(E, BE), m€ M'(Z; BE), m' € Mi (Z; BE’), <€E 
and x’ CE’, we have (Tm, x’) =< (m,'Txz') and (x, *Tm') = (Tx, m’). 
(ii) Let mE M‘*(Z;E£), TEL(E,E) and f¢€B~(Z). If m(f)€z, then 
(I'm) (f) € £ and (Tm) (f) = T(m(f)). (iii) Let E be barreled, m’ € M1(Z; E’), 
T’ € 2(E’, E’) end f € B™(Z). Then, (T’m’) (f) = T’(m'(?)). 

Proof: (i) is immediate. To prove (ii), we remark that, for any x’ € E’, 
we have 


f {d(T m, x’) = f f dm, 'T x’) = (m/f), ‘T x’) = (T(m(f)), 2’). 
Similarly, we obtain (iii). 

4°. We assume in this paragraph that HZ is quasi-complete. For m¢€M°(Z; £) 

and / € B™(Z), let us define an E-valued set function *, by the equation 

m,(c) = [ f yp, dm, o € 8,(Z) . 

We can easily see that m, is countably additive and that Supp’, C Suppm; 
hence m, € M°(Z; E). We write m,= S,m. Obviously, S, is a linear trans- 
formation of M°(Z; E) into itself, for each f € B°(Z). We remark that if 
{ {dm exists for every m € M'(Z; E£) and f € B(Z), then S,m can be defined 
by the same equation and S,m ¢€ M'(Z; £). We shall also denote by S,, for all 
f€B°(Z), the mapping u>f-u(f-u(c)=ffgodu where o €S,(Z)) of 
M°(Z) (= the vector space of all complex Radon measures on Z with compact 
support) into itself. 

Proposition 4. For m ¢ M°(Z; E), x’ € E’ and f,g € B®(Z), we have: 

(i) <S,m, x’) = S;,<m, x’); 

(ii) (Sym) (g) = m(fg); 

(iii) 8,8, = S,S,, i.e., S;, S, commute. 

Proof: (i) is immediate from our definition. (iii) is an immediate consequence 
of (ii). To show (ii), we remark fiyst that the equation is valid for g € %. Since 
any g € B®(Z) is, on Suppm, the uniform limit of a sequence of functions in S, 
the equation is valid for any g € B®(Z). 
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Proposition 5. For any T ¢ #(E, E) and { € B*(Z), T and S, commute on 
M°(Z; EB), i.e., T(Sym) = 8,(T'm) for m € MZ; EB). 
Proof: For all x" € E’ and m € M°(Z; EB), we have 


(T (Sym), x’) = (Sym,'T x’) = S,(m,'T x’) = 8,¢( Tm, x’) = (S8;(Tm), x’). 


Similar results can be obtained for m’ € M°(Z; EB’), T’ € #(E’, BE’) and 
f € B™(Z), provided that EZ is barreled. Analogous notations will be used for 
them. 

5°. For m € M'(Z; E) and o € S8,(Z), define m°¢ M'(Z; EB) by the equations 
m?(d) = m(a 7 6) for 6 € 8,(Z). If o is compact, then m’ € M°(Z; EZ). In this 
case, m’ is called a slice of m. From this definition, it follows immediately that: 

a) (T'm)? = Tm’ for m € M'(Z; E), T€ LE, E); 

b) (S,m)?= S,m? for m € M°(Z; EB), f € B*(Z); 

c) (m*)*= m?%? for m € M1(Z; EB), o, 6 € 8,(Z) . 

Similar definition of m’’ and similar results are obtained for m’ ¢€ M4 (Z; E’). 


§ 2. Weak 7-measures 


1°. In what follows, we take Z = C. We remark that the function /(z) = z 
belongs to B”(C). Following E. Bisuor [1], we define weak 7'-measures as 
follows: 

Definition. Let T ¢ #(#, Z); then a measure m in M'(C; Z) is called a 
weak T-measure for x = m(C), if for any slice m® (o' compact) of m and for 
any z’ €£’, 

lim| ((7'— S,)"m", 2’) = 0. 

n—> co 
If 7’ € #(E£’, BE’), then we define in a similar way a weak T’-measure m’ in 
M}(C; EB’) for x’ = m'(C). 

In particular, if T’m°=- S,m* (resp. T” m’*= S,m’°) for all slices m’ (resp. m’”) 
of m (resp. m’), then m (resp. m’) is called a T-measure for x = m(C) (resp. 
T’-measure for x'= m'(C)). In this case, {zdm (resp. { z dm’) exists and 


T' m(c) = { zdm (resp. T’m' (a) = { z dm’) 


for all o € S,(C). If (7 — S,)*m*= 0 for all compact sets o € C, for some finite 
integer k, then m is called a weak T'-measure of type k. Similar definition is made 
for a weak T’-measure of type k. A T-measure is a weak 7'-measure of type 1. 

It is easy to see that if m is a weak 7-measure (of type k), then m’ is a weak 
7'-measure (of type k) for any o € S,(C). The following result is also immediate : 
if m is a weak 7'-measure for z, then 7'm is a weak 7'-measure for 7' x. More 
generally, if S¢ #(£, Z) commute with 7, then Sm is a weak T-measure 
for Sz. 

2°. We now prove the following theorem: 

Theorem 1. (i) Suppose that E is quasi-complete. Let T € #(E, E) and let m 
be a weak T-measure. Then for every compact set 5 ¢ C, there exists an analytic 
function x,€ EB” on C4 such that (**T — 11) 2,= m(6) for all 2 € C6. This func- 
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tion has the property that z,> 0 and — Ax, m(6) in o(E”", EB’) as |A| + 00. 
(ii) Suppose that E is barreled. Let T’ €# (E', E') and let m’ be a weak T’-measure. 
Then for every compact set 6 ¢ C, there exists an analytic function x’, € E’ on C4 
such that (T’ — AI) x= m'(d) for all 1 € (6. This function has the property that 
2, > 0 in o(E’, E) as |A| + co. If, furthermore, T’ is the adjoint of an element of 
P(E, E), then — Ax’, > m' (6) in o(E’, BE) as |A| >. 

Proof: Let 


a=— 2) | W(A—2*t*d[(T — 8,)"m*)(z) 
n=0 
for A € 6. We shall show that this series converges in o(Z, EZ’) and that the 
sum z, is what we want here. Each integral 
&_(A) = f1/(A—2z)"* d[(T — S,)"m°) (z) 
is well defined for A € ( 6, since A/(A — z) € B(6); and each z,,(A) is an analytic 
function of 4 on (6. For any 2’ € E’, we have 
{an (A), 2>| = |¢f1/(A—2)**? d[(T — 8,)"m*) (2), x’>| 
= |f1(A—2)"*? d<[(T — S,)"m*] (2), z’>| 
S max(1/|A— 2|"*+*) - | (7 — S,)"m’, z’)| . 
z€eé 
Hence, 
(1) \<an(A), 2D] S (U/rZ**) + (7 — 8,)"m?, 2’) | 
where r,= inf|A— | . 
z€é 
Since m is a weak T-measure, it follows that there is a sequence 
{a,,(’)}n —0,1,2,... Of positive numbers for each x’ € E’ such that: 


(2) |<(7 — S,)*m?, x’) "sa, (2), 
(3) lim a,(z’) = 0 

for each 2’ € EZ’. Then, from (1) and (2), we obtain 
(4) |<2_(A), 2D} S ay(2’)"/rzt?. 


N N 
Let fy(A; 2’) =(— D 2, (A), 2 )=— DY (2, (A), x’) ; the inequality (4) implies 
n=0 n=0 


that /,,(A; 2’) tends to a function /(A; x’) uniformly in A € 6, where 4, ‘is any 
compact set contained in (6. Since the functions /,,(A; x’) are analytic in 
A€ (C4, f(A; 2’) is again analytic there. Thus, it is enough to show that there 
exists an x, € Z” such that (x,, x’) = f(A; 2’) for all x € £”. 

Since {/,,(A; x’) |n = 0, 1, 2,.. . } is bounded for any 2’ € £’, 


N 
- SZ 2z,(d)|N =0,1,2,.. | 


is bounded in Z. This implies that z’— /(A; x’) is a continuous mapping of EF’ 
into C. Therefore, there is an z,€H” such that f(A; x’) = (2, 2’) and 


“a 5 %,(A) > x, in o(E”, BE’). 
a=0 — 
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Let us recall that for z € E ¢ BE” we have “7x = Tx. By the same com- 
putation as in [1], p. 439, we have 


N N 
Tr — a) (- z *4(2)) = n—an(— p. (0) 


n=O 
= m°(d) — f1/(A—2)* +2 d[(T — 8,)* +1m*] (2) . 
But, by (2) and (3), we have 
Cf 1(A— 2)* +4 [(T — 8,)¥ +*m*] (2), 2’>| 
S (Uf rf *)- |<(T— 8,)* +m, x’>| + 0 (N + co) . 


Hence, (**7' — AI) x,= m*(d) = m(6) . 
By (3), {a,(z’)|n=0,1,...} is bounded by same constant, say M,.. 
Therefore, by (4) 
Xzn(A), 2’>| S Mp/rp*?. 


Hence, |{2,, z’>| S 1/(r,— M,) > 0 as 1, 00. Since r,- co when |A| + oo, 
it follows that z,— 0 as |A| + co, in o(£”, £’). Furthermore, 


«m(5) + Aa, x’) = (#*T ay, x’) = (x, 'Tz') +0 


as |A| + co for any 2’ € £’. Hence, — Ax, > m(4) as |A| > co, in o(B"’, EB’). 

The second part of the theorem is proved in a similar way. 

Remark. If E is semi-reflexive, then x, € Z and we can show that the con- 
vergences are valid in the strong topology of 2. 

Corollary. If m is a weak T-measure, then Suppm C¢ sp(7') where the spectrum 
sp(T7') of T is defined in WAELBROECK’s sense (see [9] and [8]). 

Proof: Let oc C be any compact subset of 9(7') = (:sp(7). By Theorem 1, 
there is an x, € E”, analytic in (o such that (**7’— AJ) x,= m(a). The resol- 
vent R, of T is analytic in 0(7) and satisfies (7’— AI) R,m(c) = m(o). There- 
fore, for any xz’ € BE’ and A€e(T)N Co, 


<(m(a), x’) = (xy, (*T — Al) x’) = (R,m(oa), (*T — Al) x’). 


Since 7’ — AJ has the inverse (7 — AJ)~1, ‘7 — AJ has the inverse *((7’ — AJ)-*). 
Hence *7'— AI is an onto mapping. Therefore, we have 


(tp y') = (Rym(o), y’) 
for all y’ € Z’, so that x, = R,m(o) € Z, if A € o(T) Co. Hence, (R,m(a), x’) 
has an analytic extension to the whole complex plane which tends to zero as 
|A| + co. Hence R,m(c) = 0, so that m(c) = 0. By the regularity of m, m(c)=0 
for all ¢ ¢ 0(T') 7 C. This implies the corollary. 

3°. The following lemma can be proved in the same way as Lemma 2.1, [1]. 
p. 420: 

Lemma. Let o,, 6, be compact, disjoint sets in C and let T € (EL, E). Suppose 
that there is an E-valued analytic function x, on (0, such that (T — AI) x,= x 
for 4 € Co, and that there is an E'-valued analytic function x’, on Co, such that 
(#7 — Al) x, = x’. Then (x, x4) = (x,, 2’) on C0,7\ (0g. Furthermore, if x,+ 0 

5 
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as |A| + co in o(E, E’), then (x,, x')=0 for A € Co,; and if x, 0 as |4| > 00 
in o(E’, EB), then (x, x)= 0 for A € Coy. In either case, (x, x’) = 0. 

Theorem 2. Suppose that E is quasi-complete and barreled. Let T € £(E, E). 
If m is a weak T-measure and m’ is a weak *T'-measure, then for any disjoint sets 
G1, F, € S_(C), <m(a,), m’(o_)) = 0. 

Proof: If o,, ¢, are compact, then the theorem is immediate from Theorem 1 
and the preceding lemma. Let o, be compact and g, be arbitrary. Then 
p(a) = <m(a), m'(c,)) is a regular measure and y(o) = 0 if o is a compact 
subset of o,. Hence, u(o,) = 0. In the same way, we get (m(a,), m’(c,)) = 0 
for arbitrary disjoint sets ,, 02. 

As corollaries of Theorem 2, we obtain the following results which can be 
proved in the same way as in [1], p. 421. Here we assume that £ is quasi- 
complete and barreled. 

Corollary 1. Jf m is a weak T-measure such that m(C) = 0 and if m’ is a weak 
‘T'-measure, then (m(o,), m’(o,)) = 0 for all o,, 6, € S,(C). 

Corollary 2. If the values of weak T (resp. *T’)-measures are dense in E (resp. 
E’ for o(E’, E)), then each x’ in E’ (resp. x in E) has at most one weak ‘T 
(resp. 7')-measure. 

Corollary 3. Ij m is a weak T-measure for x and if m’ is a weak 'T-measure 
for x’, then (m(o), x’) = <x, m'(a)) for all o € S,(C). 


§ 3. Spectral Theory 


1°. In this section, let E be a locally convex space which is separated, quasi- 
complete and barreled. In this case, #(£, Z) with the bounded convergence 
topology t, is quasi-complete. 

Following C. Ionescu Tuicea [8], we shall give here the following de- 
finitions : 

A) A family F = {u, 2 }ecr, cx Of bounded Radon measures on C is a 
spectral family if: 

(1) (x, 2’) > wz, is a bilinear, separately continuous mapping of E x E’ 
into M1(C).*) 

(2) For every { € B™(C), there is Ug, ¢€ #(E, E) satisfying the equation 
(Ug, 2, x’) = {fd pu,» for all x € E, x’ € E’*) 

(3) For every / € B™(C), z € E, x’ € EB’, we have 


y* 42,2'= Ug, 22> Ma, 'Ug , 2’: 
(4) Ug j=. 
For each o € S,(C), we write Pg (a) = Ug, ¢,. Then P¢ is a strongly count- 
ably additive spectral measure on S,(C). We say that Pg is the spectral measure 
corresponding to F. 


*) This implies that the bilinear mapping is &-hypocontinuous, since E is barreled. 
See [8]. 

5) If we suppose that (1) is satisfied, then (2) is equivalent to saying “Us, ; x = E for all 
{< B@(C) and x€ E”. 
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B) An operator T ¢ #(E, E) is said to be spectral if there exists a spectral 
family F such that 

(5) T commutes with Ug, for any / € B™(C), 

(6) sp(7,) Co for every compact set o¢C, where T,= T7T\E, and 
E,= Pg(o) (£). 

The family F is uniquely determined by 7'([8]). We say that F is the spec- 
tral family corresponding to the spectral operator 7’. In this case, let us define: 

(7) m,(c) = Pg(oc) x €E for all x € E; 

(8) m-(c) = 'Pg(o) x’ € E’ for all x’ € E’. 

It is easy to see that m,¢€ M'(C; £), m,-€ M4(C; BE’), <m,, x’) = (x, my) 
= Me,2', Me(C) = x and m’,(C) = 2’. 

2°. Let T be a spectral operator and let F = {u,,,} be the corresponding 
spectral family. For any compact set o,¢C, consider the family F,, 
{use }eck,, vex, defined on S,(C) by the equation p%*,-(0) = pz, 2 (0 > 04) 
for x € E,, x’ € E,,, 0 €S,(C), where Z’ € E’ is taken in such a way that its 
restriction to E,, coincides with 2’. It is easy to see that the definition of 
uz x does not depend on the choice of Z’. 

By direct computation, we see that 7, is a spectral operator on Z,, and 
that F,, is its corresponding spectral family. Let us remark that U. Fol 
= (Us,4)o,= (Us, 19,,)o, for all f € B*(C); in particular, we have Ps, (0) 
= (P¢(a)),, for o € 8,(C). Hence, for all x € E,,, 

fadPsg, (A) z= f AdP¢(A) t= fAdPg(A) Zz. 

3°. Since, for every 2¢€H, x € KE’, uy’, has support contained in the 

compact set a,¢ C, we can apply the theorem on the canonical decomposition 


for spectral operators ((8], Theorem 5.1) to the spectral operator 7',, on £,,. 
Thus, the operator T,,— {AdP F,,(A) is quasi-nilpotent*) in Z,,. Hence the 


operator 
N= woe fa aPs,,(4)) Ps (09) = (T — fAd Pg(d)) Ps (05) 





is quasi-nilpotent in Z. Now, for a fixed compact set o,¢ C, x € E and x’ € £’, 
define v,,€ M'(C), n = 1, 2, ... by the equations 

(8) vn(0) = (N" Pg(o) x, x’), o €S4(C) . 
By (7) and by the definition of NV, we see that 

(9) », (0) = ((7 — 8,)"m,(a A a4), 2’), o € S,(C) . 
We know that, for any y’ € £’, ¢ A, Ps (o;) x, v S |lu,.y'! if [A < 1 and 
: NG | 





} *) “An operator N € #(E, E) is quasi-nilpotent if for all x € E,x’ ¢ EB’, 
lim |(N*z, x’) =0. 


n—> oo 
If Z is barreled, then N is quasi-nilpotent if and only if for heat ¢ > 0, the set 
{(Nje)*|n = 1, 2,...} 


is a bounded set of #(E, E). 
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a,(\ 0; = @ for i +7; hence 
{2 APs (a1) ||A| S 1, oN0;= Of +i) 
t 
is bounded in #(Z, £). On the other hand, for any e > 0, 
Iraller= (fer sup, |Z Araloa 


Alslanag=@ 


(ley (+ A; Ps (o,) *): “7 





= sup 
|Ail = 1,429 a; =@ 





Therefore, |v,|/e"< M(e) for all n. Since e is arbitrary, lim |y,|!/"=0. 
n—>oco 

Then it follows from (9) that m, is a weak ‘7'-measure (for zx). For any compact 

set o,¢ C, x € E and 2’ € £’, 


(2, (*T — 8,)*m‘(0 -\ o4)) = (N* Pg (a) x, x’) = 99 (0) 


for all n. Therefore, we again deduce that mj, is a weak ‘7’-measure for 2’. 
Thus, we have proved: 

Theorem 3. Let E be a locally convex space which is separated, quasi- 
complete and barreled. If T € £(E, E) is a spectral operator and F is the corres- 
ponding spectral family, then m,(.) = Pg(.}x is a weak T-measure for x for 
each x € E and m,(.) = '*Pg(.)2x’ is a weak *T-measure for x’ for each x’ € E’. 

4°. Conversely, we can prove: 

Theorem 4. Let E be a locally convex space which is separated, quasi-complete 
and barreled. Let T € #(E, E). If every x € E has weak T-measure m, and every 
x’ € E’ has weak ‘T-measure m',, then T is a spectral operator with the corre- 
sponding spectral family F = {u,,.} where uz, = (m,, x’) = (x, m/,) for all 
z€E,2z' €£’. 

Proof . By Corollary 2 to Theorem 2, m, and m}, are uniquely determined by 
x and x’. By Corollary 3 to Theorem 2, we have 


(10) <m,(a), x’) = (x, m‘,(e)) for allo € S,(C) . 


Therefore, u,, ,-are well defined. It is obvious that u,, ,, are bounded Radon meas- 
ures. By (10), (x, 2’) mw,,, is a bilinear mapping of Z x £’ into M'(C). 
Proposition 1 shows that (z, 2’) y,,, is separately continuous. Thus, 
F has the property A), (1). 

For / € B™(C), x € E and 2’ € E’, we have 


(f[fdm,, zx’) = Sf diy, 2 . 


This shows that Ug, x = [ f dm,¢ E (see Proposition 2.). Hence A), (2) is also 
satisfied. To verify A), (3), let f ¢ B°(C), x € E and 2’ € BE’. By (10), we have 


Mig 22 = (Us, z, my) aa Cf dm,, ms’) ’ 
that is, for each o € S,(C) 


(11) Mug , 2.2'() _ (ff dm,, m* (a) . 











ve 
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On the other hand, we have 


(12) f- Me, 2’ (2) 2 if f fdp,e= J fd m,, x’) : 


By Theorem 2, <m,(0,), mi,(a)) = 0 if o,.\¢ = ® and hence <m,(o,),m‘,(c)) 
= <(m,(a,), x’) if o,¢ o . Therefore, 


(13) J tdim,, z') = ({[fdm,, my (a). 


Comparing (11), (12) and (13), we obtain f - u,,. = Mug, 2,2’: Inasimilar way, 
we obtain f+ 12,0 = Me, Ug , 2 . Since Ug , x= 1 dm, = m,(C) = x for all z, 
we deduce Ug , = J. Hence, A), (4) is also satisfied, so that F is a spectral 
family. 

As we remarked in § 2, 1°, 7’'m, is a weak 7'-measure for 7'x. Since weak 
7'-measures are uniquely determined by z, we have T’'m,= my,. Therefore, 


Bre, 2’ = (mre, 2’) = (T'm,, 2’) = (m,, 'T 2’) = wy, ‘re - 
This implies B), (5). Finally, we shall show that B), (6) is satisfied. We know that 
Ps (0) 2 = Us, 9,2 = { podm,= m,(0) 
for every o € S,(C). Let 6 be a compact set. Then 
S,m$= [zdm$(z) = [zd P¢(z) Ps(d) x. 
Hence (7'— S,)"m?= (7—{ 2d Ps (2))" P¢(d)z. Since m, is a weak 
T-measure, we have 
lim | (7 — S,)*mé, 2’)|™=0. 


n-—> oO 


Therefore 
(14) lim | (PJ #4Po(e)ts, 2)"— 0, 
é 


N—> oo | 
for all x€ Hy, x’ CE’. But Fy= {u2.}rces,2czy i8 a spectral family of 
£, with the corresponding spectral measure Pg,. By Theorem 5.2 of [8], (14) 
implies that 7,= 7|E, is a spectral operator on EZ, with the corresponding 
spectral family F,, so that sp(7',| Py, (c) £5) .¢ o for all compact set o. Since 
P¥, (9) Es= Esq, Ts|P¥,(6)Es= T\Ey= T,. Hence, 
sp(7's) = sp(7,|Px, (6) £,) £4. 

Thus, B), (6) is satisfied and Theorem 4 is completely proved. 

Combining Theorems 3 and 4, we can state as follows: 

“If E is a locally convex space which is separated, quasi-complete and barreled, 
then T € #(E, E) is spectral if and only if every x € E has a weak T-measure and 
every x’ € FE’ has a weak ‘T-measure.” 

5°. Let Z be quasi-complete and barreled as before. Suppose that 7 ¢# (EZ, £) 
is a spectral operator and that F = {u,, ,.} is the corresponding spectral family. 
We say that T' is a spectral operator of type n, if 


T= (AdPs(+N 
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with N"=0. Here, we assume that {Ad Pyg(A) exists’) and ¢€ #(E, EB). 
If n = 1, then T is called a scalar operator. 
If T is a spectral operator of type n, then 


(7 —fAdPg(d))*x = N*x=Oforallz¢eZz. 


Therefore, m,= Pg(.)z, x €H, are weak 7’-measures of type n and m/, 
='Pg(.)2’, x’ € BE’, are weak ‘7'-measures of type n. 

Conversely, suppose that 7 ¢ #(H#, Z) and that every x¢€ ZH has weak 
T-measure of type n and every z’ € E’ has weak 7-measure of type n. Then, 
by Theorem 4, 7 is a spectral operator with the corresponding spectral family 
F = {u,,,’}. Furthermore, for any compact set ¢, and for any z € E,= Pg(o)E, 
we obtain ‘ghar 4 A dPo()\" x= 0. Suppose, in addition, that {A dm,(A) 


exists for every x € E. Then, {Ad Pg(A) exists and ¢ #(E, £), since E is 
barreled. Therefore, N = T—fAdPg(d)¢€2(E£, £) and N*x=0 for all 
z€ Ek, U _ Be Since Z,, is dense in Z, we conclude that N*z = 0 for 


o compac 
all z € £,i.e., Ne 0. Hence T is a spectral operator of type n. Thus, we have 
proved : 

Theorem 5. Let E be a locally convex space which is separated, quasi-complete 
and barreled. Then T € #(E, E) is a spectral operator of type n if and only if every 
z.€ E has a weak T-measure m, of type n, every x’ € E’ has a weak *T-measure 
mi, of type n and [A dm,(A) exists for every x € E. In particular, T is a scalar 
operator if and only if every x € E has a T-measure and every x’ € E’ has a 
*T'-measure. . 

Remark. The existence of a 7'-measure for each x € EZ implies that { A dm,(A) 
exists for all 2 ¢ HZ. In fact, given x € EZ, we have fAdu,,. = /fadm,, *) 


= (Tm, (a), x’) for all x’ € E’ and o compact. Using the above relation, we 
deduce that /|A|d\u,,.|<0o for every 2’ €E and fAdu,,. =<Tzx, 2’). 
Hence, { Adm, exists and is equal to T z. 


§ 4. Convergence Theorem 
We obtain the following results concerning the convergence of spectral 
operators, as an application of the theorems in the previous section. Let E be 
as before, i. e., quasi-complete and barreled. 
1°. Let T € P(E, E£). For each 2’ ef, let ‘{a,(z’)}, = 0,1,... be @ sequence 
of positive numbers such that 


(1) lim a,(x’) = 0 

k-—->oo 
We say that m ¢€ M*(C; EZ) is a weak T-measure of class {a,(x’)} if it satisfies 
(2) \<(7 — 8,)*m?, x) * < a,(2’) 


for all k and for any compact set 6 ¢-C. 


") The existence of {Ad Pg(A) is understood in the following sense: There is an 
operator in #(E£, E) which we denote by {Ad P(A), such that (f Ad Pg (A)z, z’) 
= fAdu,, for all x€ BE, x’ € BE’. 
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We define the weak T’-measure m’ of class {a,(x)} for T’¢€ #(H’, E’) and 
m' € M\(C; EB’), in a similar way where, for each z ¢ E, {a,(z)} is a sequence 
of positive numbers such that lim a,(z) = 0 
k 


Proposition 6. Let T,, n = 1, 2,... be @ sequence of operators belonging to 
L#(E, E) such that 


(3) T,,-> T, T € L(E, EB), in the topology t,. 


(i) If for each n m™) is a weak T,,-measure of class a,(x’) (independent of n) 
such that 


(4) m")—» m, m € M(C; EB), in the topology o, 
then m is a weak T-measure of class {a,(x’)} . 
(ii) If for each n m'™ is a weak ‘*T’,-measure of class {a,(x)} (independent 
of n) such that 
(5) m'\")-+ m’, m' € M\(C; EB’), in the topology 0,, 
then m’ is a weak *T'-measure of class {a,(x)}. 
Proof. We shall prove only (i). The statement (ii) can be proved in a 
similar way. 
First, we remark that if 7, 7 in t,, then 7+ 7‘ in 1, for any positive 
integer 1. 
For fixed k(k = 0, 1, 2, ...), compact set 6 and 2’ € E£’; we have 
(6) | (7 bs S,)* m?, a’>|/* 
S (7 — S,)*(m?— m)*), x’) /* 
+ [<{(7 — 8,)* — (7, — S,)*] mi, 2’)|/* 
+ \<(7,.— S,)* mi)? x’>|* ° 
The last term is less than a,(z’) for all n, by hypotheses. We shall show that the 


first and the second terms of the right hand side of (6) tend to zero when n tends 
to co. We have 


|<(T — S,)*(m?— mm’), =) 
-| E-( ) T+8t-*(m?— mi), “| 


i=0 


< 5 (2) 18t-*mt— more, re2">) 


t=0 
Now let R be a positive number such that 6 ¢ {z | |z| < R}. Then, 
| S4-*(m?— mi™*, P42) < R*-4| (m — m, *T42')| 


+ 0 (n + co), by (4). 
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Hence | ((7’ — S,)*(m?— m)*), x’) + 0 as n + co. Next, 
KT — 8,)*— (T.— 2)*) mi)?, x’>| 


Z, (— 1p (5) (2*— Ph) Stémoms, 2’) 














k 
s2 (‘) | St-*«( T T') min)? «>| 


< ¥ (*)R-4qr— 79 me, 2')). 


t=0 
Since m™) + m, B = {m™) (a) | o € S,(C), n = 1, 2, ...} is bounded in Z. Hence, 


d(T! Te) mo, x’) < 4 sup |<(T'— Ti) m(0), 2°)| 
cE S,(C) - 
< 4 sup |((7*— 7%) z, 2’) 
ze€B 


+ 0 (n+ co), by (3). 


Therefore, ||<{(7’— S,)*— (T,,— S,)*] m™*, z’)|/*+0 as n-+co. Thus we 
obtain | ((7’ — S,)*m*, x’)\|'/* < a,(zx’) and hence the proposition is proved. 

Corollary. Let 7',, be a sequence of operators belonging to #(E, BE) such that 
T,—> T € LE, E) in the topology t,. 

(i) If for each n m™) is a weak T’,-measure of type k (k fixed) such that 
m\")-» m in o, then m is a weak T'-measure of type k. 

(ii) If for each n m’™) is a weak *T',-measure of type k (k fixed) such that 
m' )-» m’ in 0,4, then m’ is a weak *T-measure of type k. 

2°. Consider a spectral operator 7’ which can be written in the form 
T = S + N, where S is a scalar operator (see § 3, 5°) and N is a quasi-nilpotent 
operator (see [8]). If, for each 2 € HZ and x’ € E’, we are given a sequence 
{a,(z, x’)} ,.0,:,--. of positive numbers such that lim a,(z, z’) = 0, then we 

k—>oo 

say that the spectral operator 7’ is of class {a,(zx, x’)} if its nilpotent part N 
satisfies 


(7) ) |KN*x, x’)|'*¥s a,(z, 2’) forall x¢#, x’ ¢€E’. 


Theorem 6. Let E be a locally convex space which is separated and reflexive. 
Let T,, n=1,2,... be a@ sequence of spectral operators of class {a,(x, x')} 
(independent of n) and let F) = {u",.} be the corresponding spectral families. 
Suppose that 

(8) T7,>T, TE L(E, EB), in the topology Tp, 

(9) wy > Mz,2 im M(C) for all x €E, x €E’. 

Then T is a spectral operator and F = {u,,.} is the corresponding spectral 
family. If the Tare spectral operators of typek(k = 2 fixed) and if {\z|\d\u,, «| (z)>00 
for all x € E, x’ € E’, then T is a spectral operator of type k. If the T,, are scalar 

operators, then T is a scalar operator. 
. Proof. Let m% be the weak 7',-measure for x € EZ. Then u™",,= <m%, x’). 
Since £ is reflexive, there is an m,€ M'(C; E) such that u,,,.= <m,, x’), by (9). 
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Then mf? > m, in the topology 9 of M1(C; Z). Since the nilpotent parts N,, 

of T',, satisfy (7) for all n = 1, 2, ..., we deduce that, for each e > 0, 
{((N,/e)*z, 2’) | k= 0,1,...;n = 1,2, ...} 

is bounded, so that {(N,/e)*| k= 0,1, ...;n = 1, 2,...} is a bounded set in 

#(E, E). Therefore, for any bounded set B ¢ Z and for any 2’ € #’, there is 

a sequence {6,(B, z’)},~9,;,--. of positive numbers such that lim 5,(B, 2’) 


k->o 

= Oand 
(10) \<NE x, x’>|/* < b,(B, zx’) for all x € B. 

On the other hand, we know that 

(7.— S,)*my* , x’>(a) 
(11) = (7,—fzd Pg, (n) (z))* Pein) (o A 8) 2, 2’) 
= (N¥ Pom) (6) 2, 2’). 
Since {u%"..} n = 1, 2, ... isconvergent in M*(C), it is bounded in M*(C) for fixed 
x € E, x’ € BE’. Hence, from the equation uw, (¢) = (Pin) (a) x, x’), we deduce 
that B,= {Pgiq)(c) x | o € S,(C), n = 1, 2, ...} is a bounded set in Z. There- 
fore, by (10), we obtain 
(12) KNE Poin) (50 0) 2, 2’>|* < b,(B,, xz’) for all o €S,(C), 
n=1,2,.... Hence, by (11), we have 
|<(7, — 8,)*m*, x’) /* < 41/*b, (B,, x’). 

Taking a,(zx’) = 4"/*b,(B,, x’) for fixed xz, we see that m,n = 1, 2,... are 
weak T',,-measures of class {a,(z’)}. Hence, by Proposition 6, (i), we conclude 
that m, is a weak 7-measure (for x). 

Next let m3 be the weak ‘7’,-measure for z’. Since Z is barreled, there is 
an m,€ M1(C; EZ’) such that uw, ~= (x, mi) and m/{"— m/, in o,. By the 
equation (z, ('7,— S,)*m{”*) = ((T,— S,)*m*, x’) and by (12), we 
obtain 

<x, (*T,— S,)* m1!" < 41, (B,, x’) . 
Taking a,(x) = 4'/*b,(B,, x’) for fixed x’, we again see that m‘{", n = 1, 2,... 
are weak ‘7',-measures of class {a,(z)}. Therefore, by Proposition 6, (ii), 
m‘, is a weak ‘7’-measure for x’. Thus, by Theorem 4, 7’ is a spectral operator 
and F = {u, ,’} is the corresponding spectral family. . 

Now suppose that 7’, are spectral operators of type &. If {|z|d|u, |< © 
for every x € E, x’ € E’, then, using the reflexivity of Z, we may show that 
S = {zd Pg/(z) exists (in the sense of footnote ’)). Hence, by the corollary to 
Proposition 6 and by Theorem 5, we conclude that 7’ is a spectral operator 
of type &. 

If 7, are scalar operators, then it follows from (8) and (9) that (7'm,(6), x’) 
= [zdy,, for every compact set 6, x € Z, x’ € E’. Therefore m, is a T-meas- 

F : 


sure (for z). Similarly, we see that m/, is a ‘7’-measure for xz’. Hence, by Theo- 
rem 5, T is a scalar operator. (See the remark following that theorem.) Thus, 
the theorem is completely proved. 
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Das asymptotische Verhalten von Summen 
iiber multiplikative Funktionen*) 
Von 
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1. Eine Reihe von Fragen tiber Haufigkeit und Verteilung von Zahlen, 
die durch arithmetische Eigenschaften charakterisiert sind, laufen darauf 
hinaus, fiir eine multiplikative Funktion /(n) das asymptotische Verhalten 
der Summe 
(1) 2 i (n) 

nae 
fiir z-> co zu untersuchen. Da eine multiplikative Funktion durch Angabe 
ihrer Werte fiir alle Primzahlpotenzen bestimmt ist, kann es nicht tiberraschen, 
daB zwischen dem asymptotischen Verhalten der eben angeschriebenen und 
dem der folgenden Summe 


(2) » f(y) (p prim) 
Pst 


Zusammenhange bestehen (die Potenzen p’, y > 2, spielen wegen ihrer Selten- 
heit gew6hnlich keine Rolle). Wahrend jedoch bisher fiir die Untersuchung von 
Summen der Gestalt (1) meist spezielle arithmetische Eigenschaften der Funktion 
f{(n) bzw. funktionentheoretische Bedingungen tiber die erzeugende Funktion 
» {(n)n-* zum Ausgangspunkt genommen wurden, wobei sich dann nachtrig- 
lich asymptotische Beziehungen zwischen (1) und (2) konstatieren lassen, sind 
im folgenden gerade solche Beziehungen (Satz 1 und Satz 2 sowie Nr. 2.5) Ziel 
der Untersuchung’). Satz 1 betrifft nichtnegative Funktionen f(n) und eignet 


*) Von der Naturwissenschaftlich-Philosophischen Fakultét der Technischen Hoch- 
schule Braunschweig als Habilitationsschrift genehmigt. Die vorliegende Fassung stellt 
eine Umarbeitung dar. 

1) Devance [5, 6] kiindigt zwei Satze an, die wesentliche Teile von Satz 1 und 2 der 
vorliegenden Arbeit sind. 
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sich speziell zur Abschétzung von Anzahlfunktionen, wahrend Satz 2 sich auf 
komplexwertige Funktionen f*(n) bezieht und insbesondere zum Nachweis von 
Gleichverteilungseigenschaften solcher Zahlenmengen brauchbar ist, deren 
Anzahlfunktion sich mit Satz 1 abschatzen laBt. Einige Anwendungsbeispiele 
werden wir ausfiihren. 

Ein spezieller Fall von Satz 1 ist in einer friiheren Veréffentlichung des 
Verfassers [17] bewiesen. Die dort verwandte Methode, welche funktionale 
Eigenschaften der Reihe >’ /(n)n-* fiir reelles s heranzieht, wire auch zum 
Beweis der hier vorgelegten Satze brauchbar. Bei den im folgenden dar- 
gestellten Beweisen spielt dagegen die erzeugende Funktion (also die Laplace- 
Transformierte) keine Rolle, daher werden auch Taubersche Siatze iiberfliissig. 
Beriicksichtigt man, daB der Primzahlsatz (auch fiir Progressionen) nach 
A. SELBERG [14] elementar zuganglich ist, so ergeben sich fiir eine Anzahl be- 
kannter Satze elementare Beweisc. 


2.1. Bezeichnungen 
N = {l, 2, 3, . . .} set die Menge der natiirlichen Zahlen, 
PB = {2, 3, 5, .. .} die Menge der Primzahlen. 
Die Buchstaben n, p bezeichnen stets natiirliche bzw. Primzahlen. 
Eine Funktion f(n) heiBt multiplikativ, wenn 
(my, %) = 1 —~* f (my) = f(m,) f (m9) 
Abkiirzungen: 


M (x) = Zi () » Uz)= 2 I(m) logn , 
- 1 am je . 1... 
m(z)= 2 hn), TI(2) = HT (1+ 2) + 40 + ), 


Paz 


T(xz)= Sfp), P(x) = DY f(p) logp. 
Pst Paz 


Wenn neben { andere Funktionen },, }, {*, . . . betrachtet werden, so werden die 
zugehdrigen Bildungen M, m, I] usw. mit dem entsprechenden Index versehen. 

Rz ist der Realteil von z. 

© darf fiir jede Funktion (von einer oder mehreren Variablen) geschrieben 
werden, die in dem betrachteten Bereich |O| < 1 erfiillt. Verschiedene O werden 
nur gelegentlich durch Indizierung unterschieden. Fiir f = (1 + 0(1))g wird auch 
f ~ g geschrieben. 

w(n) bezeichne die Anzahl der Primteiler, Q(n) die Anzahl der Primfaktoren 
von n; fiir n = pt. . . p% ist also w(n) = r, Q(n) = a, + +++ + @,. 

2.2. Satz 1: Ist {(nm) multiplikativ, 

f(n)=>O fir n=1,2,..., 

(3) PS nyz mit y< -! fir v=2,3,..., 
(4) 2 f(p) = ( + 0(1)) be 
80 gilt fiirz+coo ?=* 
5 as 
(5) E i (n) (52* ot) = 7 


naz 











worin C die Euler-Mascheronische Kensiente ckss 











er wr S.—Ss (iw 








Summen iiber multiplikative Funktionen. 77 


Das Produkt in (5) léBt sich leicht weiter auswerten : Wegen (3) konvergiert*) 
1 
-> 1) Mp) , f) . ...\L 


Pp 
also ist fiir 2 — co 


1 
IT(zx) ~ Perse oT 
Wegen 


1 e. ry es r TW) T(z) 
2 plo= [eto = [ FPras 22 
0 1 


z » 
_ ft 
= [ae + (1) 


1 


nimmt die Behauptung dann die Gestalt 


i TH t-* dt 





(5') Zh) = (Fey + 0) jag’ 


an, in der sie dén iui Zusammenhang von 5’ /(p) und 5; /(n) am 
besten beleuchtet, waihrend (5) strukturell aufschluBreicher ist. 

Satz 2: f(n) erfiille die Bedingungen von Satz 1, auferdem t + 0. {*(n) 
sei eine weitere multiplikative Funktion, 








(6) lf*(n)| S f(m) (n= 1,2,...), 
(4*) Z f*(p) = (e* + ol) eS (z+ =), 
und os golte . 

a fr) , HP. ...)). 
CO) Ms Eg EER +++ mol (ts Eh 4 Beers 
dann ist 
(8) x f*(n) = o( p i(m)) ; 

ns nsz 


e Bedingung (7) l48t sich in eine rechnerisch iibersichtlichere Form 
bringen. Zunachst ist sie natirlich erfillt, wenn fir irgend eine Primzahl p 
*(p) , f(P*) 

1+ Ps + ? + 

ist. Lassen wir diesen trivialen Fall auBer acht, so erkennen wir aus 


ee | 


IT*\ ) eves? — ¥ yp) + const + 0(1) 
ak = 
sofort die Aquivalenz von (7) mit 
(9) LD UP)— Rf*(p)) = 
P 


*) J p-* f(p)* ist konvergent; s. Hilfssatz 1. 
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Ist t* +t, so folgt (9) und damit (7) aus den iibrigen Voraussetzungen: 
Wegen (6) ist ja |r*| < t, also Rr* < 1 falls r* + 1. (4) und (4*) liefern dann (9) 
durch partielle Summation. 


2.3. Beweisskizzen 
2.3.1. Der Beweis von Satz 1 gliedert sich hauptsichlich in zwei Schritte: 
Im ersten Schritt (Hilfssatz 2) wird die Formel 


(10) FS tmy~ 22 fo 


nse log x nsx ed 


‘ ; 2 . 1 
bewiesen, durch die unser Problem auf die Untersuchung von * = f(n) 
nor 
reduziert wird. Der Beweis beruht auf einer Umsummierung, die im einfachsten 


Fall, (f vollstaéndig multiplikativ) sich kurz so darstellt: 
loge SY f(n)~  (n)logn 


ee 7 ee 7 


= J f(n) XY logp 
use p*|n 
(11) = Di ft(m) D f(p’)logp (n= mp’) 


msz z 
rs 


on z fz) 
= E Hm) («= + 0(=)) 
f(m) 
~tz) ——. 
a 
Hilfssatz 1 zeigt, daB die Funktionswerte bei den Primzahlpotenzen 
p’, v= 2 nur Restglieder von untergeordneter GréBe hervorbringen, so daB 
die vorgefiihrte SchluBweise unter den allgemeineren Bedingungen von Satz 1 
brauchbar bleibt. 
Der zweite, tibrigens schwierigere, Schritt hat die Formel 


12 oe oe saree 14 JM), MP)... 
(12) ize * rare ff t ee 


zum Ziel (Hilfssatz 6). Wie in [17] vom Verfasser an einem Beispiel aus- 
gefiihrt ist, kann man dies Ziel folgendermaBen erreichen: 
Aus (4) bestimmt man das asymptotische Verhalten von 


Qi(p)p* fir s>+1+, 


daraus das gleiche fiir 3’ {(m)n-*; es ist namlich 
2 Zi (p)p-* 
E f(n)n-*~ Pe? (s-+1-), 
n 


und schlieBt dann mit Hilfe eines Taubersatzes von Harpy und LirrLewoop 
auf den Verlauf von 3’ /(n) a 
n 


nsz 














ID 
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Um den Gegenstand jedoch besser zu durchleuchten, soll (12) ohne Zu- 
hilfenahme der erzeugenden Funktion »; f(n)n-* bewiesen werden. Dadurch 
n 


eriibrigt sich auch die Anwendung eines Taubersatzes. 
Auf den ersten Blick erkennt man, daB beim Ausrechnen von 


Iz) = I1(1+ + Me...) 
Paz P P / 
alle Summanden von 


m(z)—= J M0 
nex 
und noch betrachtlich mehr auftreten. Dagegen ist nicht so leicht zu erkennen, 
daB der UberschuB gerade durch den Faktor e~°'J"(1 + t)-! kompensiert 
wird. Der Beweis setzt bei kleinen Dichten an, wo Formel (12) das iibersicht- 
lichste AuBere hat: fir r-> 0 ist namlich e@*J"(1 + rt) = 1 + O(t*). Dem- 
entsprechend behauptet Hilfssatz 3: Fir 0< 1 < 1, und z 2 2, ist 


(13) m(x) = (1 + 2Or*) [7(x). 


Wie gesagt, ist natirlich m(x) < J](x); es verbleibt, J7(z) nach oben ab-. 
zuschatzen. 
X sei groB und zunachst fest. Man erklare durch 


f(p”) far ? =X, 


i(p) = . 


Tl) ae 


eine neue multiplikative Funktion /(n) und betrachte 
1 
m (x) = Zz =F (n). 
ee 7 
Offenbar ist 

(14) m(X) = m(X), Mc) = [](X). 
In einer gewissen Naherung gilt 

y UO nay ns t logz fiir = xX 

pax P t log X z=X. 
Dies 14Bt sich ausnutzen, um (2x) analog (11) umzuformen (i statt j(n)) : 
Man erhilt 
py ie) lognat $0") jog * ~ clog X re, 


m m 
usz x z 
y <msez as YT 


was nach partieller Integration tibergeht in 


z 


(15) m(x) logx ~ f M(t) dlogt + t fm (t) dlogt . 
1 oll 


x 
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Ware dies eine wirkliche Gleichung, so knnte man (zx) hieraus bestimmen : 
Differenzieren und ,,Auflésen‘‘ der entstehenden Differentialgleichung wiirde 
auf 


a(x) _ m(X) 
(16) Tog? ~~ log'X + fa (x ) aime Tog t 


fiihren. Wegen (x)= 0 fiir x< 1 lieBe sich damit m(z) rekursiv in den 

Intervallen [1, X], [X, X?], . . . berechnen. Aber abgesehen davon, daB es sich 

eben nur um eine Naherung handelt, scheint es auch schwierig zu sein, aus (16) 

den Grenzwert 7 (co) zu entnehmen. Wir verfolgen daher den Ansatz auch nur 

bis zu dem durch (13) gestellten geringeren Ziel. Zundachst liefert (15) fir « = X 
x 


(17) / i(t) dlogt ~ ;— m(X) log X. 


Wird dies fiir x => X in (15) eingesetzt, so folgt, da (x) monoton wachst, 


x 
(zx) log = = m(X) log X + f +t f 
X 
s 4 m(X) log X + (2) (log X + tlogX). 


Das ,,Hauptglied“ m(zx) logz hebt sich aus dieser Ungleichung fort und es 
bleibt nach Kiirzen durch log X 


(1 —t*) m(z) 2 m(X) 


LaBt man hier z > co streben, so folgt wegen (14) das gewiinschte Ergebnis. 
Die Berechtigung dieser Naherungsrechnung mu8 selbstverstandlich die 
Durchfihrung erweisen. 

Um von (13) zu (12) zu kommen, zerlegen wir die Primzahlmenge f in eine 
groBe Anzahl r von Klassen &,, ..., £,, auf denen f(p) kleine Dichten t, hat 


(z. B. alle t, = +) , das soll heiBen 


l ; 
Z. Hp) 8? ~ x, loge, 
lee 


ordnen jeder Klasse eine Funktion 


~ pes, 
f,(n) = “© a pes, 


zu und wenden (13) auf die daraus gebildeten Ausdriicke m,(z) und IT, (x) an: 


(18) m,(x) = (1 + 201?) IT, (z) (x > 2). 











me i A 


ie 


1e 
at 
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Aus den m,(z) erhilt man m(z) als Faltprodukt, z. B. fir r = 2: 


_ tm) _ film) fam) 
— ° mice Bem 


a0) (a) 


- fm ($) am,(t). 


Um dieses Faltprodukt asymptotisch auswerten zu kénnen (Hilfssatz 5), 
zeigen wir in Hilfssatz 4 





(20) m(y) ~ m/z) (=28%)" fir r+o,2*soysr. 


Damit geht (19) tiber in 


z log % 
miey~mitermaiey | (EE) o( tet)" 


1 











= m,(2) mia) [ (1—wyrawe (u= me) 
0 


ra+ I(1 + 1) 
= my (2) my(2) 7G PO te 





Entsprechend erhalt man fiir das r-fache Faltprodukt, wenn alle t, = < 
genommen werden, 
r(i+ = 
r 
m(x) = Tiss ™ (2) os. (2). 


Wird hier (18) eingesetzt und Il IT,(x) = IT (x) beachtet, so folgt 
e=1 





r\r 
m(x)~ (1 + 20 =) and § IT(2) . 


Fiir r + co folgt dann leicht die Behauptung (12). 
Der Beweis von (20) stiitzt sich auf die Beziehung (17), die wir mit z 
statt X jetzt so lesén 


z 
1 
[me dlogt ~ Taz (2) logz (x—+ oo). 
i 
Im iibrigen sei deswegen auf die Durchfiihrung verwiesen. 
Statt (20) kénnte man schneller’. 


IT(y) (728 
I(x) ~ \logz 








J (@>0, 2s ys 2) 


Math. Ann. 143 6 
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zeigen: 
log [7 (x)—log IT(y)= = fe) “y 
varsz 
v<pse ! 


= (t+ as. [loglogt]) + o(f, - 

he log x y 

= log (528 +o(l). 
Man muB die Faltung dann aber mit der gegeniiber (20) schwacheren Ab- 
schatzung 





m(y) ~ (1 + 26%) (282) II (z) 
durchfiihren 


2.3.2. Zum Beweis von Satz 2 wird zuerst (Hilfssatz 2*) 
(10*) Z P= Tay 2, lm) + 0( Z tem) 
Y nse nsz 


gezeigt, was in sttieiie und Beweis analog zu (10) ist; nur ist in allen Rest- 
gliedern f statt /* zu schreiben. Das Restglied o (age Z. f (eh , das zunachst 
ebenfalls auftritt, 148t sich nach Satz 1 als o o( by io) schreiben (unter 


asc 
anderem hierfiir wird t + 0 gebraucht). 


Als zweiter Schritt bleibt 
(21) eee eel 2 oe) 
nse 7 ase 
zu zeigen. Nach Voraussetzung (7) ist fiir geniigend groBes X 
\J7*(X)| = ell (X). 


Bildet man nun je zwei neue Funktionen },, /?, f,, fF: 


{*(n) = 4 \(n) wenn p|n—~psxXk 
sonst , 
{*(n) wenn p|n~p>X 
(*) | 
Kem = , 


so ist m(*)(x) ‘das Faltprodukt aus m{*)(xz) und m{*)(z). Da m{*(z) 
gegen /]*)(X) strebt, ist mf(x) fiir groBe x klein gegen m,(zx), und dies 
iibertragt sich auf die Faltprodukte m*(z) und m(z), womit (21) gezeigt 
ist. Die einzige Schwierigkeit besteht bei der Durchrechnung darin, fiir be- 
liebiges festes Y 


ms (j) ~ me(2) fiir 2—+0o 


zu zeigen. Dies folgt aber sofort durch Anwendung von (20) (Hilfssatz 4) 
auf f,(n). 





~age 











(x) 


igt 
be- 








a 
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2.4. Anwendungen 
2.4.1. © CP habe die Relativdichte x >0, d. h. 


x 
21 ~ T oge (z+ 00) . 
pet 


Eine multiplikative Funktion /,(n) werde durch 

pet 

pet, 

definiert. Dann ist 7'(x) die Anzahlfunktion von £ und M,(zx) die der Menge 
M, = {n; f(m) = 1}. 


Die Voraussetzungen von Satz 1 sind erfiillt, und man bekommt mit der an 
den Satz angefiigten Bemerkung 


fo(p) = "wenn fo(p’) = 0 oder = 1 beliebig fiir y = 2,3,... 


1 
gy S pstpet p 
° T(r) logz ; 


M,(x)~ P 

Danach hangt das asymptotische Verhalten von M,(z) im wesentlichen 

von & ab, und die willkiirlich gelassenen Werte /(p”) beeinflussen nur die 
Konstante P,. So erhalt man durch Spezialisierung z. B. die Mengen 


M, = F° = {n; p|n—~ pes} 


mit 
a3. 1\-1 
P,= IIe ? 1—=) ‘ 
F pet ( P 
M, = {n; nk-frei, p|n —~ p € LT} 
mit 
Py= P, H(1—). 
pet p 


Man sehe hierzu DELANGE [2], Lanpau [9, 10], Wirsrne [17]. 
Analog lassen sich die im Falle M, = N klassischen Summen 


Tem, Sen, Fe 
nse nSz nSz 
nEM, nEM, neEM, 

behandeln. 

2.4.2. n durchlaufe M, (siehe 2.4.1.). Dann sind w(n) und Q2(n) gleich- 
verteilt mod m. Spezialfalle ({ =) siehe S. SetBere [15], S. Prtvar [12], 
S. Rao [13]; allgemeiner DELance [2]. 

Es werde also 

M, = {n; n EM, w(n) = r modm} 

untersucht. 

Mit |e| = 1, e+ 1 setze man f*(n) = /(n) e*™. Wegen /*(p) = ef (p) ist 
t* = et +7 und nach der Bemerkung im AnschluB an Satz 2 folgt 
(22) 2d €?") = 0(M,(z)) - 


ee 4 
NEM, 


6* 
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~ durchlaufe nun die m-ten Einheitswurzeln. Mit der bekannten Formel 


eu ™ enn? = 9 modm 
m=l 0 8 +0 modm 


. erhalt man aus (22) 
M,(2)- Fi-| F Lew 


a" ae 


1 
—— -¢ {n) 
- oy : Chg 
sou, 


M,(x) + o(M,(z)), 


a 
"a 
also 

M,(2) ~ + My(2). 


Der Beweis fiir 2(n) verlauft ganz genauso. 
2.4.3. Es sei 


M, = {n;n EC My, w(n) = 17, modm,, Q(n) = r, modm,} 


und (m,,m,)=1. Dann ist M,(x) ~ amy Mol), d.h.w(n) und Q(n) sind 
simultan modm, bzw. modm, gleichverteilt. 

Beweis: Man setze f*(n) = e?e?™f,(n) mit ef=ef*=1. Es wird 
{* (p) = &£2fo(p) also t* = €,e,t. Da (m,,m,) = 1 ist, wird t*=T nur fir 
€, =.€, = 1. Weiter wie oben. 

\Bei Detance [2], Theorem 10, 20, 32 fehlt versehentlich die Bedingung 
(m,, m) = 1.) 7 

2.4.4. « sei reell irrational, n durchlaufe M,; dann ist « w(n) mod 1 gleich- 
verteilt, ebenso « 2(n). (Fir spezielle £ bei DELancE [4].) 

Zum Beweis geniigt es, das Weytsche Kriterium zu bestatigen: 


dD etztero(n)— o(M,(z)) fiir r>oo,o=1,2,.... 
naz 
nem, 
Das ist aber mit ¢ = e2**¢* in (22) enthalten. 

2.4.5. Entsprechend erhalt man folgendes Ergebnis von Erpés [7] (siehe 
auch DELANGE [3]): y(n) sei additiv, w(p) = o(1) (p> , p € DP), 
Dev = oo. Dann ist p(n) gleichverteilt mod1. Zum Beweis betrachte 
man f(n) = 1, /*(n) = e®**e¥™. Da 1 — cos(2 xo y(p)) = const p(p)* ist fir gro- 

‘ ‘ 1 1 ; 
Be p, divergiert J’ — ({(p)— Rf*(p)) = L' = [1—cos(2xey(p))]. Also ist 
>» f*{n) = o(2z) fir o = 1,2,... 


nse 
2.4.6. Wie muB ¢& beschaffen sein, damit M, auf die primen Restklassen 
modm gleichverteilt ist ? 











l= 
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Es sei (r, m) = 1 und 


M, = {n;n EM, n =r modm}, 
¢ habe wieder die Relativdichte rt. 

Man wird natiirlich erwarten, daB es hinreicht, £ modm gleichverteilt 
anzunehmen. Tatsichlich geniigen schwachere Voraussetzungen, wie wir 
zeigen werden. 

G,, sei die Gruppe der primen Restklassen modm, R sei die Menge der 
Restklassen 7 mod m, fiir die 

a 


pet 
p=rmodm 


ist, (R) die von RN erzeugte Untergruppe in G,,. Dann gilt der folgende Satz: 
Existiert fiir jede prime Restklasse die Dichte 
t, = lim es ah ae & 
2+ p=rmodm 
Pz, pet 
und ist (R) = G,,, so ist fiir jede prime Restklasse f 
é » Matz) Ho 4 Heh, ..)°%, 
Mihm  & A >(m) il (1+ > + et ; 
NSz,NEM, 
M, hat also auf allen primen Restklassen die gleiche Dichte. 
Beweis: x durchlaufe die Charaktere modm. Fiir (n, m) + 1 sei x(n) = 0 
gesetzt. 1(n) sei der Hauptcharakter. Wird Satz 1 auf /,(m) = 1(n) f,(n) 
angewendet, so folgt sofort 


‘ flr) fe), 
Z ln) M,(2) IT (1+ vy Ae ). 
ne 


Nun sei y + 1 und /*(n) = f,(n) x(n). Die Dichte 
t, = lim “8 SF p*(p)=lim FS (r= felp)= E x("It, 
Pat mod m rmod m 


=z—> 0 tor S Pat 
p=rmodm 
existiert. In R gibt es eine Restklasse 7,, fiir die y(r,) + 1 ist. Anderenfalls 
ware x(r)= 1 auch fir alle * € (RN) = G,,, also y¥ = 1 entgegen der Voraus- 
setzung. Daraus folgt 


Lie—BP@)2 FL L0—Ryz(r))= ©. 
p pet Pp 


p =r,modm 
Damit ist Satz 2 anwendbar und liefert 


d x(n) = o(M,(z)). 
ne, 
Nach der bekannten Formel 


=| 











gy (m) n=rmodm 
n+=rmodm , 


Dy x") x(n) = {3 
z 
6a 
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erhalt man nun die spas 


a —— Sx (r) 2. x(n) 
- ~<a 2 
n=rmodm nem, 


» 1(n) + o(M,(z)) 
nem, 


a M,(x) 1 fo(P) fo(p*) > ie 
imy LZ (I+ a, Fas ). 


aa 


2.4.7. Es fallt leicht, weitere Aufgaben zu stellen, die sich in dieser Weise 
lésen lassen. Beispiele sind bei OsTMANN [11] in den FuBnoten S. 23, 45, 66 zu 
finden. Diese Saitze waren vom Verfasser urspriinglich mit Hilfe des Tauber- 
satzes von IKEHARA bewiesen worden. Die vorgesehene Verdffentlichung er- 
iibrigte sich dann durch die Arbeiten von DELANGE [1, 2], der eine groBe 
Anzahl derartiger Ergebnisse mit der genannten Methode ausfiihrlich beweist. 
Will man die Satze auf dem hier ausgefiihrten Wege gewinnen, so hat man den 
Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen und die Beziehung 

1 
~. Pp v(m) 


p=rmodm 





log logx + const + 0(1) (2 — ce, (r, m) = 1) 


vorauszusetzen, die beide elementar zu beweisen sind). 


2.5. Erweiterungen 

2.5.1. Eine Mittelstellung zwischen den Satzen 1 und 2 nimmt der folgende 
Satz ein: 

Satz 3: f und {* mégen die Bedingungen von Satz 1 und Satz 2 erfiillen, 
ausgenommen (7). Statt dessen gelte 
(23) |J7*(x)| 2 ys lI (x), ys>0 
Dann ist 

M*(z) ~ Gan Weer = IT* (x) . 

Nach der Bemerkung bei Satz 2 ist hier tr = t*. 

Diesen Satz braucht man z. B., wenn man in Anwendung 2.4.6 auch den 
Fall (N) + G,, betrachten méchte. 

Zum Beweis kann man, auBer bei Hilfssatz 3, dem Beweis von Satz 1 
folgen und dabei in allen Restgliedern die ungesternten GréBen benutzen. Der 
Beweis von Hilfssatz 3 148t sich nicht in dieser Weise tibertragen, weil er die 
Monotonie von m(zx) benutzt. Man erhalt das entsprechende Resultat aber 
schnell so: Denkt man sich //* (x) und /7 (x) ausmultipliziert, so sieht man, daB 


|I1* (x) — m*(x)| S I(x) — m(z) 
= wadig (0<t< T,, x => 2%) 


, log p 
3) Suap 16 | ta ——- = ] ov 
) Suaprro [16] zeigt elemen ‘2. P) sim) jog x + O(1). 
per 




























er 


er 


.B 


die Zahlen zx = 1 zulassen. 
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ist, also 
m* (x) = I1*(x) + 207? IT (x) . 
Auf die geschilderte Weise erhalt man 


-Cr 
m* (x) = es) (J7* (x) + o({1(x))) (rt <0) 


und 


M*(x) = a 


Nach (23) ist nun o(/7 (z)) auch o(|J7*(z)|), also 





(m* (x) + o(m(zx))) . 


ect 
m* (zx) sad Tarn (2) . 


Vergleicht man dies mit Hilfssatz 6, so folgt fiir groBe x 
|m*(x)| = (ys—e) m(z), 


so daB man fiir o(m(z)) auch o(|m*(x)|) schreiben darf. Man erhilt also 


eC* 


Tz 
M"(2) ~ Joe ™*(*) ~ Tey loge 


IT* (x) . 


2.5.2. Lapt man n statt der natiirlichen Zahlen die Zahlen der Form 


to 


. 1 
II p” mit %=0,1,1+7,1+¢+°° 


durchlaufen (k fest) so gelten fiir multiplikative Funktionen iiber diesem Bereich 
die Satze ganz entsprechend. Abgesehen von Trivialititen (> =1+ + statt y => 2) 
kénnen die Beweise wortlich tibernommen werden. 

Daraus 14Bt sich z. B. die Anzahlfunktion der Zahlenmenge asymptotisch 
bestimmen, deren Elemente nur Primteiler aus einer Menge £ ¢ YB der Dichte t 
enthalten und jeden Primteiler mindestens k-fach. Diese Abschitzung fiihrt 
HornFECK [8] auf dem zu [17] parallelen Wege durch. 

2.5.3. SchlieBlich kann man von den zahlentheoretischen Funktionen zu 
Funktionen einer reellen Veranderlichen tibergehen und als Argumentbereich 


Satz 4: 7'(x) sei monoton wachsend, T(x) = 0 fiir x< 1, und 


Tz 


T (x) ~ logs (t+0,2-00). 
M (x) sei durch 
oo ft-s adT(t) 
fe*dMij=e (s < 1) 
0 


und M(x+) = M(x) definiert. Dann ist fiir x + oo 


x 
ani ft-'dT@® 
e Cr 0 i 


Tx my z 
a= ies | 4MO~ FS er? 
0 
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Die Laplace-Transformation kann dabei rein formal aufgefaBt werden: Man 
setze T(x) = T(z), 


0 z<l 
y(2) = {7 tar 


Parte) f 74(Z)ar= [7.(Z)aro, 
0 1- 


M(x) = Ear T,,(z) . 


Die Integrale kénnen an héchstens abzahlbar vielen Stellen x durch ge- 
meinsame Unstetigkeitsstellen von Integrand und Integrator sinnlos werden 
(alle 7',,(z) wachsen monoton!). An diesen Stellen soll 7, ,(z) = T,43(z+) 


CO n “oo 
sein. Da (/ rare) = f t-*dT,(t) ist (s > 1,n = 0,1, .. .), stimmt diese 
0 0 


Definition von M (x) mit der zuerst gegebenen iiberein. 
Der Beweis ist wieder parallel dem von Satz 1, nur einfacher, weil der 
stérende Einflu8 der Primzahlpotenzen fehlt. Statt der Klassenzerlegung bei 


Hilfssatz 5 und 6 betrachtet man hier einfach die Funktion = T(t) mit der 
Dichte = . Das Analogon zu (11) ist hier die Identitat 


fretaato = fae(§ ) ao) 
mit 
(x) = f logtd T(t) . 
Ebenso lipt sich ein Seitenstiick aes aufetellen; die Bedingungen fir 


x 


T*(x) sind dabei T*(2)~ ~~, |P*(x,)—T*(2,)| < |T(x)— Ta) 
frre — RT*(t)) dt = c, die enon M* (x) = o(M (z)). 
; , : 

2.5.4. Wir betrachten wieder a Funktionen f{(n). Hat T(z) 
allgemeiner als bisher die Gréfenordnu 

T (x) ~ t——— akgs (a >0) 
(bzw. B(x) ~ t2*), 80 fiihrt die Transformation f,(n) = n'-*f(n) auf die alte 
Gréfenordnung zuriick: Partielle Integration liefert 
T(x) ~ +. 


War f(p’) S y, y,p"*— fir » > 2, y,< 2, so'ist Satz 1 auf f,(n) anwend- 
bar und liefert 


2 
{ TiO t-* dt 


—Cr 
M, (2) ~ = ™ (2) ~ Fy Togs Pa 
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Entnimmt man daraus zuniachst 
t - 
M, (t) = 0 (saz m(z)) fir t<z, 
t. 
M,(t)~ —M,(z) fir es t<z 
(gleichmaBig in t), so kann man leicht zuriicktransformieren 
M (x) = x*— M,(z) + (l— a) f Myo t*-2 dt 
i 


= g*-1 +f 0 om, (2) dt + (1—a + 0(1)) 2) t*-ldt 
. F (or / 





loge 
+ o(1)) z*~1! M, (zx) 





a 1 
= 2-1 My (2) + O(jogrraz m(2)) + ( 
1 
~ = xt M, (2) 
z 
—Cr ft'dT,© 
I(t) alogz 


ce - ip) , fr") 
M2) ~ Tey cogs HT (1+ + Ge +): 


Zum gleichen Ziel kommt man mit der Substitution 7 (x) = 7,(z*), wobei 
man f{(n) = /,(n*) als Funktion tiber dem Bereich der n*, n = 1, 2,... be- 
trachtet. 

2.5.5. Auch auf den Fall 


T(2)~ oz +B >l1, «+0 
lapt sich die Methode mit einigen Modifikationen anwenden. 
Die Hilfssitze 3—6 eriibrigen sich hier, weil { 7 (t)t-*dt konvergiert. 


i 
Unter geeigneten Bedingungen iiber /(p’) (vy > 2), etwa (3), folgt dann, daB die 
Grenzwerte J] (co) = m(co) existieren. Das Analogon von Hilfssatz 2 lautet hier 


(24) M (2) ~ Tats ™(~) , 





Die Ergebnisse fiir beide GréBenordnungen, B = 1 und 2 1, lassen sich, 
wie man sieht, in einer Formel zusammenfassen: 


-Cr 
(25) M(x) ~ T(x) m(z) ~ T(z) M2) razz 

(Fir B >1istr = 0!) 

Der Beweis von (24) gelingt zunachst nicht parallel zu dem von Hilfs- 
satz 2. Wenn man aber vorweg 


a0 wee) = 05) 
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zeigt, fallen diese Schwierigkeiten weg, indem sich 
Ds i(n) 0 (=) (0<6<1) 
wacnset ad 
als Restglied erweist. 
Man setze, um zu (26) zu kommen, 
U,(z)= df (py) -- - (mp) - 

ry eee 

py’... ryt sz 
Nach Voraussetzung ist mit einer geeigneten Konstanten K 


” 


Kx 


Us(2) S Ff ogay? 


fiir alle x > 1. Wegen 
U,(z)= J Ui-1 (=) "” 
2) = 2 Ura(S ie 
148t sich U,,(x) durch vollstandige Induktion abschatzen; man erhalt dabei 


Kkx 
Ux(2) Sp hogee (ZN, 
mit einer neuen Konstanten K,. Da jedes Potenzprodukt von k verschiedenen 
Primzahlen in U, genau k! mal gezahlt ist, wird nun 


M(x)=d' ZX f(n) 
k=0 ngz 
a(n) =k 
<14+ 5 7,Upl2) 
k=1 


xr 


ie eS eS - 
1+ (L + log x)? x kt KY 


z 
=0 (jogs) 


2.6. Es sollen noch einige Fragen formuliert werden, die vielleicht einer 
weiteren Untersuchung wert sind. 
2.6.1. Was laBt sich fir 


T (x) 


a 
=sS 


x , 
~ Tog? mit B<l 
tiber M(x) und m(zx) aussagen? Heuristische Rechnungen lassen 
1-—, 
iogm(x) ~ (log x)2-? 
erwarten. Méglicherweise braucht man in diesen: Salle ganz andere Methoden. 
2.6.2. Die Relation (25) 
M(x) ~ T(x) m(z) , 


die sich fiir 8 = 1 uud § >1 ergeben hat, kénnte wohl auch fir 8< 1 noch 
gelten; vielleicht sogar unabhangig von speziellen Vergleichsfunktionen, wenn 
man 7'(x) geeignete Schwankungsbedingungen auferlegt. 
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2.6.3. Da fiir gegebene Funktionen {(n) die Frage schwierig zu sein pflegt, ob 





t= lim logz T (x) 
zZ@-—> 0c x 
existiert (Primzahlsatz!), ware es von Interesse, diese Voraussetzung bei Satz 1 
und Satz 2 abzusechwachen. Speziell: Ist Satz 1 schon richtig, wenn statt (4) nur 


(27) > 1®) jog p = (t + 0(1)) logz 
paz P 


verlangt wird? Oder welche Zusatzbedingungen braucht man? Da die Hilfs- 
sitze 3—6 tatsachlich nur (27) voraussetzen, bleibt zu untersuchen, ob sich 
Hilfssatz 2 schon mit (27) beweisen laBt. 

Entsprechende Fragen betreffen t*; um so mehr, als t* in den Behaup- 
tungen gar nicht auftritt. Fir /(m) = 1, {/*(n) = n‘ ist andererseits t = 1 und 
» f*(p) wer. = O(1) = o(logz), ohne daB M*(x) = 0(M(zx)) wire. 
par 

3.1. Beweis von Satz 1 

Fiir das folgende sei vorausgesetzt: f(n) = 0, (3) und (4); fiir die Hilfssttze 3—6 
sowie (32), was fiir Hilfssatz 3 gebraucht wird, setzen wir statt (4) nur (27) voraus. 
(27) folgt aus (4): 


Z ip) “8? mS 8 T(t 


Paz 
i 


= 28 7 T(x) + [r0 —— dt 


dt 


= O(1) + | lod o(1))5 
i 
= (rt + o(1)) logz. 
Ebenso sieht man, daB 
(x) = (rt + o(1))z 
mit (4) gleichwertig ist. 
Hilfssatz 1: Es gelten folgende Abschitzungen: 


(28) >» fp") logp” = ofr), 
pst 
¥22,P 
(29) , Py f(p”) f(p") logp* = o(x) , 
v1, nz lp 
(30) - F <o, 
vz2 
P 
(32) z bi. fe log p" = o(logz) . 


=z 
21 wei 
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Beweise: Es ist 
D ip’) i(p*)logp < loge DY fp") f(r") 
tess p’te#sa 
“meet: @° + ; 2): 


vsepe=l vse=lwe22 *22,022 
Davon ist 


27 5 ler s ( £ t0))'= 0 (az): 
j = ZX ip) a Vie 


v=lyw22 paz z 
1 4s hosp 
logs 
= O(logx) SY f(p) v2.8? 
Psat 





log ys 
(33) =Ollogz) D' f(p)x “er , 
Psat 


sz ff wnt 
22,422 OS® wus oes 
logz 


= O(log*z) )’ 2 eR 
Pst 





106 ¥0 
(34) = O(log*z) D' x oer . 


rst 


Die Summen (33) und (34) sind O(z*) mit «< 1. Fir p= +3 ist namlich 








log ys i 
logp = 2° “iso 
log 7s 1 5 
Dd f(p)x er <2? Z 1) =-0(e*), 
YisPasz pet 
log Ys 3 
D> «er <zxt 


In den restlichen Summanden p< +3 sind wegen y,< 2 < p die Exponenten 
kleiner als 1. Insgesamt folgt also (29). (28) erhalt man ebenso. 
Zu (30): Aus (4) folgt 


10) (ad) 


E10 - 24000 stge)=9( f aur #0) 


Damit wird 





Dieses Integral konvergiert, wie man durch partielle Integration sieht. 











en 
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Aus (27) kann man offenbar nur /(p) = 0(p) schlieBer. Das genuigt aber, um 
f (py ee f(p) saan 
a <> er = dio (A?) togp) = 0 (log z) 


Paez Pat 
zu beweisen. Das ist das Hauptglied von (32). Der Rest besteht aus 


f(r) y\" 
Zz sz% loge © wr: (7*) 





tne * 
- 20 (tf iu)= (9) 
< co 
und 
2, <Ziep Z wA(2y 
v22,422 
-Fo( 
< oo. 


(31) folgt ebenso. 
Hilfssatz 2: Fiir x- © ist 


M(x) =(r+ 0(1)) togx ™(2) ; 
Beweis: Es ist : 


Uz)= ¥ 7(n)logn= F fin) SF logy” 
nsz ns pr intien 


= PD fn) logp’= a f(n’) f(p") logp” 


agus: apr’ pn Ss 
ptn pin’ 
(35) = Py f(n) f(p”) logy’ — ~ f(n) f(p”) log p” 
P* nse p’nsz 
pin 
= 2 f(n)i(p)logp7— 2 f(n’)t(p") f(p") loge”, 
ates riewel 
Uz)= DS f(m)/ LY f(p’)logp’— LD fly) f(p*)logp’\. 
“se less pens = 
pimmelret 


Der erste Anteil in der Klammer ist 


6(= )+ 2 Me") loge’ . 
Ps — 
r22 


also wegen (28) 
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wahrend der zweite Anteil nach (29) ein o (=) ist. Wir haben damit 


I(x) = {(n)(—+0 
21 (F+ Cg) 
=tzm(xz)+ Dv f(n) o(=) ’ 
nsz / 
h(z) sei eine beliebige Funktion, die fiir 2 > oo gegen oo strebt. Dann wird 


U2)—tam(z)= > eek LF Z tin) o(=) 


1s= sz) =~ >r(z) 
=0 x f(n) = +o/[x a fs) 
1s— sh ns 


= O(h(x) M(x)) + o(x m(z)). 


Da offensichtlich M(x) = o(l(z)) ist, bleibt fiir ein geniigend schwach 
wachsendes h(x) auch noch h(x) - M(x) = o(I(z)), so daB wir 


L(x) (1 + o(1)) = (¢ + 0(1)) x m(z) 
bzw. 
~ U(x) = (t + o(1)) x m(zx) 


erhalten. Die Behauptung folgt nun durch partielle Integration: 


Zz 

1 1(z) L(t) 

M(z) = / logt 7°(4) = jog +f tlogtt 7 
2- 











=(r+ 0(1)) joga ™(2) + of / f Tait , 
. 


= (r+ 0(1)) Tope =m(2)+0(p5, m(z)) 


log* z 
= (t+ 0(1)) jogz ™(2) : 


Hilfssatz 3: Wenn in (4) bew. (27) 0< 1 < + V/2 ist, 80 gibt es cin 2», 
so daB 


(1—2t*) (x) < m(z) S I(x) fiir x= x, 
ist. Ist t = 0, 80 gilt fiir x + 00 
m(x) ~ IT(z) . 
Beweis: X = 1 sei zunachst beliebig (groB). Es werde 
re _ psx 


i (p") = fir Dox VHLD... 





Ze 
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gesetzt, womit eine multiplikative Funktion /(n) definiert ist. Nach (27) ist 
zu beliebigem e >0 


E tv) EP — (x + £0) loge, wenn x2 2, (e). 


Pst 
Es sei X = 2z,(e), dann folgt 
ese (tc+e@)loge .. 4525 X 
_ Le -{. + €0) logX vr gia." 
Offenbar ist 
(37) m(X) = m(X) < I1(X) = Mi(o). 


In die Identitat (35) setzen wir Seay fiir {(n) und erhalten 


E 1 togn = 5 4 Zen — SF ANP tosp'\ 
NSe 


pte 








naz Ps — perk = = } 
pin, p2i,721 
= 8§+8,—8,, 
worin 
S= Z iin) iw) 8, 
aps Zz 
= y “leer? 
8, ali 2 
l 
S.= 2 IM spor 
Sohtote 
sind. 
Nun ist 


fin) 9 1", 
eo Foe : 
wo el Kall 
P 
j(n) fp’) f(p*) " 
te i a 
r2lu2ai 


Wegen (31) und (32) folgt, falls X = z,(e) genommen wird, 
|S, — 8,| < e M(x) logX . 
Unter Verwendung von (36) folgt weiter 


s- 5 Site BP. 


a fo) (+ 26)logX + p LO) (e+ € @) log * 
ns> F<nse 


+ £ x alae 194? _ (+ 26) log * 
Pp 


z 
a"? 


— 
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Wegen 
| & i(p) “8? —(x + £6) log =| 
ost 
s tho aae.4 (t + e) logz, 
=K(e) fiir _< nsx 
ist also 


S = (r+ 0) * (=) log X + m(zx) logx— m (=) log x 





— FS jm) *|* @ K m(z). 


3<nse 


Insgesamt haben wir, wenn wir noch logX = -K (e) annehmen, 





PA ® _ (+6) i logz —m (} x) 8 x 
(38) \ 
— DF j(n) “en + 2e0 m(zx) logX. 
5<nse 
Speziell fiir x = X liefert (38) mit ~ 
(l+7r+e@) Pe = (t + 3e0) m(X) logX , 
(39) 








"ZItn em = TS m(X) log xX . 


Fir z = X formen wir die eieoe in (38) durch partielle Integration um 
und kénnen wegen (tf) < mi (co) = 7 (X) abschatzen: 


Tin) = = (t+ 0) / h(t) dlogt + 2 m(z) log X 
nsz 





x 
S (t + €) J1(X) logX + 2e I7(X) logX . 
Diese Schranke ist von z unabhangig, also ist 


(40) ZI (n) 8" = (x + Be) M(X) logX. 
Aus (39) und (40) folgt jetzt | 
((X)—m(X))logX= FM iogx = ZF jin) 8* = 
n>xX ” n>X 





< (t + 3e) 1(X) logX — pow 
3e 


(1—1—8e) (X) s (1-5) mix), 


A+t+90—1—32) py, 


m(X) logX , 





m(X)2 


1+ 4e 
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Ist t + 0 und ¢« geniigend klein, so wird der Faktor-2 1—2t*, so daB 
I1(X) = m(X) = (1—2t*) 7(X) fir XS>x~ 
gezeigt ist. Fir t = 0 haben wir 
I1(X) = m(X).= (1 + Ofe)) (X) fiir XS x(e). 


Wenn statt X nun z geschrieben wird, sind das die Behauptungen. 
Hilfssatz 4: Fiird >0, 2° < ys x, x © gilt gleichméfig in y 


m(y) = (1 + o(1)) m(z) (eat) . 


Beweis: Firt< X ist m(t) = m(t). Werden fiir x = X beide Seiten von 
(38) partiell integriert, so erhalt man 


x x 
m(X) log X — { m(t) dlogt = (tx + ¢@) { m(t) dlogt + 2eO m(X) logX , 
i i 
x 
(1 + 260) m(X) logX = (1+ 17+ €0) f m(t)dlogt fiir X= x, (e), 
i 
d. h. 
(41) m(z) logz ~ (1 +t) f m(t)dlogt (2+ 0) 
i 


=z 
Die fir x >1 stetige Funktion log { m(t) dlogt hat fiir nichtganzes x die 
i 
fiir solche x stetige Ableitung 


m(2) f m(t) dlogt) 
Tow 
das ist nach (41) 





_ 1+1+0(1) 
'  igfage:  ° 
Daraus folgt durch rte tien 
1+7+0(l) | 
1 whe fae at at = (1 + 1 + 0(1)) log EE. 


Das 0(1) bezieht sich hier zunachst auf den Grenziibergang y + oo, was aber 
logz 
logy 


= (=) +F+o() (1 + o(1)) (ps=)'**. 


wegen 2° < y S zmit x — co zusammenfillt. Dal < 
=z 

f 

= 

f 


i 
Mit (41) erhalten wir nun die Behauptung: 


i 
i 
=] 
f 
i 
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Ss 5 = ist, ergibt sich 





m(zx) 
m(y) 





= (1 + 0(1)) me = (1 +.0(1)) (eee). 
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Hilfssatz 5: D sei in r Klassen zerlegt: 
P= Uf TAT,=8 fir o+o. 
e= 
Jeder Klasse sei die Funktion 


j,(n) = e wenn p|n—~peS, 
e sonst 


zugeordnet. Fiir jede Funktion f, existiere die Dichte 
] 
haa oe wea x f,(p) —= =e 


und sei nicht Null. Dann ist 


m(x) (1 +t) ~ II m,(x) T'( +) (z+). 
e=1 


Beweis: Da man mit vollstandiger Induktion leicht zu beliebigem r auf- 


steigt, geniigt es, im folgenden r = 2 anzunehmen. 
Es ist 


f(n)= DL film) fe(ms); 


NyNy = Nn 


denn fiir die Zerlegung n = n,n, bei der n, nur Primteiler aus {, enthalt 
(o = 1,2), ist f,(m) = f(n,) und (n,,,)= 1, also /,() f2(m_) = f(m). Allle 


iibrigen Summanden verschwinden. Damit wird 


oi f(nm) _ fim) fa (m2) 
"2s a 


fi(m) fa (m2) 
7. = s 
ms oy 


= 5 AM m,(5). 


Auf m,(z) und m,(z) laBt sich Hilfssatz 4 anwenden. Damit erhalten wir 


JZ AO) m, (Z) < my (x) m,(2) 


ns xz bed 


ns 


= Ole") m, (zz) m,(z) , 
Ms (=) S m, (zx) m,(zx*) 


= Oe) m, (x) m,(x) 


fi(n) 


a-t<cnsez ® 


und 





n 


‘ a) : 
i) m(Z)= (1+ ot))ma(a) Se baa ) 


aé<ngz'-*t 


gwcngx-e ™ log x 
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zx 
log > 
Mit “=a 


xz \t 
fi (n) a) i T 
lpi . (wes) _ ie u™ dm, (t) 
gi-e 


= Riad — (1 — e)"m, (x*) ay” | m, (t) du* 


ai-é 





= O(e™ + e*) m,(x)—(1 + 0(1)) m, (2) [ ( a)" du 
xe 


= m,(z) [ove + e*) + (1 + o()) 7 (l —u)" au 


1 
= m, (x) [oven + e*) + (1 + o(1)) f (l1— wrdur| : 
0 


Das Integral hat bekanntlich den Wert 


P(l + 4) P(1 + t%) 
P(L + t% + 1%) 





Es ist also fiir x > oo 


m(zx) " ai ri+ 7) rai+t+ T:) 
m,(z) mg(a) — C6" +") + + O(N) ~ aye, +) 
Da ¢ beliebig war und 1, + t, = T ist, folgt die Behauptung 
m (2) , Fd+n)Fd +n) 
m, (x) m,(z) P(l +t) 




















Hilfssatz 6: Fiir xo ist 
—Cr 
Mis +) 


Beweis: Fir t= 0 ist das schon in Hilfssatz 3 enthalten. Es sei also 
weiterhin t > 0. Da 


I(x). 


m(z) ~ 


E tp) 8? ~ rlogz 


Pst 
ist, lassen sich die Primzahlen offenbar so in r Klassen £, sortieren, daB fir 
e=1,2,...,7 


5 ie) -$? ~ —logx 
P= 


peck 


ist. Darauf ist Hilfssatz 5 anwendbar und liefert 


m(x)I'(1 +t) ~ r(i = =) IT m2 (x > co). 
gu 


7* 
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Indem wir auf jedes m,(x) Hilfssatz 3 anwenden, folgt 


(42) m(2) PL +2)=@+o())r(1+— =) IT (1 +26, 5) Mle). 


e=1 
Davon ist 
ALM,(2) = M2) 

II (1+20, =)=1 +0(+) ——— e 

e=1 
und 

lim r(1 + <\= e~eF, 

letzteres wegen 

pe 1 log + Tz) = zo). —Or. 





Fa) 


Aus (42) erhalt man een beim Grenziibergang r > oo 
m (2) ~ 


riz Me) (x 00) . 


Satz 1 folgt nun unmittelbar durch Verbindung der Hilfssatze 2 und 6: 


te x e~ct 
M(2) ~ yoga ™(2)~ Tapa loge 12) = Tey Tage 7) 
wenn t >0, 
M(z) = o(e nee m(z)) = o(ses II(z)) 
wenn t = 0. 


3.2. Beweis von Satz 2 
Hilfssatz 7: f(n) und {*(n) seien multiplikativ, 


vCal S He) (n=1,2,...), 
z 10) < 00 (p EP) , 


v=1 
(43) m(cz)~ m(xz) fiir x+co undjedes c>0, 
II*(x) = o(II(x)) (2-0). 
Dann ist 
m* (x) = o(m(z)) . 
Beweis: ¢>0 sei beliebig, X so groB, daB 

(44) |J1*(X)| S ell (X) 
ist. Zu f und /* werden je zwei neue Funktionen gebildet: 

{*(n) = Ape wenn p|n~psX 

sonst , 


(n) = ie \(n) wenn p|n~p>X 
sonst . 
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Damit ist offenbar 
m,(cc) = 11(X), mf (cc) = 11*(X), 





: also wegen (44) 
| (45) Im$(z)| <2em(2) fiir z2Y¥, 
[ wenn nur Y geniigend groB gewahlt wird. 


Nach Voraussetzung ist m (+) ~ m(zx), also 
(46) ms (2) —m, (J) < m(z)—m(F) = o(m(2)) (2+ 0). 
Aus (45) und (46) folgt die Behauptung nun so: 
m*(2)= 5 BM mz (=), 


naz bad 


lm*(x)i\s J LO) Im (=) + x a0) mm, (=) 
° + > <"se 

<2 = hei) AO) m, (= =) +m,(¥) ys Ae. 

ns 4 <nse ” 


< 2e m(x) + m,(¥) (m,(z)—m, (+), 
|m*(x)| S (2e + o(1))m(z) fir z+. 


Hilfssatz 2*: Die multiplikativen Funktionen f, {* mégen (3), (4), “ 
und (6) erfiillen, auBerdem sei t + 0. Dann ist 


M* (zx) = lee m* (x) + o(M(z)) . 


Der Beweis von Hilfssatz 2 iibertrigt sich vollstaéndig, wenn nur in allen 
Restgliedern die mit f statt /* gebildeten Ausdriicke genommen werden. Die 


Restglieder 
0(jogz)> ° (Tope ™(2)) 


die man zunachst erhilt, lassen sich wegen 





U(x) ~ t em(z) ~ M(z) logz 
als o(M (x)) schreiben. 
Satz 2 ist nun rasch bewiesen: Unter den Voraussetzungen von Satz 2 sind 
die Bedingungen der Hilfssitze 2* und 7 erfiillt; insbesondere gilt (43) nach 
Hilfssatz 4. Es ist also 


M*(z) = |m* (2)|) + o(f (z)) 


O (jeer 
= 0 (z;m(z)) + (0 (2) 
on o(M (z)) ‘ 
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The Fourier Coefficients of Continuous Functions 
of Bounded Variation 


By 
Jamiv A. Sippiqi in Heidelberg 


1. Let {(z) be a function integrable in the sense of Lebesgue in [0, 22] and 
periodic with period 22. Let 


5% + 2 (a, cosnz + b, sinn) 
a= 


be the Fourier series of {(z) and let 


>» (6, cosnxz —a, sinnz) 

n=1 
be its conjugate series. If A = (A,,,,) (n = 0, 1, 2,...; k= 0, 1, 2,..., m3 Ay, o= 1) 
is a triangular matrix of real or complex numbers, a sequence (8,,) is said to be 
summable (A) if 


lim SE Adal (AA, e= Ans x— An, n+1) 


n+ok=0 


exists. The conditions of regularity are 


(1) lim A,,.= 1 for every fixed k; 
n-— co 
n 
(2) » |AAn.x| S M_ independently of n . 
k=0 


In a paper [2] published earlier we proved the following 


Theorem. Let /(x) be a function of bounded variation in [0,22] and periodic 
with period 2x. If (A) is regular and if 


n 

(3) lim x Oran =O (A*Ay,2= An, 2— DAn, 241) 
n—+>co k= 

the sequence {n(b, cosnz —a, sinnz)} is summable (A) to 2-' D(z) 

= a-¥{f(x + 0) — f(z—0)}. 

» The object of this paper is to give a necessary and sufficient conditionon A 
for the validity of the above theorem and to derive certain consequences for 
the Fourier coefficients of continuous functions of bounded variation. 

2. Let V[0, 22] denote the class of all functions of bounded variation in 
(0, 22] which are periodic with period 2%. We first prove the following 
Math. Ann. 143 ~ 
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Theorem 1. Ij (A) is regular, then for every { € V[5,22] and for every 
x € (0, 22] 
lim 3S” AA,» (db, coskz — a, sinkz) = x-' D(z) 
n—+cok=0 
tf and only if 
(4) lim > AA,,, coskt = 0 
n+>ok=0 
ineveryO<dsStan. 
Proof: Since 


n n 
D> DAdge b(d, coskx—a,sinkz)= dant | veltvesin dt 
k=0 k=0 


0 
= 2-1 D(z) 5 Ada, e+ al y LAn, x coskt dy, (t) 
k=0 k=0 
0 


= 2-1 D(x) + nf K,,(t) dy, (@) , 
0 


where y,(t)= ye(f;t) = f(x + t)—f(z—#) and K,(t)= 3 Ad,,, coskt, we 
k=0 

have to show that if (4) holds then for every / in V [0, 22] and for every z in 

[0, 22] 


(5) lim f Ky(t) dy,(t) = 0 


n—>oo 0 


and conversely. Condition (5) is equivalent to the following condition: 
(6) lim f K,,(t) dpz(t) = 0 
n-> oc 


for every f in V [0,22], for every x in [0,22] and for every 0<6< z. 
Suppose (5) holds. If f € V(0, 22] and z € [0, 22] then for every 0< db 2 
we can construct a function g € V (0, 22] such that g is constant in [r—6, r+ 6] 
and g coincides with { elsewhere. Since 


f K,,(t) dye(f; t) a K,, (6) dy.(9; t) 
~ : \ 
and the right-hand integral tends to 0 as n > o by (5), so does the left-hand 
integral. Thus (5) implies (6). Suppose now that (6) holds. If f € V (0, 22] and 
zx € [0, 22], given any e > 0, there exists a 6 > 0 such that 


6 
(7) { ld p(t)| < ¢/2M 


where UM is the positive constant in (2) and, therefore, by virtue of (2) 


6 
J K,,(t) dyz(t) 


<e/2. 











x__“°uw~ 
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Since (6) holds, there exists an n, = n,(e) such that for n = n, 


(8 J Kal dyetd] <ef2. 





Combining (7) and (8) we have for n = n, 





Hf K,,(t) dy.(t) <e 
i.e. (5) holds. Thus (6) implies (5). 

By a well-known theorem on the weak convergence of sequences in the 
Banach space of all continuous functions defined in a finite closed interval 
(c.f. [1], pp. 134—135) it follows that (6) holds if and only if (i) |X, (t)| < K 
for all n and for all ¢ in (6, 7] whatever be 6 > 0 and (ii) (4) holds. Since (i) is 
automatically satisfied by virtue of the regularity condition (2), it follows 
that (6) holds if and only if (4) holds and the proof of the theorem is completed. 

Similarly we have 

Theorem 2. Jf (A)'is regular, then for every {f € V[0,22] and for every 
x € [0, 27) 


(9) lim by |\AAn,x| {4(d, coska — a, sinkx)— 2 D(xz)} = 0 
n—+cok=0 

if and only if 

(10) lim By |AAn,x| coskt = 0 


n—+cok=0 


in everyO<dSten. 
3. We now pass on to various applications of the above theorems. Let / 
and g be two functions: belonging to the class V [0, 27]. We define 


22 
h(x) == [ e—H ag) 
0 


where the integral is taken in the Riemann-Stieltjes sense. h exists for every zx 
which does not belong to an enumerable set D of numbers &,; + ,, where {&,} 
and {7,} are the discontinuities of f and g respectively. If we take any finite 
system of non-overlapping intervals with end points in the complement of D, 
then it is easily seen that the variation of h over this system is majorized by 
the product of the total variations of / and g over [0, 27]. It follows that A is 
of bounded variation over [0,22] if we define h(z’)= lim A(z) at every point 
, a2’ +0 
x’ € D. If f is continuous so is / and, in particulary, if f € Lipa (0 <a < 1) 
then so does h. 


If 


f~ 5a + > (a, cosnx + b, sinn x) 
n=1 


g* 
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and we define 
2x 
1 
h(z) = =f fle + af, 


then h € V[0, 27] in the sense explained above and 


| 
| 
| 
| 


h~ ¥ nla? + b2) sinnz . 


n=1 


It is known (c.f. [4], p. 40) that 
h(+0)—h(—0) =~ 5 |a,|* 


where d; is the jump of f at a point x, of discontinuity and the summation on 
the right is over all such points. Applying theorems | and 2 to the function h 
we get the following theorems. 

Theorem 3. J} (A) is regular and f € V (0, 27], then 


(11) lim 2’ Adn, x {lk (ag + bg) — 2 D |d,|?} = 0 
n—+cok=0 
(where d, is the jump of f at the point x, of discontinuity and the summation 
extends over all these points) if and only if (4) holds. 
Theorem 4. I} (A) is regular and f € V [0, 22], then 


(12) Him = [Anal {k? (aj + bf) — x-* S’ |d,|?} = 0 
(where d; is the jump of f at the point x, of discontinuity and the summation 
extends over all these points) if and only if (10) holds. 

Theorems 3 and 4 include as a particular case the following theorem of 
WIENER [3]. 

Theorem W. J} / € V (0, 27) then 


: 1 . = gt 2 
Se 377 274 + bj) = 2" Y |d,|* . 

We denote by C V [0, 2] the class of all continuous functions') belonging 
to the class V (0, 27]. As a corollary of theorem 4 we get 

Theorem 5. If (A) is regular and f € CV (0, 22] then 

nm 
n—+ok=0 

provided (10) holds. 

Proof: It follows from (12) that 


lim J |Adg,a| Bak = lim 3° |AA,, | BOE= 0. 
n—+ok=0 n—+cok=(0 


1) Functions with removable discontinuities are here regarded as continuous. 
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Now applying Schwarz inequality we have 


3 
2 


5 Odnal Blea s (5 lA dual)? ( 5 1a4,s! Hat) 


n 3 
< yt (3 \adu.al Mat)? 
and taking limits we obtain | 
n 
lim 2’ |A4n,x| klax| = 0. 


n—+cok=0 
Similarly 
n 
lim 2’ |AAn,x| &lbx| = 0 
n—+cok=0 
so that (13) holds. 
Further we have 
Theorem 6. Jf (A) ts regular and satisfies (3) and f € V[0, 22), then f is 
continuous if and only if (13) holds. 
Proof: Using Abel’s transformations it can be seen that for every 


n n 
0<dst<s 2 both| J AA,,, coskt Dd |AAn,x| coskt 
k=0 k=0 





and are majorized 











by the expression 


(2 lA*2,,l) (2cosec 5-8) + |AAnol 


which tends to 0 as n + co by virtue of (3) and (1). Thus conditions (4) and (10) 
are satisfied. If f is continuous, it follows from Theorem 5 that (13) holds since 
(10) is satisfied. Conversely suppose that (13) holds. Then since (4) is satisfied, 
it follows from theorem 1 that 


|D(x)| = 2 lim LAn, x Bd, cosk x — a, sinkx)| < 
0 ' 


n-—> oo 





k= 


<x lim ~, IAAn, xl #(\@x| + |bg|) = 0 
so that D(x) = 0 and the function / is continuous. 
Theorem 6 includes as a particular case the following theorem of WIENER [3] 
Theorem W’. Jf f € V (0, 22], f is continuous if and only if 


, 1 Me L 
lim n4T,%, k(\a,| + |b,|) = 0. 


n-—> co 


4. If we choose 


= 
ST. 
ime t+1 
ane : 


i=0%+1 
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so that 


1 
k+1 
AAa,e= —s 
~o +1 
then it is easily seen that on the one hand (1) and (2) are satisfied and on the 
other (3), so that if f € CV [0, 2], it follows from theorem 6 that 





n 
k 
—_——_ = 1 
~, E+1 (|a,| + |b,|) = o(logn) 
which implies that 


D (\ax| + |by|) = o(logn) . ) 
k=0 


Thus we obtain the following 
Theorem 7. If { € CV [0, 22], then 


2 (\ax| + |by|) = o(logn) . 
k=0 
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A note on the number of functional digraphs 
By 
Ronawp C. Reap in Kingston (Jamaica) 
In a recent paper [2], Harary obtained the formula 
v(x) = exp yl t 3 Z(C,, T(x™)) 


} m=1 ™ 


for the counting series v(x) of all functional digraphs'), and conjectured that 


it might be possible to simplify it. In this note we show how this can be done. 
Since 


Z(C,) = + ¥ vtayta" 


we have 


v(x) = exp x {2 ~ Z(C,, rie} 


=exp 5 {7 EZ v@ rire 5 (em) 
m=1 k=1 a\k 
-exp 5 {3 5 S14 (ieneyy— 12m 
m=1|™ da1r]1 9 
- fi og /1 1 ms 1 a 
-op 5 {2S a7 & » oo “Vy ) — a ON x } 





I 
@ 
» 
~~ 
i 


> (=32 . log(1 — T(2"4)) - £12] 


I 
| 
® 
n“ 

i] 


eat 


onli (28 Zmet—nen). 


ll 
m8 





m=1ld=1 \ 


TT exp |—# log(1 — T(xm4))} exp by : 4 m2] 
1" 


IT IT Q—7(x4)}- ¢(d)imd, exp y 1 ae (2) 


m=1d=1 way 


IT 11 — Tay. xp hm 1 1 (2) 
n=1ldin ‘1 m 


Ti 2eeny* hur exp{— 5 r ticle 


1) For the nomenclature and notation see Harary’s paper. 
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But >» y(d) = n (see [3], p. 52), and 
d\n 


exp 5 1 mem) = 1 7(2) 
m=1 ™ 
(see [2]). Hence i 


v(x) = Te a — T(zx*)}-!. 


This counting series enumerates functional digraphs which contain no 
slings. If slings are allowed then the second summation in Harary’s formula 
goes from k = 1 upwards, and we obtain the counting series for the function 
fen(n) of Davis [1]. The simplification proceeds as before, and we have 


>» fen(n)2* = II {1 — T(z*)}"'. 
n=1 


Using the result 
T(x) = 2+ 224+ 223 + 424+ O25 + 202° + 4827 + 
+ 1152° + 2862° + 719219+ 18422%+ 476627124 ---. 
I find that 
v(x) = 1+ 2? + 223 + Gat + 1325 + 402° + 10027 + 291 2° + 
+ 797 x + 2273 219+ 63892"%+ --- 
and 
D> fen(n)a* = 14+ 24+ 32% + 729 + 1924 + 472° + 1302% + 
+ 34327 + 95125 + 2615 2° + 73182'9+ 20491 2"%+ 579022%7+ --- 
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Uber die Fixpunkte der Siegelschen Modulgruppe 
Von 
ERHARD GoTTscHLING in Berlin 


§ 1. Bezeichnungen, Definitionen und Ergebnisse 


Die homogene symplektische Gruppe n-ten Grades besteht aus allen reellen 
2n-reihigen Matrizen M, die der Bedingung 


(1) MJM'=J 
geniigen. Dabei ist M’ die zu M transponierte Matrix, ferner J = 5 rt 
und £ die n-reihige Einheitsmatrix. Setzt man 


(2) te (C >) (A, B,C, D n-reihig) , 
so ist (1) mit 
(3) AB’ =BA', CD'=DC'’, AD'—BC'=E 


aquivalent. Die homogene Modulgruppe n-ten Grades ist die Gruppe der 
symplektischen Matrizen mit ganzzahligen Elementen. Eine Modulmatrix (2) 
heiBt ganz, wenn C = 0 ist. Aus (3) folgt, daB die ganzen Modulmatrizen 
genau durch 


(4) Cul, “ea) 


gegeben sind, wobei U eine beliebige n-reihige unimodulare Matrix und S eine 
beliebige n-reihige symmetrische Matrix mit ganzzahligen Elementen ist. Die 
ganzen Modulmatrizen bilden eine Untergruppe der homogenen Modulgruppe. 

Es sei $ der Bereich aller komplexen n-reihigen symmetrischen Matrizen 
Z=X+iY, deren Imaginarteil Y positiv definit ist. Untermengen von 9 
sollen mit groBen deutschen Buchstaben bezeichnet werden. 

Jede symplektische Matrix (2) definiert eine eineindeutige Abbildung von 9 
auf sich, die in jedem Element z,;(k,1 = 1,..., ) von Z analytisch ist: Man 
ordne namlich jedem Punkt Z € § den Bildpunkt 
(5) M(Z) = (AZ + B)(CZ + D)- 
zu. In [4] wird gezeigt, daB zwei symplektische Matrizen M, und M, genau 
dann die gleiche Abbildung von § auf sich liefern, wenn M, = + M, ist, und 
daB (5) die allgemeinste eineindeutige analytische Abbildung von § auf sich 
ist. Die Gruppe der eineindeutigen analytischen Abbildungen von § auf sich 
ist also isomorph zur Faktorgruppe der homogenen symplektischen Gruppe 
nach dem aus +£,,, bestehenden Normalteiler {+ 2,,}: dabei ist E,, dic 
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2n-reihige Einheitsmatrix. Diese Faktorgruppe soll mit 2 bezeichnet werden 
und Untermengen von 2 mit groBen griechischen Buchstaben. Insbesondere 
soll die Faktorgruppe der homogenen Modulgruppe nach { + £,,,} mit 4 be- 
zeichnet werden und die Faktorgruppe der Gruppe ganzer Modulmatrizen 
nach {+ £,,,} mit I’. Man bezeichnet 2 bzw. A auch als inhomogene symplek- 
tische Gruppe bzw. inhomogene Modulgruppe. Wir werden schlechthin von der 
symplektischen Gruppe und der Modulgruppe sprechen. Die Elemente von 2 
und A werden wir auch symplektische Matrizen und Modulmatrizen nennen 
und jedesmal irgendeinen der beiden Reprasentanten meinen, die sich nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden. 

Diese Abhandlung befa8t sich mit den Fixpunkten der Abbildung (5), 
d.h. mit der Gleichung 


(6) AZ + B=Z(CZ+D) 


fiir den Fall, daB die Matrix (2) eine Modulmatrix ist. Es wird die Menge der 
Lésungen Z von (6) bei vorgegebener Modulmatrix M untersucht. Wir be- 
zeichnen diese Lésungsmenge mit $(M). In einer folgenden Arbeit (Ober die 
Fixpunktuntergruppen der Siegelschen Modulgruppe) wird die Menge der 
Modulmatrizen untersucht, die (6) bei vorgegebenem Z erfiillen. Diese Menge 
bezeichnen wir mit 4(Z), den Durchschnitt 77 4(Z) mit ['(Z). Offenbar ist 
A(Z) eine Untergruppe von A, und zwar eine endliche Untergruppe, weil 4 
diskontinuierlich in § ist. Um auch fir die simmultanen Lésungen von mehreren 
Gleichungen der Art (6) einen einfachen Ausdruck zu haben, setzen wir noch 
fiir jede beliebige Menge 2 von Moduimatrizen 


(7) af, 9D = 912) (Qc A); 
und fiir jede Menge IM von Punkten aus 9 definieren wir 
(8) hg AIA = AM), 1, LZ) = PM) (M CH) . 


Definition 1: Hine Punktmenge M CH soll ausgezeichnet heiBen, wenn es 
ein QCA mit M = H(Q) gibt. 

Definition 2: Eine Matrizenmenge Qc A soll ausgezeichnet heiBen, wenn es 
ein MCH mit Q= A(M) gibt. Die Menge Q ist dann notwendig eine endliche 
Untergruppe von A. 

Die ausgezeichneten Untermengen von § und A sind also genau die Lésungs- 
mengen von Systemen von Gleichungen der Art (6). Unser Ziel ist, eine voll- 
standige Ubersicht iiber alle ausgezeichneten Untermengen von § und A zu 
geben. Fiir den Fall » = 2 wird dieses Problem vollstandig gelést. Bevor der 
dabei eingeschlagene Weg beschrieben wird, formulieren wir zwei Satze, die fiir 
beliebiges n gelten und in § 2 bewiesen werden. 

Satz 1: Hine Punktmenge M CH ist dann und nur dann ausgezeichnet, wenn 


(9) M = $(A(M)) 


gilt; eine Matrizenmenge 2c A ist dann und nur dann ausgezeichnet, wenn 


(10) Q= A(9(Q)) 
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gilt. Ferner stellt die Zuwordnung 
(11) M +> A(M) (IM ausgezeichnet) 


eine eineindeutige Abbildung der Gesamtheit der ausgezeichneten Untermengen 
von 2 auf die Gesamtheit der ausgezeichneten Untergruppen von A dar. Die 
Umkehrung dieser Abbildung ist 


(12) 2 + 9(Q) (22 ausgezeichnet) . 


Der Raum § wird durch Einfiihrung der symplektischen Geometrie zu 
einem Riemannschen Raum. In [4] werden die geodatischen Linien in diesem 
Raum naher untersucht. Von dem Begriff der geodatischen Linie ausgehend 
definieren wir: 

Definition 3: Hine Untermenge MC H heift geodiitische Mannigfaltigkeit, 
wenn M mit irgendzwei Punkten Z,,Z, auch die volle durch Z,,Z, bestimmte 
geodiitische Linie enthiilt. 

Satz 2: Sind M,M,, M, nicht leere ausgezeichnete Untermengen von 9H, 
so gilt: 

a) Die Menge M ist geodatische Mannigfaltigkeit und als solche insbesondere 
zusammenhdngend. 

b) Die reelle Dimension dimM von M ist stets geradzahlig. 

c) Aus Mc M, und dimM, = dimM, folgt M, = M,. 

d) Die Gruppe derjenigen symplektischen Transformationen, die M in sich 
iiberfiihren, ist auf M transitiv. 

e) Es gibt Punkte Z € M mit A(Z) = A(M). 

Die Aufgabe, alle ausgezeichneten Untermengen von § zu bestimmen, ist 
aufgrund der eineindeutigen Zuordnung (11) aquivalent mit der Bestimmung 
aller ausgezeichneten Untergruppen von 4. Diese sollen (fiir den Fall n = 2) 
folgendermaBen ermittelt- werden: -Zunachst werden alle nicht leeren Fix- 
punktmannigfaltigkeiten der Gestalt §(M) mit M ¢€ A bestimmt (vorliegende 
Abhandlung) und daraufhin zu jedem PunktZ € $(M) die Gruppe A (Z) (spatere 
Abhandlung). Diese Gruppen 4(Z) sind aufgrund von Definition 2 saimtlich 
ausgezeichnet, und man erhalt aufgrund von Satz 2e) so auch alle ausge- 
zeichneten Untergruppen von 4 (abgesehen allerdings von der vollen Gruppe 
A, die man bei der Zuordnung (11) als Bild der leeren Menge IN = @ erhiilt). 

Im folgenden werden noch einige weitere Begriffe und Bezeichnungen ver- 
wendet. Ein Paar quadratischer n-reihiger Matrizen C und D mit ganzzahligen 
Elementen hei8t symmetrisch, wenn CD’ = DC’ gilt. Es heiBt teilerfremd, 
wenn aus der Voraussetzung, die Elemente von GC und GD seien ganzzahlig, 
stets folgt, daB die n-reihige Matrix G selbst ganzzahlige Elemente besitzt. 
In [5] wird gezeigt, daB die zweite Matrizenzeile C, D einer jeden Modul- 
matrix (2) teilerfremd und symmetrisch ist, und daB man umgekehrt jedes 
teilerfremde symmetrische Paar C, D zu einer Modulmatrix (2) erganzen kann. 
Zwei Punkte-aus 9 heiBen A-aquivalent, wenn sie durch eine Substitution 
aus A ineinander iibergefiihrt werden kénnen. Zwei Punkte aus § heifBen 
I’-aquivalent, wenn sie durch eine Substitution aus I’ ineinander tibergefiihrt 








114 ERHARD GOTTSCHLING: 


werden kénnen. Wir verabreden noch, die Determinante einer komplexen 
Matrix W mit det W zu bezeichnen, den Absolutbetrag einer komplexen Zahl z 
mit |z| und fiir |\det W| stets abs W 2u schreiben. Die zu W konjugiert komplexe 
Matrix soll mit W bezeichnet werden. Wie in [4] und [5] gezeigt wird, wird ein 
Fundamentalbereich von J’ in $ durch die Bedingungen 


(13) 72m 2—z. wobei X = (z,,) (k,l =1,...,m), 
(14) Y nach MrnxowskKI reduziert 


definiert. Wir bezeichnen diesen Fundamentalbereich mit ©. Die Punkte 
Z€© sollen J-reduziert heiBen. Wir werden auBerdem den durch die Un- 
gleichungen 

(15) abs(CZ + D)2=1 (C, D teilerfremd und symmetrisch) 


definierten Bereich zu betrachten haben. Wir bezeichnen ihn mit G. Der 
Durchschnitt F = G - @ ist, wie in [4] und [5] bewiesen wird, ein Fundamental- 
bereich von A in §. Die Punkte Z € § sollen A-reduziert oder auch schlechthin 
reduziert heiBen. 

In §3 werden nun die Fixpunktmannigfaltigkeiten 9(G) mit G ¢ I" be- 
stimmt. Es wiirde dabei geniigen, nur solche $(G) zu bestimmen, fiir die 
(16) dim (@) = dim($(@) 0 G) 
gilt; weil namlich J” diskontinuierlich in 9 ist, gibt es zu jeder Fixpunkt- 
mannigfaltigkeit $ (G) eine dazu J-aquivalente §(HGH-') = H(9(@))(H ETL), 
die die Eigenschaft (16) besitzt. Wir wollen jedoch sogar alle Mannigfaltig- 
keiten $(G) (G € I’) bestimmen, die I’-reduzierte Punkte enthalten, weil wir 
diese bei der Bestimmung der Gruppen 4(Z) brauchen werden. Wenn G die 
Identitat ist, gilt §(@) = 9, die Mannigfaltigkeit 9 (@) besitzt also die maximale 
reelle Dimension 6. Wenn G nicht die Identitat ist, ist §(@) niederdimensional. 
Es gilt 

Satz 3: Es seienz = x + iy, z = x + ty, (k = 1, 2, 3) kompleze Variable. 
Durch die Parameterdarstellungen 


e 
a) 2-(2 ) (e=—1,0,1), 
2 


23 
+5 4 
b) Z= P (e=—1,0,1), 
2 me} 
1 
% zy ate 
c) Z= 1! (e =—1,0,1), 
gato a 


=2 


z State) 
d) Z=|) “ (e = —1, 0, 1) 
3g +e) a j 
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sind genau alle vierdimensionalen Fixpunktmannigfaltigkeiten der Form 9(G) 
(@ € I’) gegeben, die I-reduzierte Punkte enthalten. Der Durchschnitt H(A)AG 
ist vierdimensional fiir die Fille a) und c) und fiir den Fall e = 0 in b). Sonst 
ist $(@) -\ G dreidimensional. Die Punkte b) liegen némlich fiir e = +1 nur 
dann in ©, wenn x = 0 ist, und die Punkte d) liegen nur dann in G, wenn 
Yi = Yo tt. 

Satz 4: Es sei z= x + iy eine komplexe Variable, Durch die Parameter- 
darstellungen 


€ e 
z2+=-hlC 
a) z-( fi, A (e,e=—1,0, 1), 


1 


sind genau alle zweidimensionalen Fixpunktmannigfaltigkeiten der Form 9(G) 
(@ € I’) gegeben, die I-reduzierte Punkte enthalten. Der Durchschnitt H(A) G 
ist fiir die Fille «= 0 in a) und b) zweidimensional, sonst eindimensional; fiir 
é + 0 mu némlich x = 0 sein, damit der Punkt Z zu © gehért. 
Nulldimensionale Fixpunktmannigfaltigkeiten der Form 9 (@) (G € I’) gibt 
es im Falle n = 2 nicht. In § 4 werden alle Fixpunktmannigfaltigkeiten $(M) 
mit M¢A4, M¢TI bestimmt, die A-reduzierte Punkte enthalten. Wenn die 
Dimension von $(M) gleich Null ist, besteht §(M) aus einem einzigen Punkt, 


weil $(M) zusammenhangend ist. Wir sprechen dann von einem isolierten 
Fixpunkt. Es gilt 


Satz 5: Es sei 
2xi 
> DSi A. 
ene =-gtg.1=3+3Z 72: 
2xi 
= 1 Sth =e 
a=e*% =7(¥5—1)+ 72 V5+ Jo . 


o w+ * w —(o* + wo") 
4) = e+ea-* —a* ) : bigs + w-*) —eo-* ) ; 
( —o- w+o-* ( —ot —(w*+ fy 
o+o-* 7) ) > \—(o* + w-) @ . 
2 3(n—1) —-  S(—9r'+)) 
») "* . 1 F 1 -14] " ‘ 
3 a ) ” 7 To)6lOUSS 
y B=(95); 


9 B=(6¢) Ge) (Fe) (O -): 








116 ERHARD GOTTSCHLING: 


e) L=> y3 (; 2) | 


0 —o* 0 
f) 2=(55)) (3) 
genau alle A-reduzierten isolierten Fixpunkte dar. 

Satz 6: Hs sei z= x+ iy eine komplexe Variable, ferner e = —1,1 und 
e€=—1,0,1. Sétmtliche zweidimensionalen Fixpunktmannigfaltigkeiten nicht 
ganzer Modulsubstitutionen, die A-reduzierte Punkte enthalten, sind dann gegeben 
durch die Parameterdarstellungen 


a) z= (6 7 ee =f reduziert fiir |x| <=, \z|2>1, 
b) —- Z=(58), (5 Oa), reduciert fiir 2 = 9, 07, 
0 1 
c) zZ=(, .) > reduziert fiir |x| < Sz yal, 
0 1 
d) Z=(, “¥ reduziert fiir |x| < 7 ys 1,jzj 21, 
z 3g e+e l 
e) Z=|, 6 Bp eee reduziert fiir |z} = 1,0 S—exsz, 
pute. gra Se 
z Fete 
f) Z=|j; 2 sr © reduziert fiirz=i, 
eee FS : 
| Tae eto 
g) Z= 1 , reduziert fiir |z|=1,0S—exsz, 
3 e+ £ 


h) Z= , reduziert fiirz =i, 


l 
yz e+e) 2 
; _ 1 .-(z—s"' s+" ema ss 
i) Z= 73 ba se) $0 ith 
reduziert fiir x=0,1 <y <)3, 
; _ Ps 2—2 2+271 e /10 
)) Z= 7/3 gee ote) -$(6 i)» 


‘ - 1 — 
reduziert fiir 1 < |z|} </3,0 Sez <—% V3 (le*#—1), 


ty Z=(0_24)+(00)+ (6 24)-( 2)» (6-24) +0), 


reduztert fiir z = eo* , 


y= (b_). eon ile 
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z+e + 
m) wer.” 4 , fiir e = 0 reduziert fiir |x| < 
- qringet 


2 4 


2. 
2 > 


fe , a 2.— 1 1 
1 sie Sy V3; fire = +1 reduziert fir \z| Sz )3.5 S—ez Sz lel. 


z Zz 

2 pa 

n) 2-(' ey. } fiir ¢ = 0 redusiert fiir |2| = 2 V3 , 
zr z+e 


lz] <>: fir e= 41 reduaiert fir |z| = 4/3 ,4 <—ex < 


3 
) 250 rte) +o): 


eo] to 


> 


+ (le\*—1) falls 1<|2|< Vy2 +1, 
(jz|-?+ 1)- falls V2 +1 s|z|</3; 
a ° = ——- 1 
fiir e = i¢l reduziert fiir /y2+1 < |z| <3, (\2|\-?+ 1) S—exs zy (l2|*-1). 
Satz 7: Sédmtliche vierdimensionalen Fixpunktmannigfaltigkeiten nicht 


ganzer Modulsubstitutionen, die A-reduzierte Punkte enthalten, sind in impliziter 
Darstellung durch 


(17) det(Z + 8) =—1 
gegeben, wobei fiir S die Matrizen 


ay #=09.69.0%).6-9-C9-(8)-(3) e-an 
einzusetzen sind. Eine explizite Darstellung ist 


fiir e = 0 reduziert fiir 1 <jz| < 3 , |2| =| 


(19) Z+s8=-PP(*s* _\° )pr, 
wobei 
— (% % bo cosy siny id =? 
, ( "i P &-.. pod rh Vi9:92) 1 
gilt 


Die notwendigen und hinreichenden Reduktionsbedingungen fiir die vier- 
dimensionalen Mannigfaltigkeiten spllen nicht angegeben werden, weil dazu zu 
komplizierte Rechnungen erforderlich waren und wir diese Reduktions- 
bedingungen ohnehin nicht brauchen werden. 


§ 2. Allgemeines iiber die Fixpunktmannigfaltigkeiten 


Zum Beweis von Satz 1 bemerken wir zunachst, daB nach (7) und (8) fir: 
jede Menge 2c A die Beziehung 


(20) A($(2))>2 
und fiir jede Menge M c H die Beziehung 
(21) H(A(M)) DM 
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gilt. Ist daher zunaichst M ausgezeichnet, also M@ = 9(Q), so folgt aus (20) die 
Beziehung 
H(4(M)) = H(4(H(Q))) c H(Q)/=M. 

Zusammen mit (21) ergibt sich also (9). Wenn umgekehrt (9) erfiillt ist, so ist M 
ausgezeichnet; man wahle in Definition 1 nimlich 2 = A(M). Damit ist die 
erste Behauptung von Satz 1 bewiesen. Ganz entsprechend beweist man, daB Q 
dann und nur dann ausgezeichnet ist, wenn (10) gilt. Sind nun IM, ‘und M, 
zwei ausgezeichnete Untermengen von § und gilt 4(M,) = A(M,), so folgt 
H(A (M,)) = H(A (M,)) und nach (9) dann M, = M,. Also ist die Zuordnung (11) 
eineindeutig. Ferner ist (11) eine Aufabbildung; denn ist 2 eine beliebige aus- 
gezeichnete Untergruppe von 4, so ist 2 aufgrund von (10) bei (11) Bild von 
$(Q). SchlieBlich ist fiir ausgezeichnetes M das Bild von A(M) bei (12) auf- 
grund von (9) gleich M, d. h. (12) ist die Umkehirung von (11). Damit ist Satz 1 
bewiesen. 

- In [4] wird bewiesen, daB es zu zwei verschiedenen vorgegebenen Punkten 
Z,, #, €H eine symplektische Abbildung gibt, die Z, in +£ und gleichzeitig Z, 
in iG abbildet, wobei G eine n-reihige Diagonalmatrix ist, deren Diagonal- 
elemente g,,...,9, den Bedingungen 1 < g, S--- Sg, geniigen. Die durch 
Z,, Z, eindeutig bestimmte geodatische Linie geht dabei in die Kurve 
(22) Z(r) = iG (r reell) 
tiber, wobei G* die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen gj, . . ., g’, ist. 
Der Punkt Z = i£ ist dann und nur dann Fixpunkt béi der Abbildung (5), 
wenn A = D, B = —C ist. Aus (3) folgt dann, daB die Matrix U = D+ iC 
unitar ist. Ist auBerdem auch iG Fixpunkt bei (5), so ergibt sich DG = GD, 
GCG = C und daraus 

D@=GD, @CGr=C (r reell) . 


Nach (22) bleibt also mit zwei Fixpunkten auch die durch diese bestimmte 
geodatische Linie punktweise fest. Mit Definition 1 und Definition 3 folgt 
daher Satz 2 a). Bringt man ferner den Fixpunkt i Z durch die Abbildung 


(23) W = (Z—if#)(Z+ iE) 
nach 0, so lautet die Fixpunktgleichung (6) einfach 
(24) ow=Wwu _(U = D+ iC unitar). 


Der Bereich 9 geht bei der Abbildung (23) in den Bereich der komplexen 
- symmetrischen Matrizen W ier, fiir die die hermitische Matrix 


(25) E—WW>0 


positiv definit ist. Eine nicht leere ausgezeichnete Menge I = $(Q), die den 
Punkt iZ enthalt, geht aufgrund von Definition 1 und Gleichung (7) bei der 
Abbildung (23) in die Menge % derjenigen Lésungen eines Gleichungssystems 


(26) 0” w= WuUe (k=1,..., m) 


fiber, die die Bedingung (25) erfiillen. Dabei gilt jeweils*U“) = D® + iC®), 
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wobei die Paare C®, D® (k=1,...,m) die zweiten Matrizenzeilen der 
Modulmatrizen aus 2 sind. Weil I nicht leer ist, ist Q eine endliche Menge. 
Weil das Gleichungssystem (26) linear ist, bilden seine Lésungen einen Vektor- 
raum tiber dem Kérper der komplexen Zahlen. Daraus folgt Satz 2b) und c). 
Zum Beweis von Satz 2d) beachten wir, daB die symplektische Gruppe Z bei 


der Abbildung (23) in die Gruppe LEL-1 mit L = (5 aa ibergeht, die aus 
allen 2n-reihigen komplexen Matrizen 


(27) (6 3) mit PQ’ = QP’, PP’—Q0'=E 


besteht. Wir haben dann zu zeigen, daB die Gruppe derjenigen Matrizen (27), 
die W in sich iberfihren, auf W transitiv ist. Hierzu sei W, ein beliebiger Punkt 


von %. Dann kénnen wir 


“ AE, 1 
28 W,W,=U i as) — Se 
(28) oo . TP UT ae iy, 0 
schreiben, wobei U, eine unitaére Matrix ist, ferner 1,,..., 4, die paarweise 
verschiedenen Eigenwerte von W, W, sind und schlieBlich k, die Vielfachheit 
von A, (v= 1,...,r) und &,, die k,-reihige Einheitsmatrix ist. Setzen wir jetzt 


a—ay* gz, my 0 
(29) P= U, 5 — . Uo, @=—PWy, 
0 1. (I-A) 7 


so sind die Bedingungen fir P und Q in (27) erfillt und W, geht bei der 
Substitution (27) in 0 iiber, so daB zum Beweis von Satz 2d) nur noch zu 
zeigen bleibt, daB die Substitution (27) jeden weiteren Punkt W € 2 wieder 
in einen Punkt von % iiberfiihrt. Dies bedeutet nach (26), daB die Gleichungen 


(30) 0 (PW + Q)(QW+ Py=(PW+ Q) (OW + P/U (k= 1,...,m) 


bewiesen werden miissen. Pie W, € @ sind die beiden Matrizen W, W, und 
U® fir jedes k = 1,...,m nach (26) vertauschbar. Das bedeutet nach (28) 
die Gleichungen 


my we... OF 
k) — . z = 
mat es 
wobei Uf) eine k,-reihige unitére Matrix ist. Nach (29) sind dann die beiden 
Matrizen P und U0) fiir jedes k = 1, . . ., m vertauschbar. Nach (26) und (29) 
erhalten wir so 


0 P= PU”, T#®g@=QuU" (k= 1,...,m). 


Diese Beziehungen liefern zusammen mit (26) schlieBlich die Gleichung (30). 
Damit ist Satz 2d) bewiesen. 


Math. Ann. 143 9 
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Zum Beweis von Satz 2 e) betrachten wir schlieBlich die Gruppen A (Z) mit 
Z€M. Weil A abzahlbar ist, gibt es auch nur abzahlbar viele endliche Unter- 
gruppen von J. Es seien 4,, A,, . . . die paarweise verschiedenen der Gruppen 
A(Z) mit Z € M. Wir beweisen dann 
(31) M = H(A,) U H(4,) v---. 

Aufgrund der Definition der Gruppen 4,, 4,, . . . gibt es zu jedem Z € M ein k 
mit Z €9(A,); also gilt 
(32) M CH(4;) v H(43) --- - 

Andererseits gilt fiir jedes k= 1,2,... die Beziehung A(IM)c A,, also 
9 (A (M)) > H(A,). Aufgrund von (9) folgt M> H(A,) (k = 1, 2, . . .) und daher 
MDH(4,) V H(4,) v---- 

Dies liefert zusammen mit (32) die Beziehung (31). Aus (31) folgt, daB es 
mindestens ein k mit dim$(4,) = dimM gibt. Das sei etwa fiir k = 1 der 
Fall. Weil (4,) und M ausgezeichnete Punktmengen sind, ergibt sich dann 
aus Satz 2c) die Beziehung M = (4,), also 
(33) A(M) = A(H(A,)) - 


Nun sind die Gruppen A,, 4,,... aufgrund von Definition 2 simtlich aus- 
gezeichnete Untergruppen von A, weil es zu jedem k = 1, 2, . . . Punkte Z mit 
A, = A(Z) gibt. Aus (10) und (33) ergibt sich also 4(M) = A,. Damit ist 
Satz 2 e) und somit Satz 2 vollstandig bewiesen. 


§ 3. Die Fixpunkte ganzer Modulsubstitutionen im Falle n = 2 


Im Falle n = 2 setzen wir 


— (4 %)_ (% % - (U1 Ys 

(34) vs (: =) (7 x +i( sa) 

Die Definitionsungleichungen (13) fiir den Bereich G lauten dann 
1 1 

(35) FSM %ym™S—FZ- 


Die Minkowskischen Reduktionsbedingungen, die nach (14) fiir die Punkte 
aus © ebenfalls erfiillt sein sollen, sind fiir n = 2 bekanntlich, wie u. a. in [3] 
gezeigt wird, eine Folge der drei Ungleichungen 


(36) ¥,2 Y, = 2y,2 0. 


Unsere Aufgabe ist es nun, diejenigen Fixpunktmannigfaltigkeiten 9 (@) 
(G4 €I’) zu bestimmen, die J’-reduzierte Punkte enthalten. Schreiben wir die 
Fixpunktgleichung (6) fiir eine ganze Modulmatrix (4) an, so erhalten wir 


(37) Z=UZU'+S8, 
oder in Real- und Imaginarteil aufgespalten 


(38) Y=UYU', X=UXU'+8. 
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Die Lésungen der ersten der Gleichungen (38) sind die Fixpunkte unimodularer 
Substitutionen im Raume © der positiven symmetrischen Matrizen. Uber 
diese Fixpunkte gilt 

Lemma 1: Die Gruppe der unimodularen sweireibigen Matrizen besitzt im 
Raume © der positiven symmetrischen zweireihigen Matrizen genau folgende 
Fixpunktmannigfaltigkeiten, die Punkte mit der Eigenschaft (36) enthalten: 


(39) ¥=(( ) mit der Gruppe P@={(5 4), oF 


(40) Y= (¥ 7 mit der Gruppe [= {( 1) ; (I a) ; 


" 


1 
" r(n nt dr ome r= (8). (09) 
2 1 2 


(42) ¥ = y(o ) mit der Gruppe P= {(5 1) (9 1) + (to) (ta) 
(43) Y=y(; >) mit der Gruppe 
P= {(4)+ (1 0) (i 1) (01) Ct 1) Ci od}: 
Hierbei miissen natiirlich stets zwei unimodulare Matrizen, die sich nur 


durch das Vorzeichen unterscheiden, identifiziert werden. Zum Beweis von 
Lemma | beachten wir, daB die pear 





(44) y, 2 + 2y,69 + yen? = (€—zn)(E—Zn) (detY=1), 


z—zZ 
in der , 7 Unbestimmte sind, eine eineindeutige Abbildung der oberen z-Halb- 
ebene auf die Flache det Y = 1 im Raume @ liefert. Der unimodularen Substi- 
tution Y> U YU’ (v= = ( a) i im Raume © entspricht dabei in der z-Ebene 
die Substitution 


Qn 92 .. ah a ee on ee — te oe -1 


—cez+a’ —czZ+a’ 


Der durch (36) definierte Minkowskische Fundamentalbereich geht ferner in 
die linke Halfte des bekannten Fundamentalbereiches der elliptischen Modul- 
gruppe tiber, der durch 


(46) lejs>, bel21 (22 =2+ 2) 
gegeben ist und z. B. ausfiihrlich in [2] behandeit wird. Die in der linken Hilfte 
des durch (46) definierten Bereiches liegenden Fixpunkte der ‘aus den Substi- 


tutionen (45) bestehenden Gruppe sind durch z = 0, |z| = 1, =— + ,2=4, 


z = @ gegeben. Diese liefern mittels (44) in der angegebenen Reihenfolge genau 
die in Lemma | angegebenen Fixpunkte. 
9* 
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Aus Lemma | ergibt sich, daB fiir eine ganze Modtlmatrix (4), fir die 
9 (@) A G nicht leer ist, die unimodulare Matrix U in einer der finf Gruppen 
I, FS, FE, 7’, [© liegen muB. Wir beachten noch, daB 


10 0—1 —ll 
re ={(9 1) (11) (i of 
eine zyklische Untergruppe der Ordnung 3 von J" ist. Dann folgt, daB man 
bereits alle Fixpunktmannigfaltigkeiten 9(@) (4 € I, 9(@) AG nicht leer, 
dim 9 (G@) < 6) erhalt, wenn in der Fixpunktgleichung (37) fiir U nachein- 
ander die sechs Matrizen 


= (91) (to)> (i—a)» (oa) (ho) (ta) 
eingesetzt werden. Aus (34) und (37) erhalten wir dann nacheinander 
s-z—uzu'=(,) °C), Pim e A ae f 
a. ™% “2 -> 22,— 2% 
24,—z 0 ' 2z,  %—2/)’ \2z,—z 2z,—z,)° 


Beachten wir die Ganzzahligkeit von S und die Ungleichungen (35), so ergeben 
sich in den sechs Fallen fiir S die Méglichkeiten 


Oe e 0 Oe ee e « € e 

s=(. = (5 _): (, ‘). (; * ( in (: ai 
Dabei sind sowohl fiir e als auch fiir ¢ jeweils die drei Werte —1, 0, 1 zugelassen, 
wohbei im letzten Fall allerdings noch |e — ¢| < 1 sein muB. Setzen wir noch im 
zweiten, fiinften und sechsten Fall z, + z, = 2z, so erhalten wir genau die sechs 
Parameterdarstellungen von Satz 3 und Satz 4. Die Behauptungen iiber die 
Dimension des Durchschnitts $(G) ~ G in diesen beiden Satzen sind leicht zu 
verifizieren. Damit sind dann Satz 3 und Satz 4 vollstandig bewiesen. 


§ 4. Die Fixpunktmannigfaltigkeiten nicht ganzer 
Modulsubstitutionen im Falle n = 2 


Weil der Imaginarteil Y eines Punktes Z € $ positiv definit ist, gibt es eine 
eindeutig bestimmte Dreiecksmatrix 


(47) F = (6%) (Ov 92 > 0) 
mit der Eigenschaft 
(48) Y=FF. 


Die ersten beiden Hilfssétze dieses Paragraphen gelten noch fiir beliebiges n. 
In ihnen ist daher F naturgem4B eine n-reihige Dreiecksmatrix mit positiven 
Diagonalelementen. 


Lemma 2: Der Punkt Z = X + iY set Fixpunkt bet der Modulsubstitution 


M = - ~f Dann gelten die folgenden drei Aussagen: 





~~ OF BD we = 


i 


——_e 
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a) Es gibt eine durch Z und M eindeutig bestimmte unitire Matrix U mit 
der Eigenschaft 
(49) CZ+D=F"9UF, AZ+B=ZF9UF. 


b) Werden mit F, sowie mit dem Realteil R und dem Imagindrteil T von U 
die beiden Matrizen 


F’ XF- R—T 
(50) G=(, ~ Q=(7 r) 
gebildet, so sind G und Q symplektisch, ferner Q orthogonal, und es gilt 
(51) GI MG=Q. 


c) Sind A,,...,A, die Eigenwerte von U, so besitzt M die Higenwerte 
wer) err 

Beweis: Nach (5) ist der Imaginarteil von M(Z) durch 

(CZ + Dy)’ ¥(CZ + D)> 
gegeben. Weil nun nach Voraussetzung Z = M(Z) ist, gilt fir die Imaginar- 
teile 
Y¥ = (CZ + D)’-1 Y(CZ + D)-. 

Diese Gleichung bedeutet nach (48), daB U = F(CZ + D)F-* unitar ist. Da F 
durch Y eindeutig bestimmt ist, ist U durch Z und M eindeutig bestimmt. 
Damit ist Lemma 2 a) bewiesen. Die Matrix @ erfillt die Bedingung (1) 
bzw. (3), ist also symplektisch. AuBerdem fiihrt sie den Punkt + Z in den Punkt 
Z = X + iF’F iber. Weil M nach Voraussetzung den Fixpunkt Z hat, besitzt 
daher G-! MG den Fixpunkt iZ. Alle symplektischen Matrizen mit dem Fix- 
punkt i£ sind aber, wie in [4] gezeigt wird, von der Form Q = S i , wobei 
R+iT beliebig unitar ist. Da aus (50) und (51) auch wieder die Gleichungen (49) 
folgen, falls R + +7’ = U gesetzt wird, ergibt sich Lemma 2 b). Aus (51) folgt, 
daB M und Q die gleichen Eigenwerte besitzen. Die Gleichung 


(52) (siz) (ea) Ge a)“ (0 0) 


liefert dann Lemma 2c). Damit ist Lemma 2 vollstandig bewiesen. 

Lemma 3: Es sei M €A und $(M) nicht leer. Die unitiren Matrizen U, 
die aufgrund von Lemma 2a) den Paaren Z, M mit Z € $(M) zugeordnet sind, 
besitzen alle die gleichen Higenwerte. Sind A,,..., A, diese Eigenwerte und sind 
von den+-n(n + 1) Zahlen A,A,(k,l=1,...,n;k Sl) genau m gleich 1, 
8o gilt fiir die reelle Dimension von $(M) die Beziehung dim$(M) = 2m. 

Beweis: Die Eigenwerte von U sind nach (49) bei vorgegebenem M stetige 
Funktionen von Z, die aufgrund von Lemma 2c) héchstens 2n verschiedene 
Werte annehmen kénnen. AuBerdem ist $(M) nach Satz 2a) zusammen- 
hangend. Variiert daher Z auf $(M), so kénnen sich die Eigenwerte von U 
nicht andern. Die. Behauptung tiber die Dimension von 9(M) ergibt sich un- 
mittelbar aus der Tatsache, daB die Fixpunktgleichung in der Form (24) 
geschrieben werden kann und dabei die dort verwendete unitére Matrix U mit 
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der in Lemma 2 verwendeten iibereinstimmt. Weil namlich der Bereich (25) 
bei der Substitution W— V WV’ (V unitar), die von der Art (27) ist, in sich 
iibergeht, kénnen wir in (24) noch voraussetzen, daB U Diagonalgestalt hat. 
Schreiben wir dann die Gleichung (24) in der Form U’WU = W, so folgt 
unmittelbar die zweite Behauptung vori Lemma 3. Damit ist Lemma 3 be- 
wiesen. 

Lemma 4: Das charakteristische Polynom (A) = det(M—AE,,,) einer 
Modulmatriz M vom Grade n = 2, deren Fixpunktmannigfaltigkeit $(M) nicht 
leer ist, setzt sich aus den folgenden Faktoren ®,=A—1, ®,=A+1, 
@=24144+1,9,= 241, O0,=44+ 2+ 2+14+1, O = 2H—A+1, 
®, = +1, Oy= A— B+ HBP—A+ 1, Oy = A — 2 + 1 zusammen, die tiber 
dem Kérper der rationalen Zahlen irreduzibel sind. 

Beweis: Weil A in $ diskontinuierlich ist, hat jede Matrix M € A, die einen 
Fixpunkt in 9 besitzt, endliche Ordnung. Das bedeutet insbesondere, daB die 
Eigenwerte von M Einheitswurzeln sind. Die tiber dem K6rper der rationalen 
Zahlen irreduziblen Faktoren des charakteristischen Polynoms von M sind da- 
her Kreisteilungspolynome. Es geniigt dann offenbar zu beweisen, daB die in 
Lemma 4 angegebenen Polynome genau alle Kreisteilungspolynome mit ei- 
nem Grad <4 sind. Der Grad p(h) des h-ten Kreisteilungspolynoms @, (A) ist 


durch . 
p(h) = ’(1——)...(1-—=) 


gegeben, wobei p,,..., p,, die in h aufgehenden verschiedenen Primfaktoren 
sind. Wegen h = 7p, .. - Pm gilt die Abschatzung y(h) => (p,— 1). . . (Pm — 1). 
Fir m = 3 ware dann g(h) = (2— 1) (3— 1) (6— 1) = 8. Also kommen nur 
die Werte m = 1, 2 in Betracht. Weil ferner g(h) = p, —1(v = 1, . . .. m) ist, 
kommen fiir die Faktoren p,, . . ., p,, nur die Primzahlen 2, 3, 5 in Frage. Fiir A 
sind daher auBer A = 1 nur die Ansitze h = 2”; 3”; 5’; 2°3"; 2”5"; 5°3 méglich. 
Leichte Abschitzungen ergeben in den ersten fiinf Fallen die Méglichkeiten 
h = 2, 4, 8; 3; 5; 6, 12; 10. Im letzten Falle a= = 5°3" ist stets p(h) > 8. Damit 
ist Lemma 4 bewiesen. 

Lemma 5: Um die Fixpunktmannigfaltigkeiten $(M) im Falle n= 2 zu 
bestimmen, geniigt es in den Gleichungen (49) nur solche Modulmatrizen M zu- 
zulassen, deren charakteristisches Polynom ® eins der zw6lf Polynome ®,, Dy, | 
®,,, D3, Di, D,D,, D,D,, D, D3, D3, D,D?, D, D3, D3 D3 ist. 

Beweis: Weil ® ein Polynom vierten Grades ist, dessen irreduzible Faktoren 
unter den in Lemma 4 angegebenen Polynomen vorkommen, bestehen fiir ® 
auBer den in Lemma 5 angegebenen Modglichkeiten nur noch zwélf weitere, 


namlich 
(53) D, P,P, ? 9, 9,9, ? 2,9, ®, ’ @, P§ ? PD, ? 
(54) PD, ’ : @ ®,®, ’ ®,P% ’ , ®, D3 


und ®{, 4. Die Polynome (53) enthalten ®, in einer ungeraden Potenz. Das 
hat zur Folge, daB das Produkt aller Wurzeln eines dieser Polynome gleich — 1 
ist. Andererseits ist das Produkt der Wurzeln des charakteristischen Polynoms 
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von M gleich det M. Aus (1) folgt aber, wie in [5] gezeigt wird, daB fir jede 
symplektische Matrix det M = 1 ist. Die Polynome (53) kénnen also nicht 
charakteristische Polyaxome von Modulmatrizen sein. Aus (5) folgt, daB die 
beiden Matrizen + M dieselbe Abbildung von § auf sich liefern. Von zwei 
charakteristischen Polynomen, die dadurch auseinander hervorgehen, da8 
simtliche Wurzeln mit —1 multipliziert werden, braucht also bei der Fixpunkt- 
bestimmung nur eins beriicksichtigt zu werden. Die Polynome (54) gehen aber 
gerade aus den in Lemma 5 vorkommenden Polynomen ®,, 03, ®,®,, O, Dj, 
®,®3 dadurch hervor, daB deren Wurzeln mit —1 multipliziert werden. Die 
einzigen Modulmatrizen, die ®} bzw. ®} als charakteristisches Polynom be- 
sitzen und deren Fixpunktmannigfaltigkeit nicht leer ist, sind +£,,. Die 
Fixpunktmannigfaltigkeit (+ 2,,,) ist aber ganz § und braucht nicht naher 
untersucht zu werden. Damit ist Lemma 5 bewiesen. 

Lemma 6: Jede zweireihige unitéire Matrix U mit zwei verschiedenen Eigen- 
werten e*?, ef (0<a<t S22) kann in der Form 
(55) Va v(— aa V-. mit V= eee eee 


geschrieben werden, wobei die reellen Zahlen x, y den Bedingungen 
(56) 0<a<5;0<g<2a oder a=0,5;9=0 


geniigen. Ferner sind « und @ durch U und (56) eindeutig bestimmt. Im Falle 
o=t gilt U = e°E, wobei E die zweireihige Einheitsmatriz ist. 

Beweis: Zu jeder unitéren Matrix U gibt es eine weitere unitire Matrix V, 
mit der Eigenschaft, daB V>'U V, Diagonalgestalt hat. Dabei kann die Reihen- 
folge der Diagonalelemente von V5!U V,, die mit den Eigenwerten von U 
iibereinstimmen, noch vorgeschrieben werden. Die Matrix V, ist durch U bis 


fo 
auf einen rechtsseitigen unitéren Faktor bestimmt, der mit (S rs ver- 


tauschbar ist. Wegen e° + e** muB dieser rechtsseitige Faktor Diagonalgestalt 
haben. Wir kénnen also 


rr 2) 


0 efx 

ansetzen und wollen y, y so bestimmen, daB V die in (55) angegebene Gestalt. 

bekommt. Ist (a5) die erste Zeile von Vo, so gilt, weil V, unitar ist, die 

Gleichung a@ + 6b = 1. Wir setzen a@ = cos*a, bb = sin*a. Offenbar ist « 

durch U unter der Bedingung 0 Sa S > eindeutig bestimmt. Im Falle « = + 
‘p 

hat Vy die Gestalt V.~(j%, %). Wahlt man y= —y, 7=—, so wird 


V= ia 0) -IstO Sa< = , 80 kénnen wir durch geeignete Wahl von y, 7 


(w, x reell) 


erreichen, daB ae‘¥ reell und positiv und ferner det V = 1 wird. Unter diesen 
Bedingungen hat V notwendig die in (55) angegebene Gestalt. Die beiden 
Zahlen e*¥, e** sind dabei in jedem Falle durch die an sie gestellten Forderungen 
eindeutig bestimmt. Die Behauptung itiber die Gestalt von U im Falle o = t 
ergibt sich unmittelbar daraus, daB jede unitére Matrix durch‘eine unitire 
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Ahnlichkeitstransformation auf Diagonalgestalt gebracht werden kann. Damit 
ist Lemma 6 bewiesen. 

Lemma 7: Es sei M eine Modulmatrix und 9(M) nicht leer, ferner m die’ 
kleinste natiirliche Zahl mit M™ = E,,,. Fiir jede ganze Zahl k, fiir die der gropte 
gemeinsame Teiler (k,m) von k und m gleich 1 ist, stimmt das charakteristische 
Polynom von M* mit dem von M iiberein und es gilt $(M*) = 9(M). 

Beweis: Weil jeder Fixpunkt von M auch Fixpunkt von M* ist, gilt 
9(M) c H(M*). Wegen (k, m) = 1 gibt es eine ganze Zahl 1 mit (M*)'= M 
woraus sich $(M*) c $(M) ergibt. Sind dann @,,...,®, genau die ver- 
schiedenen im charakteristischen Polynom von M aufgehenden irreduziblen 
Faktoren, so ist m offenbar das kleinste gemeinsame Vielfache von 8,, . . ., 8 
Aus (k,m)=1 folgt dann erst recht (k,s,)=1 (v=1,...,r). Die k-ten 
Potenzen der Wurzeln von ®,, stimmen daher in einer geeigneten Reihenfolge 
mit den Wurzeln von @,, selbst iiberein. Daraus und aus der Tatsache, da8 die 
Eigenwerte von M* gerade die k-ten Potenzen der Eigenwerte von M sind, 
folgt, daB die charakteristischen Polynome von M und M* ibereinstimmen. 
Damit ist Lemma 7 bewiesen. 

Lemma 8: Bei der Bestimmung der Fixpunktmannigfaltigkeiten $(M) mit 
M €A im Falle n = 2 geniigt es, in den Fixpunktgleichungen (49) nur at 


unitiren Matrizen (55) zuzulassen, fiir die das Paar rationaler Zahlen =— 3 
eins der folgenden siebzehn Wertepaare ist: 


ix 




















Tabelle 

I TI i Iv Vv | VI Vit Ti 1X x | XI XII | XII} XIV] XV | XVI | XVII 

D || De | Dy | DH | DM | DO, 10, 0,10, 03/0, 03), Oi], D3] 0} 0} 

co fan ajalajalajaajalayayayayajyada 

2m 15/8, 8/12'12)3 3)41'4]/6 6) 4,3) 3 | 4,4) 2 

= (8/8) 5]) 5 Til 2yrispri2) a pay ayaryaya 

2m =|5]8'8]12)12)3,/3)4,4)3/3) 3} 1] 2) r)} 247 

dim $(M) |0]0'0]0' O]0\/2}/0 2]0' 0] oO] 2],24,2 4,244 






































Beweis: Es sei ® eins der in Lemma 5 angegebenen Polynome, ferner M 
eine Modulmatrix mit dem charakteristischen Polynom ® und 9(M) nicht 
leer. Fiir einen Punkt Z € $(M) seien A, uw die Eigenwerte der unitaren 
Matrix U, die aufgrund von Lémma 2a) dem Paar Z, M zugeordnet ist. Nach 
Lemma 3 ist es gleichgiiltig, welcher Punkt Z €9(M) dabei gewahlt wird. 
Um bei vorgegebenem @ alle Fixpunktmannigfaltigkeiten $ (M) zu bekommen, 
miuBten nun fiir A, «4 alle Méglichkeiten betrachtet werden, fiir die die Zahlen 
A, uw, A, fi, alle Wurzeln von @ sind. Mit Hilfe von Lemma 7 ergeben sich aber 
einige dieser Méglichkeiten fiir A, u als iiberfliissig. Wir setzen 


ent 2 eni 


(57) A=e *, pee ¢, 
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wobei 7, 8, g, t ganze Zahlen mit den Eigenschaften 

(58) (p,s)=1, O<pss, (¢,t)=1, 0O<qst, tse 

sind. Hiernach ist A eine s-te und yu eine t-te primitive Einheitswurzel. Aufgrund 
von Lemma 2c) besitzt ® als irreduzible Faktoren nur ®, und ®,, wobei auch 
s = t sein kann. Die in Lemma 7 definierte Zahl m ist das kleinste gemeinsame 
Vielfache von s und t. 

Wir betrachten zuerst den Fall s = t = m, der fiir D = ®,, D,, D,,, D3, 
eintritt. Durchlauft in diesem Falle k alle modm inkongruenten ganzen Zahlen 
mit (k, m) = 1, so durchlauft 4* alle primitiven s-ten Einheitswurzeln, und A* 
ist Eigenwert der unitéren Matrix, die aufgrund von Lemma 2a) dem Paar 
Z, M* zugeordnet ist. Dem Paar Z, M* ist nimlich wegen der Gleichungen (51) 
und (52) gerade die unitére Matrix U* zugeordnet. Indem also eventuell M 
durch eine geeignete Potenz M* ersetzt wird, kann in (57) und (58) die Be- 
dingung p= 1 vorausgesetzt werden. In der Schreibweise (55) der unitaéren 


Matrix U ist dann o = a Fir « = e'* kommen dann noch jeweils zwei 
Méglichkeiten in Betracht. * Far ® = ®,, ®,, D,, kann namlich yu noch gleich 


jeder der beiden von e* * verschiedenen Wurzeln von ® sein ; fir D = D3, D? 


Qxi 
besitzt ® nur die beiden Wurzelne~ * , und yu kanngleich jeder dieser beiden 
Wurzeln sein. Die beiden fiir ~ = e‘* in Frage kommenden Méglichkeiten 
werden durch die Bedingungen 


(59) o St<2na—t S2a—c, dh. 1 Sq<t—q st—I| 
und 
(60) o S2ua—t<t S2a—o, dh. 1 St—q<q st—1 


unterschieden. Fiir ® = ®, kénnen die beiden Fille (59) und (60) noch durch 

Ubergang von M zu einer geeigneten Potenz M' ineinander iibergefiihrt werden, 

fiir die Polynome ® = D,, D,,, D3, D2 ist das nicht méglich. Es gibt namlich 
2Qxi 


genau eine Restklasse 1 modm mit (l,m) =1 und w'=e * . Fir die Potenz 
2Qxil 


#t=e * kannnur/! = yu oder J! = fi gelten, weil die vier Potenzen ', y', 7', ji! 
bis auf die Reihenfolge mit A, u, 1, @ tibereinstimmen miissen. Wie leicht fest- 
zustellen ist, gilt 4' = @ fir ® = ®, und /' = p fir D = D,, D,,, D3, D2. Das 
bedeutet: Im Falle  =.®, besitzt U' die Eigenschaft (60), falls U die Eigen- 
schaft (59) besitzt und umgekehrt; in den Fallen = ®,, D,,, D3, D2 besitzen 
die Matrizen U und U! entweder beide die Eigenschaft (59) oder beide die 
Eigenschaft (60). Daher braucht fiir ® = ®, nur eine der beiden Méglichkeiten 
(59) und (60) betrachtet zu werden. Die Méglichkeit (60) ist in Lemma 8 unter I 
angegeben. In den Fallen ® = D,, D,,, Dj, H} miissen stets beide Méglichkeiten 
(59) und (60) betrachtet werden. Diese Méglichkeiten sind in Lemma 8 unter IT 
bis IX angegeben. 

Jetzt sei t ein Teiler von s und 1 <¢ < s, was fiir D = D,D,, DD}, D, Di, 
©,9}, D3 OF eintritt. Hier ist m = s und es gibt genau eine Potenz M* mit 
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2xi 
(k, m) = lund 2* =e * . Wir ersetzen M durch diese Potenz und kénnen dann 
in (57) und (58) wieder p = 1 voraussetzen, so daB in der Schreibweise (55) der. 


unitéren Matrix U die Beziehung o = 3s. gilt. Fir 4 = e** kommen dann noch 


die beiden konjugiert komplexen Wurzeln von ®, bzw. @? in Betracht. Fiir 
® = ®,®, sind diese beiden Méglichkeiten in Lemma 8 unter X und XI an- 
gegeben. Fiir s, ¢ = 3, 1; 4, 1; 4, 2; 2, 1 gilt u = @, so daB die beiden Méglich- 
keiten zusammenfallen. Man vergleiche in Lemma 8 die Fille XIII und XV 
bis XVII. 

SchlieBlich bleiben in Lemma 5 noch zwei charakteristische Polynome, fiir 
die 1 <t <8 und (s,t) = 1 gilt, nimlich ® = ©,®,, O03. Hierfiir ist m = st. 
Es sei zuerst s,¢ = 4,3 also m = 12. Die mod12 inkongruenten Zahlen k mit 
(k, 12) = 1 sind k = 1, 5,7, 11. Fiir jéde der beiden Wurzeln 4 von @, gilt 
A = 45 + 2? = #; fiir jede der beiden Wurzeln yp von , gilt uw = pw? + pS = p™. 

2x 
Daraus folgt, daB es stets eine Potenz M* mit (k, 12) = 1 so gibt, daB A* =e 4 

2x 

und u*=e 3 ist. Fir ® = D,®, braucht also nur die unter XII in- Lemma 8 
angegebene Méglichkeit betrachtet zu werden. SchlieBlich sei s,¢ = 3,2 also 
m = 6. Hier kann, indem statt M eventuell M® betrachtet wird, angeuommen 
werden, daB der unter XIV in Lemma 8 angegebene Fall vorliegt. Die Be- 
hauptungen in Lemma 8 iiber dim$(M) ergeben sich unmittelbar aus 
Lemma 3. Damit ist Lemma 8 bewiesen. 

Wird die erste der Gleichungen (49) in Real- und Imaginarteil aufgespalten, 
so folgt 


(61). FCF =T, CX+D=F— RF. 


Wir werden auBerdem Gleichungen brauchen, die D, A, B durch C, Z, U aus- 
driicken. Es ergeben sich, wenn auch noch die zweite der Gleichungen (49) in 
Real- und Imaginarteil aufgespalten wird, nach einigen Umrechnungen die 
Beziehungen 


(62) D=F—RF—CX, 
(63) A' =F RF +0'X, 
(64) B= XF-RF—F’RF’-1X—XCX—YCY. 


Ferner werden wir wiederholt Ungleichungen benutzen, die sich aus den 
Reduktionsbedingungen ergeben. Eine ausfiihrliche Untersuchung der Re- 
duktionsbedingungen im Falle n = 2 findet man in [1]. Danach kommen 
unter den Ungleichungen (15) insbesondere die Ungleichungen 


(65) l~+ad/ 21, \a+dl/21 (d ganz) 


vor. Die Minkowskischen Reduktionsbedingungen (36) schreiben sich nach (47) 
und (48) fiir die Matrix F in der Form 


(66) 0<29,<59,, 9 <9+ 9. 
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Aus (35), (36) und (65) ergibt sich die Abschatzung 


l 
(67) %2n-KzzV3. 
Zusammen mit (66) ergibt sich hieraus 
2 
(68) n92' <3 3 
und 
3 
(69) gz ry 3 . 


Aus (67) und (69) erhalten wir schlieBlich 
(70) det ¥ = (9,9, = 45. 


Da8 die mit Hilfe dieser Ungleichungen ermittelten Fixpunkte tatsdchlich 
reduziert sind, werden wir in der Regel nicht nachweisen. Dies kann namlich 
anhand der in [1] angegebenen notwendigen und hinreichenden Reduktions- 
bedingungen in jedem Fall leicht verifiziert werden. 


Setzen wir nun C = = *) , benutzen (47) und (55) und schreiben die erste 
der Gleichungen (61) in Komponentenform, so ergibt sich 


(71) Cg + Cag} + (Cy + C4) 9193 = cOs*a sing + sin*« sint, 




















(72) 39192 + 29293 = sin2« cos (< ; = 4 ¢) sin << ’ 
(73) 49192 + 2929s = sin2a cos (“> * — g) sin >", 
(74) C293 = sin*« sing + cos*« sint . 

. _ (dy a, _ [ty % . 
Setzen wir ferner D = ( a, a) und R = (" ) , wobei 

cos*« cosa + sin*« cost sin2aein (°F * + p) sin — 
(75) R= . (o+t g O-—F : 
sin 2 asin ( 3 — 9) sin 9 sin*« cosa + cos*a cost 


gilt, so liefert die zweite der Gleichungen (61), in Komponentenform geschrie- 
ben, die Beziehungen 


(76) CX + Cy%y + dy = 1, — 149593", 

(77) CyXy + CyXy + dy =r, + 749393", 

(78) Cy %y + CyXy + dy= (1; —15)999i'+ 739297'— 74930192)", 
(79) CyXy + Cy%y + dy = 749,95". 


Lemma 9: Aus den Reduktionsbedingungen und den Gleichungen (71) bis 
(74) folgt absC <= 1 und |c,| < 1 (k = 1, 2, 3, 4). 
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Beweis: Aus der ersten der Gleichungen (61) folgt unter Beachtung von (48) 
und (70) die Abschatzung 


absC = det Y-1 abs T <-> abs 7’. 
Weil U = R + iT unitar ist, gilt RR’ + 7 T’ = EZ, insbesondere also abs 7 < 1. 
Weil detC ganzzahlig ist, folgt damit absC < 1. Aus (74) und (69) ergibt sich 
les] Sox? ba V3 < 2. Aus (72) und (70) folgt zunachst 


4 
les + C9397] Si)" Sy - 


Wegen |c,| <1 und (66) erhalten wir |c,| s=+;< 2. Entsprechend be- 
weist man |c,| < 2. Die Gleichung (71) liefert mit (67) schlieBlich 


Ds oe 
(80) le, + ¢sg897*+ (Cs + %)9s97"| S9ir* SZ] - 


Wenn |c, + ¢,| <1 ist, folgt unter Beachtung von |c,| < 1 und (66) die Ab- 
schatzung 


2 3 
(81) lq] Sy V3 +G<2. 


Wenn |c, + c,| = 2 ist, aber c, und c, + ¢, gleiches Vorzeichen haben, so gilt 
(c, + 0 angenommen) nach (80) sogar |c,| < 2 y3 + < . Wir brauchen also nur 
noch den Fall zu untersuchen, in dem |c, + ¢,| = 2 ist und c, und c, + c, ver- 
schiedenes Vorzeichen haben. Wir nehmen etwa c, = ¢, = —1, c, >} 0 an. Im 
Falle c, = 1 wiirde aus (80) unter Beachtung von |g3gz*— 29,977] < 2 wieder 
(81) folgen. Im Falle c, = —1 wire detC = —c, — 1, was fiir c, > 1 im Wider- 
spruch zu absC < 1 stehen wiirde. Im Falle c, = 0 endlich folgt aus (74) zu- 
nachst, daB die beiden Zahlen sino und sint verschiedenes Vorzeichen be- 
sitzen, falls beide von Null verschieden sind. Damit ergibt sich dann aus (71) 
die Abschatzung 


l¢| s ; V3 Max(cos*a, sin*«) + 1. 
Wegen (72) oder (73) ist sin2a = 9,9, = 2 , woraus sich 


1 1 . 1 l 
‘y — gI7 S Max(cos*a, sin?’a) S > +4 7 


ergibt. Das liefert |c,| <i\3 (5 +¥ 7 ) +1<2, womit Lemma 9 be- 
wiesen ist. 


Wir behandeln nun im einzelnen die in Lemma 8 angegebenen Fille I 
bis XVII. 


Lemma 10. Der Fall I liefert genau die in Satz 5a) angegebenen reduzierten 
Fixpunkte. 











Fixpunkte der Siegelschen Modulgruppe 131 


Beweis: Fir (71) bis (74) erhalten wir im Falle I die Gleichungen 
(82) 9} + C98 + (Cs + C4) 9193 = Vz (5+5) cos*a — yi (5—J5) sin*a , 


(83) €39192 + 2929s = ) + (5 + 5) sin2a 00s ( p + $3) , 


(84) 49192 + 29293 = yi (5 + V5) sin2« cos (¢ _+ x) . 


(85) eg8 = = (6 + V5) sinta— V+ 68) costar. 
Aus (83) und (84) folgt durch Subtraktion 

(86) (C3 — &%) 1193 = —tV5 sin2a sing . 

Aus (82) und (85) folgt durch Addition 


ee 
(87) Yi + C22 + (cy + %)¥s= 3 V5—2)5 
Aus (61) folgt schlieBlich durch Determinantenbildung 


(88) det Y detC = det T = —iV6 + £65 + V5) sin?2a sin?» . 


Ware det C + 0, was nach Lemma 9 die Annahme absC = 1 bedeutet, so wiirde 
aus (88) die Abschitzung det Y < z y5 folgen, im Widerspruch zu (70). Also 
muB det C = 0 sein. Nach (88) bedeutet dies 


(89) sin*2a sin? y = > (V5 — 1). 


Mit (86) folgt hieraus c,—c, + 0 und wegen (70) auch |c, — c,| + 2. Also ist 
\¢3 — ¢,| = 1. Durch Quadrieren folgt hiermit aus (86) unter Beachtung von (89) 
die Gleichung 


(90) (9:9:)" = det ¥ = (V5 —1). 


Wegen |c, — c,| = 1 und Lemma 9 ist genau eine der Zahlen c;, c, gleich Null, 
wahrend die andere den Absolutbetrag 1 besitzt. Wegen detC = 0 muB also 
auch mindestens eine der beiden Zahlen c,, c, gleich Null sein. Ware die andere 
dieser beiden Zahlen von Null verschieden, also nach Lemma 9 gleich + 1, so 
wiirde aus (87) unter Beachtung der Reduktionsbedingungen (36) und der 
Gleichung |c, + c,| = 1 die Abschaitzung y, = yo— 2/5 folgen, im Wider- 
spruch zu (67). Also ist c, = c, = 0. Bei nochmaliger Anwendung von (87) folgt 
dann c, + c, > 0, also c, + cg = 1. Damit haben wir das Ergebnis 


(91) 9193 = ¥s= 5 V5— 2/5 


und fiir C die beiden Méglichkeiten 


G= (00): (10): 
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Die erste Méglichkeit bezeichnen wir als den Fall I’, die zweite als den Fall I’’. 
Im Fall I’ gilt nach (84) die Beziehung cos(p— 5-2) = 0 und nach (83) die 
Beziehung cos (¢ - $7) > 0. Im Fall I” gilt umgekehrt cos (p + 57) =0, 
cos (p—+2) > 0. So ergibt sich fiir gm in den beiden Fallen y, = — We 
~2= ww a. Aus (85) folgt unter Beachtung von c,=0 in beiden Fallen 


sina = + (5 —1). Mit diesen Werten von » und sina erhalten wir nach (75) 
dann 


l oe TO ce 

> (2—ys5) = V5 (Vs—3) 
(92) R, = ins = . 1 7 = Rj. 
> V5 (ys —1) = (V5 —3) 


to 5 


Im Fall I’ ergibt sich nun aus (79), daB r.g,g5'= 5 V5 (V5 — 1) 9,93? eine 


ganze Zahl sein muB. Wegen (68) muB diese ganze Zahl gleich 1 sein. Beachten 
wir dann noch (90), so folgt 


1}/1 sak 
(93) t= n=) 36+ 75)- 
Im Fall I” gilt nach (90), (91) und (92) die Gleichung 


1 aaa eda 
(ry —12)9397* + 739297" — "495 (9192) = 3 97" \z (5+ 5). 


Nach (78) muB die linke Seite dieser Gleichung eine ganze Zahl sein, die 
wegen (67) wiederum gleich 1 sein muB. So folgt auch im Falle I’ die Be- 
ziehung (93). Mit Hilfe von (90), (91) und (93) erhalt man schlieBlich 


zl y6+15) 7Vs—278 


ail — 1 yl _ 
3 W—2y5 + 56+ 5) 
Zur Bestimmung von X beachten wir, daB aus (62), (63) und (92) die Be- 


ziehung 
1 1 - 
m4 4 (3+V5) 
, 2 + Xs x, 
te das kt 
—7@e+) -—-> 


Y= 


folgt, wobei sich das obere Vorzeichen auf den Fall I’ und das untere auf den 
Fall I” bezieht. Aus der Ganzzahligkeit von A’ — D und aus (35) erhalten wir 


im Fall I’ die Gleichungen z,=—z,—=- (V5 —1) und im Falle I” die 


Gleichungen xz, = —z, = — (y5 — 1). Fir x, erhalten wir in jedem der beiden 


Fille I’ und I” noch die beiden Méglichkeiten z, = + > so daB sich insgesamt 
gerade die vier in Satz 5a) angegebenen Punkte ergeben. Man rechnet noch 








Ww 
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leicht nach, daB sich mit den gefundenen Werten von C,Z, U die Matrizen 
D, A, B aufgrund der Gleichungen (62), (63) und (64) tatsichlich als ganz- 
zahlig herausstellen, so daB die Punkte in Satz 5a) tatsaichlich Fixpunkte im 
Falle I sind. Damit ist Lemma 10 bewiesen. 

Lemma 11: Der Fall II liefert genau die in Satz 5b) angegebenen reduzierten 
Fizpunkte. 

Beweis: Die Gleichungen (71) bis (74) lauten in diesem Fall 


(94) C193 + CoG% + (Cg + %) 9193 = +2 > 

(95) €39192 + 29293 = = y2 sin2a sing, 
(96) 49:92 + 2929s = + y2 sin2a sing , 
(97) a= \2- 


Aus (97) folgen aufgrund von Lemma 9 die Beziehungen c, = 1, g3 = ; y2. 
Durch Addition der Gleichungen (95) und (96) erhalten wir dann (c, + ¢,)g, + 
+ 2g, = 0. Diese Gleichung 148t nach (66) und (67) nur die beiden Méglich- 
keiten 


(98) Cf;+¢=0, g=0 und c,+eo,=—1, 29,=— 9, 
zu. Fiir die erste dieser Méglichkeiten wiirde die Gleichung (94) die Beziehungen 
¢, =1, f= ; y2 liefern, die im Widerspruch zu (67) stehen. Im zweiten der 
Fille (98) liefert (94) die Beziehungen c, = 1, g? = 5. 2 . Wir erhalten also die 
Ergebnisse 

; 1—1l 10 1 —(21 
(99) c= (5 )e(3 i): Y¥=3/2 ( 2) 
Aus (75) folgt im Fall II die Beziehung R’ = R. Durch Subtraktion erhalt man 
also aus (62) und (63) die Beziehung A’ — D = (C’ + C) X. Weil nun nach (99) 


die Gleichung 0’ + C= (_{ ~ 4) besteht, muB daher die Matrix 
. 22%,—2, 27%,—~2 
(100) (C" + Qx=(2_2 sacle 


ganzzahlig sein. Hieraus folgt zunachst 
(101) a, +0 (k = 1, 2,3). 


Denn ware dies nicht erfillt, so wirde aus (35) und aus der Ganzzahligkeit der 
Matrix (100) sofort z, = 0 (k = 1, 2, 3) folgen. Dann ware aber nach (99) die 
Ungleichung |z,| = |z, =F\?< 1 erfiillt, die im Widerspruch zu (65) steht. 
Aus der Ganzzahligkeit von (100) folgt ferner auch die Ganzzahligkeit von 
x, — x,. Ware nun x, — z, = +1, so wiirden nach (35) die Zahlen 22, und 22, 
ganz sein, so daB aus der Ganzzahligkeit von 27, — 2, z. B. die Beziehung 








134 ERHARD GOTTSCHLING: 


2, = 0 folgen wiirde, die im Widerspruch zu (101) steht. Also muB x, = 2, sein. 
Wir setzen z, = z, = x, so daB nach (100) dann 
4 22—2, -22%,—z2 

(102) (C’ + x=(5_% a 

wird. Wa. ein Element dieser Matrix gleich Null, etwa 2z— x, = 0, so wiirde 
22,— x = 32 folgen. Wégen x + 0 und der Ganzzahligkeit von 22, — x wire 
also |z| = > und daher |z,| = 2|z| = ; , im Widerspruch zu (35). Entsprechend 
fihrt die Annahme 2z,— x = 0 auf einen Widerspruch.. Die Elemente der 


Matrix (102) kénnen also nur gleich +1 sein. Beachten wir noch 
\(22,— x) + (22— 25)| = |z, + z| S 1, so ergeben sich nur die beiden Méglich- 


keiten 

22— 22,;—2z 1—1 —l 1 

> mig aa es ie 1) , ( 1 = , 
Diese liefern genau die beiden in Satz 5b) angegebenen Punkte. Auch hier 
rechnet man mit Hilfe von (62), (63) und (64) leicht nach, daB die Matrizen 
D, A, B sich als ganzzahlig ergeben, so daB die Punkte in Satz 5b) tatsachlich 
Fixpunkte im Fall II sind. Damit ist Lemma 11 bewiesen. 

Lemma 12: Der Fall VIII liefert genau den in Satz 5c) angegebenen 
reduzierten Fixpunkt iE und der Fall VI genau die in Satz 5d) angegebenen 
reduzierten Fixpunkte. 

Beweis: In den beiden Fallen VI und VIII gilt o = r und die Gleichungen 
(71) bis (74) lauten 


(103) C195 + Ce93 + (Cy + %) 9193 = Sing , 
(104) C391 + 293 = CG, + C293 = 0, 
(105) ¢,93 = sinc . 


Wegen sing > 0 folgen mit Lemma 9 aus (105) die Beziehungen c, = 1, 
g3 = sinc. Aus (104) ergeben sich mit (66) und (67) die Gleichungen g, = 0, 
Cs = ¢, = 0. SchlieBlich liefert (103) dann c, = 1, g} = sino, so daB wir C = E, 
Y = sino£Z haben. Aus der zweiten der Gleichungen (61) erhalten wir dann 
X + D= R= coscE. Wegen (35) und der Ganzzahligkeit von D gelten also 


im Falle VIII (o = 3) die Beziehungen X = 0, D= 0, die den in Satz 5c) 
angegebenen Punkt liefern. Im Falle VI (o- 37) erhalten wir X + D= 


=— + E. Diese Gleichung hat fiir X, D genau vier Lésungen, die die vier in 
Satz 5d) angegebenen Punkte liefern. Mit Hilfe von (63) und (64) ergeben sich 
dann A und B in jedem Fall als ganzzablig, so daB i Z tatsichlich Fixpunkt im 
Falle VIII ist, und die Punkte in Satz 5d) tatsaichlich Fixpunkte im Falle VI 
sind. Damit ist Lemma 12 bewiesen. 

Lemma 13: Der Fall III liefert genau den in Satz 5c) angegebenen redu- 
zierten Fixpunkt iL. 

Beweis: Wir bemerken zunachst, daB ein Fixpunkt im Falle III auch 
Fixpunkt im Falle VIII ist. Ist namlich Z Fixpunkt einer Modulmatrix M und 
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ist dem Paar Z, M aufgrund von Lemma 2a) eine unitére Matrix U mit den 


1 5 
Eigenwerten e "8, e* "8 (Fall III) zugeordnet, so ist Z auch Fixpunkt bei M* 
und dem Paar Z, M? ist aufgrund von Lemma 2a) die Matrix U* zugeordnet. 


1 1 
Diese besitzt die Eigenwertee’""#,¢°"'¢, gehort also zum Fall VIII. Aufgrund 
von Lemma 12 kommt daher als Fixpunkt im Falle III héchstens i Z in Frage. 


Fir diesen Punkt erhalten wir fiir (71) bis (74) im Falle III die Gleichungen 


(106) o= 5 V2 cos2e., 

(107) ¢ = —sin2a cos (g—), 
(108) 4 = —sin2a cos (g + <), 
(109) Cy = —4 JB cos2a.. 


Aus (106) und (109) folgen wegen der Ganzzahligkeit von c, und ¢, die Glei- 
chungen ¢, = ¢,= 0, cos2a = 0, sin2a = 1. Aus (106) bis (109) ergibt sich 
dann durch Determinantenbildung detC = sin* » — ; , wegen der Ganz- 
zahligkeit von detC also detC = 0, sin*y = +. Fir C erhalten wir daher die 
vier Méglichkeiten C = ( * 0) , ( . 0) . Die zugehérigen Matrizen R. sind 


+10 
nach (75) durch R =( ° 0) 


410)* (oo) gegeben. Nach (62), (63) und (64) er- 


geben sich also D, A, B als ganzzahlig, so daB if tatsichlich Fixpunkt im 
Falle III ist. Damit ist Lemma 13 bewiesen. - 
Lemma 14: Der Fall IV liefert keine reduzierten Fixpunkte. 


Beweis: Die Gleichung (74) lautet in diesem Fall cyg} = 5. Nach Lemma 9 


wiirde c, = 1 und dann gj = $ folgen, was im Widerspruch zu (69) steht. Man 
kann auch folgendermaBen schlieBen: Jeder Fixpunkt im Falle IV ware auch 
Fixpunkt in den Fallen VII und VIII. Nach Lemma 12 ist iZ der einzige 
reduzierte Fixpunkt im Falle VIII. Der Punkt +2 liegt aber auf keiner der 
Fixpunktmannigfaltigkeiten, die sich im Falle VII ergebem werden (vgl. Lem- 


ma 19). Damit ist Lemma 14 bewiesen. 


Lemma 15: In den Féillen V und XI ergeben sich héchstens die in Satz 5d) 
angegebenen reduzierten Fixpunkte. 

Beweis: Ist Z Fixpunkt bei der Modulmatrix M, so auch bei M*. Daraus 
folgt, daB jeder Fixpunkt in den Fallen V und XI auch Fixpunkt im Falle VI 
ist. Lemma 15 ergibt sich dann aus Lemma 12. Bei den Fixpunkten im Falle V 
muB noch beachtet werden, da8 fiir diese M* das charakteristische Polynom 2 
besitzt. Durch Ubergang zu — M?® erhalten wir dann das charakteristische 
Polynom @ (vgl. den Beweis von Lemma 5). DaB die Fixpunkte im Falle VI 
tatsichlich auch Fixpunkte in den Fallen V und XI sind, werden wir nicht 
bendtigen und wollen es daher auch nicht beweisen. Damit ist Lemma 15 be- 
wiesen. 


Math. Ann. 143 10 
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Lemma 16: Der Fall X liefert genau die in Satz 5d) und e) angegebenen 
reduzierten Fixpunkte. 
Beweis: Die Gleichungen (71) bis (74) lauten in dieser Falle 


(110) agi + gh + (+ nigs= 7 V3» | 
(111) 39192 + 2029s = — 5 sin2asing, 

- (112) 49192 + 29293 = + sin2a sing , 
(113) egi= + V3 « 


Aus (113) und Lemma 9 ergibt sich c, = 1, g3 = + y3. Aus (111) und (112) folgt 
dann durch Addition (c, + ¢,)g, + 2g3 = 0. Diese Gleichung ist mit den Be- 
dingungen (66) und (67) nur vertraglich, wenn entweder 


(114) G+Gq=—l, 29,=9, 
oder 


gilt. Wir behandeln zuerst den Fall (114). Die erste der Gleichungen (114) © 
liefert nur die beiden Méglichkeiten c,, c, = 0, —1; —1, 0. Aus der zweiten der 


Gleichungen (114) und aus (110) folgt ferner ¢, = 1, gj = ; y3 , 80 daB wir das 
Ergebnis 


10 1—l 1 21 
(116) he (4 1) ’ (0 i) ¥=373 (i 2, 
haben. Nach (75) gilt fiir beide Fille (114) und (115) die Beziehung 
$0082 — F sin2 2 008 g 
(117) R= l i : 
— = sin2a cos p — yoos2a 


Speziell im Falle (114) ergibt sich aus (111) oder (112) die Gleichung 
sin2a |sing| = 1, also sin2« = |sing| = 1, so daB cos2a = cosg=0 wird. 
Aus (117) ergibt sich damit R = 0. Durch Addition der Gleichungen (62) und 
(63) erhalten wir dann A’ + D = (C’ — C)X. Beachten wir (116), so folgt die 
a 01 f 0—l —%, —z 
Ganzzahligkeit von ® 0) X= ® aan bzw. von ( 0) X= ( *) , 
Wegen (35) ist also X = 0. Weil mit (116) und R = X-= 0 aus den Gleichungen 
(62) bis (64) die Ganzzahligkeit von D, A, B folgt, liefert daher der Fall (114) 
genau den in Satz 5e) angegebenen reduzierten Fixpunkt. 


Im Falle (115) folgen aus (110) die Bedingungen c¢, = 1, g=5)3- Die 


Gleichung c, + c, = 0 liefert wegen Lemma 9 die Werte c, = c, = 0, so daB wir 
das Ergebnis 


(118) C=E, Y=yy3F 
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haben. Wegen der Reduktionsbedingungen (35) und (65) folgt nun 


1 
(119) |z| = |e] =>- 
Nach (62) und (117) ist die Matrix 


1 Bie 
7 sta — x — = sin2a cos y — 2, 
F-°RF—CX = 1 l 
— = sin2a cos py — x, — 7 cos2a — 2, 


ganzzahlig. Daher ergibt sich aus (119) die Bedingung |cos2a|= 1, also 
sin2a = 0. Die Ganzzahligkeit von —+sin2a cos y — x; ergibt damit x, = 0. 
Dieses Ergebnis und die beiden Gleichungen (118) und (119) lassen nur die-vier 
Lésungen in Satz 5d) zu. Diese vier Lésungen sind aber tatsichlich Fixpunkte 
im Falle X, weil sich mit Hilfe der Gleichungen (62) bis (64) die Matrizen 
D, A, B als ganzzahlig erweisen. Damit ist Lemma 16 bewiesen. 

Lemma 17: Der Fall XII liefert genau die in Satz 5{) angegebenen redu- 
zierten Fixpunkte. 

Beweis: Die Gleichungen (71) bis (74) lauten in diesem Falle 


(120) C97 + C98 + (Cs + C4) 9,93 = CO8*a + +V3 sin? « , 
121 i <a 2 7 
(121) 39192 + 29293 = SiN 75 Sin<a cos (p + TF zx) , 
. : 7 
(122) 49192 + €29293 = sin=5 sin2« cos (e—a5 z) , 
(123) Cog% = sin?a + +73 cos? a . 


Aus (121) und (122) erhalten wir durch Subtraktion 


(C3 — €) 9192 = —Fsin2a sing. 
Wegen (70) folgt \c, — c,| < 1, also 
(124) CG=%, sin2Zasing=0. 
Nun ergibt sich wegen C’ = C aus (62) und (63), daB die Matrix 


* * 


A’'i D=F"9(R+ R')F= (Sag sin2a cos .) 


ganzzahlig ist. Wegen (68) folgt also insbesondere sin2« cosy = 0. Zusammen 
mit (124) ergibt das sin2a = 0. Weil nach (123) sicher c, = 1 ist, folgen nun 
aus (121) und (122) die Gleichungen c.g, + g3 = C49; + gs = 0. Diese sind mit 
(66) und (67) nur dann vertraglich, wenn c, = c, = g, = 0 ist. Aus (120) er- 
halten wir dann c, = 1. Beachten wir nun noch einmal sin2« = 0 und g, S gp, 
so érgibt sich nach (120) und (123) schlieBlich « = > und g} = +13 A=; 
zusammengefaBt also 

k ). fF) 


0 i’ 
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1 
noe © 
Jetzt beachten wir R = ( hy | - Dann folgen aus (76) bis (79) die Gleichungen 


%4+d,= —<, 2, + d,=0, z,+d,=0. Die Ganzzahligkeit von d,, d, liefert 
%,= 2%,= 0. Die Ganzzahligkeit von d, liefert z,= + > , was sich wegen 


y, = +3 auch aus (35) und (65) ergibt. Weil sich nun mit den gefundenen 
Werten von C,Z, U die Matrizen D, A, B aufgrund der Gleichungen (62) bis 
(64) als ganzzahlig erweisen, ist Lemma 17 bewiesen. 

Mit Lemma 8 und Lemma 10 bis Lemma 17 ist Satz 5 vollstandig bewiesen. 

Lemma 18: In den Féllen XIII und XIV ergeben sich als Fixpunkt- 
mannigfaltigkeiten, die reduzierte Punkte enthalten, genau die in Satz 6a) und b) 
angegebenen Mannigfaltigkeiten, in den Fillen XV und XVI genau die in 
Satz 6c) und d) angegebenen Mannigfaltigkeiten. - 

Beweis: Die Gleichungen (71) bis (74) lauten in den angegebenen Fallen 


(125) C195 + Ce9§ + (Cy + €4)9193 = | cos*a , 
(126) 39192 + 29293 = k sin2« cos(p + x) , 
(127) 49192 + 29293 = & sin2a cos(p— x) , 
(128) C493 = I sin*« , 


wobei die drei GroBen 1, k, x in den vier Fallen XIII, XIV, XV, XVI nach- 
. leg ice ee Bw Ee 4 
einander die Werte! = 3,5 3,1,1;k=3 13.5. 5)2. 39 )V2 sx = 9, 


ings 3 jz haben. Aus (126) und (127) erhalten wir durch Subtraktion 


(129) (Cs — )9,:92 = 2ZeKsin2asing (e=1,—1,1,—1), 
aus (125) und (128) durch Addition 

(130) CY, + oY + (Cg + %)¥3=! 

und aus der ersten der Gleichungen (61) durch Determinantenbildung 

(131) det C det Y = k* sin?2« sin’ . 


Die Gleichung (131) ist nach Lemma 9 nur mit detC = 0,1 vertraglich. Ware 
detC = 1, so wiirde im Falle XIII aus (129) und (131) die Beziehung 
\cs —c,| = 3 folgen, die im Widerspruch zur Ganzzahligkeit von c,— c, steht. 
In den Fallen XIV, XV, XVI ist die Annahme det C = 1 nach (131) wegen (70) 
nicht méglich. Also ist in allen vier Fallen detC = 0. Damit folgen aus (129) 
und (131) die Gleichungen 


(132) Cy=%, C= G=— cq. 


Wir zeigen nun zuerst, daB die Annahme c, + 0 auf einen Widerspruch fihrt. 
Unter dieser Annahme ergeben sich aus (132) die beiden Méglichkeiten 
¢, = ¢,= +1. Aufgrund der Reduktionsbedingungen (36) ist aber (130) nur 
mit der einen Méglichkeit c, = c, = 1 vertraglich, und fir diese Méglichkeit 





—~—~ 
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muB8 wegen (67) auBerdem c, = c, = —1 sein. Um auf den Widerspruch zu 
kommen, brauchen wir noch eine Abschitzung von y, — ys nach oben. In den 
Fallen XIII, XIV folgen aus (67) und (130) die Gleichungen 2y, = y, = y, = 
=+/3, also ¥;—ys= 3. In den Fallen XV, XVI ergibt sich aus (126) 
oder (127) unter Beachtung von sin2« sing = 0 die Abschatzung 


ae 1 
9219: — 9s| = = Sin2a|cosg| S>- 
Wir multiplizieren mit g,g5' und beachten (68); dann erhalten wir in allen vier 
Fallen XIII bis XVI aus der Annahme c, + 0 das vorliufige Ergebnis 
1—l le 1 " 
(133) O=(_173)) <su—nszV3- 


Nach (75) ist wegen sin2a sing = 0 die Matrix R symmetrisch. Daher folgt 
aus (62) und (63) durch Subtraktion A’— D = (C’ + C)X. Diese Gleichung 
besagt mit (133) zusammen insbesondere, daB die Matrix 
. _ 9 (%1— 2s Ma — 2 

e+ o)x=2(2—% 2 

ganzzahlig ist. Wegen (35) kann also z. B. (x, — z,)* nur die drei Werte . 
1 

(134) (z,—=)*=0,7,1 
annehmen. Weil R symmetrisch ist, hat die Matrix X F-1 RF — F’ RF’-*X die 
Form : 0) . Wegen (64) miissen daher die Diagonalelemente von 

_ ((%— %)* + (ys: — ys)? s 

xox + vor =( . pier sare 

ganzzahlig sein. Aus (133) und (134) folgt dann der Widerspruch. Also ist 
Cs = ¢, = 0. Nach (130) und (132) gilt dann entweder 


(135) O=(59)) n=! 
oder 
(136) o=(0 4). y,=1. 


Wir benutzen die Gleichung (64) und die Symmetrie von R; dann folgt im 
Falle (135) die Gleichung 
(atv « 
B= (NT ain 


und im Falle (136) die Gleichung 
_(@+# -« 
mT ate: 
In allen Fallen ist also 23 + y¥ ganzzahlig, wegen |z,| <- und 0 < y, <> 


also x, = y, = 0. Im Falle (135) ist ferner 23 + y} ganzzahlig. Liegt daher XIII 
oder XIV vor, so gilt wegen y.=1=F/8 die Bedingung 2, = +>. Das 
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liefert genau die beiden Mannigfaltigkeiten in Satz 6a). Liegt dagegen XV 
oder XVi vor, so gilt wegen y, = 1 = 1 die Bedingung z, = 0. Das liefert die 
Mannigfaltigkeit in Satz 6c). Im Falle (136) ist 23 + y3 ganzzahlig. Liegt daher 
XIII oder XIV vor, so gilt wegen y,=1=->-/3 die Bedingung z, = +>. Das 
liefert genau die beiden Mannigfaltigkeiten in Satz 6b). Liegt dagegen XV oder 
XVI vor, so gilt wegen y,=1=1 die Bedingung z,=0. Das liefert die 
Mannigfaltigkeit in Satz 6d). In allen Fallen zeigt man noch mit Hilfe der 
Gleichungen (62) bis (64), daB D, A, B sich als ganzzahlig ergeben, so daB die 
' Mannigfaltigkeiten in Satz 6a) und b) tatsaichlich Fixpunktmannigfaltigkeiten 
in den Fallen XIII und XIV sind, und die Mannigfaltigkeiten in Satz 6c) 
und d) Fixpunktmannigfaltigkeiten in den Fallen XV und XVI. Damit ist 
Lemma 18 bewiesen. 

Lemma 19: Im Falle VII ergeben sich als Fixpunktmannigfaltigkeiten nicht 
ganzer Modulsubstitutionen, die reduzierte Punkte enthalten, genau die in Satz 6e ) 
bis j) angegebenen Mannigfaltigkeiten und im Falle IX genau die in Satz 6k) 
bis 0) angegebenen Mannigfaltigkeiten. 

Beweis: Fir (71) bis (74) erhalten wir in den beiden Fallen VII und IX 
die Gleichungen 


(137) C195 + C93 + (Cy + C4) 9193 = k cosa, 

(138) 39192 + 29293 = —k sin2a cos , 
(139) C4992 + €29293 = —k sin2a cos¢, 
(140) ¢,93 = —k cos2a., 


wobei k= 5/3 im Falle VII und & = 1 im Falle IX zu setzen ist. Aus (137) 
und (140) folgt durch Addition 


(141) C1¥1 + Co¥e + (C3 + %)¥3= 9, 
aus (138) und (139) durch Subtraktion 

(142) = % 

und aus (61) durch Determinantenbildung 

(143) det C det Y = k*(sin®?2« sin*g — 1). 


Die letzte Gleichung ist nur mit detC = 0,—1 vertraglich. Ware detC = 0, 
so wirde sin2a = |sin g| = 1 folgen, also cos2a = cosy = 0. Damit wiirde (140) 
die Bedingung c, = 0 liefern, dann (138) und (139) die Bedingungen c, = c, = 0 
und schlieBlich (137) die Bedingung c, = 0; also ware C = 0. Die Fixpunkt- 
mannigfaltigkeiten ganzer Modulsubstitutionen wurden aber bereits in § 3 
untersucht. Nach (142) kénnen wir also 


(144) detC = c,c, —c§ = —1 


voraussetzen. Wir zeigen ferner, daB wir 


(145) ¢,<0 oder c,=0,¢,<0 








' 
' 
f 
' 
' 
i 
' 





Fixpunkte der Siegelschen Modulgruppe 141 


annehmen kénnen. Im Fall [X beachten wir hierzu, daB bei Multiplikation der 
Fixpunktgleichungen (49) mit —1 die beiden Matrizen M = (6 p) und U 
das Vorzeichen wechseln; da U und —U die gleichen Eigenwerte +i besitzen, 
bleiben wir dabei im Fall IX. Das Erfiillltsein von (145) kann aber aufgrund 
von (144) stets erreicht werden, indem nur eventuell C mit —1 multipliziert 
wird. Im Fall VII beachten wir, daB M die Ordnung 3 hat; das bedeutet nach 
Lemma 7 insbesondere, daB M und M? dieselbe Fixpunktmannigfaltigkeit 
haben. Die aufgrund von Lemma 2a) zugehérigen unitéren Matrizen U und U* 


22% 
besitzen die gleichen Eigenwerte e~ $ , gehéren also beide zum Fall VII. Geho- 
ren ferner in der Schreibweise (55) zur Matrix U die beiden Parameterwerte «, ¢, 


so gehoren zu U? die Parameterwerte $ —a,2 + . Indem wir also eventuell M 


durch M? ersetzen, kénnen wir cos2« > 0 oder cos2% = 0, cos > 0 voraus- 
setzen. Aufgrund der Gleichungen (138) und (140) ist diese Voraussetzung mit 
(145) aquivalent. 

Ist nun zunachst c, = c, = 0, so folgt aus (144) und (145) die Bedingung 


C3 = ¢, = —1; die Gleichung (140) liefert « = + , die Gleichung (141) liefert 
y; = 0. Beachten wir schlieBlich noch (138), so folgt 

0—1 
(146) o=(_; “ a=, Y¥s= 9, 9192 = kcosp. 


Ist dann c, + 0, c, = 0, so folgt aus (144) und (145) wieder c, = c, = —1; die 
Gleichung (141) liefert hiermit c,= 1, 2y, = y,. Die Gleichung (140) liefert 


wieder « = + . Unter Beachtung von (138) folgt jetzt also 


1 —1l 3 
(147) O=(_1 9), a= FT 2m= Mm 192= keosg. 


Ist ferner c, = 0, d+ 0, so folgt aus (145) und Lenima 9 nun c, = —1 und mit 
Hilfe der Reduktionsbedingungen (36) sowie mit (141) dann c, = c, =.1 und 
2ys= 41 = Ys». Die Gleichung (137) liefert y, = cos2a. SchlieBlich er- 


halten wir noch etwa aus den beiden Gleichungen (139) und (143) eine Be- 
ziehung zwischen « und g, so da8 wir zusammen 


(148) o=(} ua =i: cos2a (7 2): 3sin?2a cos* y = cos*2a 


haben. Ist endlich c, + 0, c, +0, so folgt aus (144) und (145) jetzt c, = 1, 
C, = —1, c, = ¢, = 0. Unter Beachtung von (139), (140) und (141) erhalten wir 


1 0 . 
(149) C=(, a ¥:= Ye gs =kcos2a, g.9,= ksin2« cosq. 


Zur weiteren Diskussion der vier Fille (146) bis (149) beachten wir, daB nach 
(75) die Gleichung 


(150) R=( h nen (s=—3 0) 


—ksin2a sin y h 
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gilt, wobei sich h = — a auf den Fall VII und h = 0 auf den Fall IX bezieht. 
Aus der zweiten der Gleichungen (61) ergibt sich hiermit 


= 1 - 
(151) X=—C-1D +AC-14 kain2asing C1 ben a9; pA hn ‘). 


Im Falle (146) lautet diese Gleichung 


ie = : ng «0 
(152) X =—C"D +h0-1+ ksing (8 >, » 
Mit Y =i (7 a) und der vierten Gleichung in (146) folgt hieraus 
2 
(153) Z=—0-"D + ho-+ (5 _ pes) (= koe" sing + igi). 
Im Falle (147) lautet die Gleichung (151) folgendermaBen 
4 1 

9192" zn" 

(154) X=—C'*D+hC'+ ksing| , 1 , ' 
ZAR GU — Gi" 


Hieraus ergibt sich unter Beachtung der beiden letzten Gleichungen in (147) 
die Beziehung 


z 
z — 
(155) Z=—C-1D + hC-*+ (: . . ) (z = kg, gz! sin p + ig?) . 
i 
2 4 
Im Falle (148) erhalten wir fiir (151) die Beziehung 
- (156) X=—C"D + hO-1+ Fk y3 sin2a sing(~} 9). 
Unter Beachtung der beiden letzten Gleichungen in (148) ergibt sich hieraus 
Zz z 
tial A, RE acer 
(157) Z=—C-1D+ hC-*+ ‘ (2=F4y3 sin2« sin p + iva). 
zy 2 
Im letzten Fall (149) schlieBlich ergibt sich aus (151) die Gleichung 
(158) X =—C-1D + hC-' + kgz' sin2« sing sig . : 
1 v3 
Wird in diesem Falle 


C,=gz' sin2Qasing + tk-'y,, C,=gsgz' sin2a sing + ik-'y, 


gesetzt, so folgt aufgrund der drei letzten Gleichungen in (149) die Beziehung 
¢?— C$ = 1. Da die allgemeinste Lésung dieser Gleichung durch 


G=Fete), G=ge—e) (2 komplex) 


gegeben ist, ergibt sich aus (158) die Beziehung 


(159) Z=—C3D+hO-14 Cro a =) ' 


z+27% z—2! 


a 





fom: - a a ao 
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Wird fiir C-' D irgendeine symmetrische ganzzahlige Matrix gewahlt, so liefert 
jede der vier Gleichungen (153), (155), (157) und (159) die Parameterdarstellung 
einer zweidimensionalen Fixpunktmannigfaltigkeit, falls z in jedem Falle als 
komplexer Parameter aufgefaBt wird. Man bestimme namlich, nachdem C-!D 
gewahlt ist, die Matrix A mit Hilfe der aus (62), (63) und (150) folgenden 
Gleichung A’ + D = 2hE. Dabei wird A ganzzahlig, weil 2h fiir beide Falle VII 
und IX eine ganze Zahl ist. Wird-sodann B = C-1(2hD — E —~ D*) gesetzt, so 
rechnet man leicht nach, daB (153), (155), (157) und (159) bei beliebig variablemz 
bei der Modulmatrix M = (4 5) punktweise festbleiben, 

Wir wollen nun diejenigen der obigen Fixpunktmannigfaltigkeiten be- 
stimmen, die reduzierte Punkte enthalten. Im Falle (146) beachten wir (65) 
und die Tatsache, daB die Differenz z,— z nach (153) ganz ist. Danach muB8 
|z| = 1 sein. Wegen der letzten Gleichung in (146) bedeutet das 


(160) lz| = kg,gz* = 1. 


Im Fall VII, in welchem k = +8 ist, stellt dies einen Widerspruch zu der 
Reduktionsbedingung g? < g3 + gi = g3 dar. Die Fixpunktmannigfaltigkeiten 
(153) enthalten also im Falle VII keine reduzierten Punkte. Im Falle IX folgt’ 
nach (160) die Beziehung g, = g,. Ferner gilt h = 0 im Falle IX; das liefert 
nach (152) die Bedingung z,=0 und cD =(5 i Nehmen wir dann 
zunachst an, daB mindestens ein Diagonalelement von C-'D von Null ver- 
schieden ist, und beachten wir die aus der letzten Gleichung in (146) folgende 
Abschatzung _|sin 9| <5: so folgen aus (152) die Gleichungen |z,| = |z,| = 


= |sin g| = + ; fir C-1.D ergeben sich dabei die sechs Méglichkeiten 


0-4D= (9 0)+(0 1)» (“0 0)» 0 1)*(0:1)» (0-1): 


Die Gleichung (153) liefert hiermit genau die in Satz 6k) angegebenen Fixpunkt- 
mannigfaltigkeiten, die jeweils nur einen reduzierten Punkt enthalten. Wenn 
nun C-!D = 0 ist, liefert (160) mit g, = g, zusammen |z| = 1. Die Fixpunkt- 
mannigfaltigkeit (153) hat also héchstens einen eindimensionalen Teil mit F 
gemeinsam. Man rechnet leicht nach, daB der in Satz 61) angegebene ein- 
dimensionale Teil tatsaichlich zu § gehért. 


Im Fall (147) ergibt sich wieder (160). Wir nehmen zuerst k = +3 an. 
Dann liefert (160) zusammen mit (68) die Gleichung g, = SVs g,- Hiermit 
beweisen wir 
(161) x, = sing. 

Nech (154) ist die Differenz z= x,— sing jedenfalls ganzzahlig. Wegen der 
aus der letzten Gleichung in (147) folgenden Abschatzung |sing| < ; gilt 


|z| 1; und falls |z|=1 ist, folgt |z,| = |sing| =>. Mit dieser letzten 
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Gleichung wiirde sich aus (154) die Beziehung |z,| = i und also |z,|? = a <1 
ergeben, was im Widerspruch zu (65) steht. Also gilt tatsichlich (161). Die 
Gleichung (161) liefert mit der letzten Gleichung in (147) dann z, = z = ie~*?, 
so daB die Fixpunktmannigfaltigkeiten (155) héchstens eindimensionale 
Stiicke mit § gemeinsam haben. Unter Beachtung von AC-!= > (; i) er- 
halten wir aus (154) fir C-!.D die vier Méglichkeiten 


(162) 0D = (5 0)» (6.1)» (i o)» (1 a)- 


Die zweite und dritte dieser Méglichkeiten liefern die in Satz 6e) angegebenen 
Fixpunktmannigfaltigkeiten. Man rechnet leicht nach, daB diese tatsachlich 
die dort angegebenen eindimensionalen Stiicke mit § gemeinsam haben. Fir 
die erste und vierte der Méglichkeiten (162) liefern die beiden Reduktions- 
bedingungen |z,| <j und |25| < + noch sing = 0, also z, = z = i, so daB die 
Fixpunktmannigfaltigkeit (155) in diesen beiden Fallen nur einen reduzierten 
Punkt enthalt. Dieser ist in Satz 6f) angegeben. 

Wir setzen jetzt (147) und k = 1,4 = 0 voraus. Beachten wir (68), ferner 
die aus (160) folgende Abschatzung g, < g, und die aus der letzten Gleichung 
in (147) folgende Abschatzung |sing| < +7, so ergeben sich aus (154) fiir 
C-1D die drei Méglichkeiten 

3 —10\ 0, flo 
oD = (“5 ¢)+ (0 0)» (0.0): 
Die Fixpunktmannigfaltigkeit (155) besitzt fiir jede dieser drei Méglichkeiten, 
wie leicht festzustellen ist, den in Satz 6m) angegebenen Teil mit § gemeinsam. 

Im Fall (148) ergibt sich aufgrund der letzten Gleichung in (148) die 
Beziehung 

a, 
(163) le| = 3 V3 &- 


Samtliche Fixpunktmannigfaltigkeiten (157) haben also héchstens ein- 
dimensionale Stiicke mit § gemeinsam. Aus (67) und (148) folgt die Ab- 
schatzung 

(164) sin*2a sintg <1— i-*. 


Hiermit kénnen wir fir den Fall k = ; V3 die Beziehung 


(165) 2, = sin2a sing 

beweisen. Nach (156) ist namlich die Differenz x = x, — sin2« sin p jedenfalls 
eine ganze Zahl. Diese kann wegen (164) nur die Werte z = —1, 0, 1 annehmen, 
wobei im Falle |z|= 1 noch |x| = |sin2asing| => gilt. Nach (148) folgt 


damit y, = 4/3 und nach (156) die Gleichung |2,| = +. Es ware also |z,|* = 


=H. 1, was im Widerspruch zu (65) steht. Also gilt tatsichlich (165). 
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Beachten wir nun hC-!= —$( 0) , 80 ergeben sich mit der Abschitzung 
(164) aus (156) fiir C-? D die vier Méglichkeiten 
o*D=(0)/(~oo(1 os (0): 


Man stellt leicht fest, daB die Fixpunktmannigfaltigkeit (157) fir die zweite und 
dritte dieser Méglichkeiten die in Satz 6g) angegebenen eindimensionalen 
Stiicke mit § gemeinsam hat und fiir die erste und vierte dieser Méglichkeiten 
jeweils nur den einen in Satz 6h) angegebenen Punkt mit § gemeinsam hat. 
Fir k = 1, kh = 0 ergeben sich aus (156) mit der Abschitzung (164) fiir C-'D 
nur die drei Méglichkeiten 


» 0 0) 00), fo 
o-*D=(5 _1)+(6 0)» (0): 
Die Fixpunktmannigfaltigkeit (157) hat fiir jede dieser Méglichkeiten das in 
Satz 6n) angegebene eindimensionale Stiick mit § gemeinsam. 
Im Fall (149) folgt aus (67) und (68) die Abschaitzung 
(166) k°gigz* sin?2a sin*p = k* gigs *@— gt <>H-3. 
Fir k = 5/3, h=— + beweisen wir damit O-!D = (5 ),d. h. 


(167) m= 53 9,921 sin2« sing. 


Nach (158) ist die Differenz x = ™—s13 91921 8in2a sing jedenfalls eine 
ganze Zahl. Wegen (166) kann diese nur die Werte z = —1, 0, 1 annehmen, 
wobei fiir |z| = 1 noch 
1 #21 1 . ‘ 1 

Y=413 ( 3)» $13 9198" sin2a |sing| = > 
gilt. Aus (158) folgt hiermit |x| =|z|=—, so daB |2)|* = |a]*=45 <1 
ware. Diese Ungleichung steht im Widerspruch zu (65). Also gilt tatsachlich 
(167). Beachten wir nun hC-? = ; ra 1) , ferner die Abschatzung (166) und 
die Reduktionsbedingungen (35) und (66), so ergeben sich aus (158) fiir C-!D 
die vier Méglichkeiten 


(168) C--D=(5 o)»(~o0)*(01)*(_ 01): 


Fir die erste und letzte dieser Méglichkeiten folgt nach (158) aus |z,| < + 


und |x,| <> die Bedingung 9,3" sin2a sin p = 0. Diese ist mit sin2a sin y = 0 
aquivalent, denn aus g, = 0 wiirde wegen der zweiten Gleichung in (149) die 
Bedingung g, = g, folgen; wegen (67) wiirde sich aus der dritten Gleichung 
in (149) dann cos2« = 1, d.h. sin2a = 0 ergeben. In (159) ist also z rein 
imaginar, d. h. fiir die erste und letzte der Méglichkeiten (168) hat die Fixpunkt- 
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mannigfaltigkeit (159) mit § héchstens einen eindimensionalen Teil gemeinsam. 
Andererseits ergibt sich, daB der Durchschnitt von mit den betrachteten 
Mannigfaltigkeiten tatsichlich eindimensional ist; dieser Durchschnitt ist in 
Satz 6i) angegeben. Fiir die zweite und dritte der Méglichkeiten (168) sind 
zweidimensionale Stiicke von (159) reduziert. Diese Stiicke sind in Satz 6j) 
angegeben. Fiir k = 1, h = 0 ergeben sich schlieBlich aus (158) und (166) fir 
C-!D die drei Méglichkeiten 
0—1\ 0\ 1 
cD =(_1 ~9)+(o 0)» (1 o)- 

Fiir alle drei Méglichkeiten sind zweidimensionale Teile der Fixpunktmannig- 
faltigkeit (159) reduziert.. Diese Teile sind in Satz 60) angegeben. Damit ist 
Lemma 19 in allen Teilen bewiesen. 

Mit Lemma 8, Lemma 18 und Lemma 19 ist Satz 6 vollstandig bewiesen. 

Lemma 20: Der Fall XVII liefert genau die in Satz 7 angegebenen Fixpunkt- 
mannigfaltigkeiten nicht ganzer Modulsubstitutionen. 

Beweis: Die Gleichungen (71) bis (74) lauten in diesem Falle 


(169) C19j + Cog¥ + (Cy + 4)91:93 = 9, 

(170) 39192 + 29293 = sin2asing, 
(171) 49192 + 29293 = —Sin2a sing, 
(172) c,93 = 0. 


Aus (172) folgt c, = 0, aus (170) und (171) dann durch Addition c, + c, = 0 
und damit aus (169) schlieBlich c, = 0. Ware nun eine der beiden Zahlen ¢,, c, 
gleich Null, so wiirde C = 0 folgen. Die Fixpunkte ganzer Modulsubstitutionen 
wurden aber in §3 behandelt. Nach Lemma 9 haben wir dann nur noch die 
beiden Méglichkeiten c,,c,= +1, + 1. Beachten ‘wir, daB bei Multiplikation 


der Fixpunktgleichungen (49) mit —1 die beiden Matrizen M = (4 7 


>) und U 
nur das Vorzeichen wechseln und daB mit U auch — U die beiden Eigenwerte +1 
besitzt, also zum Fall XVII gehdrt, so geniigt es, den Fall 


or , . 
(173) C= i a (92 = sin2« sing 
zu betrachten. Aus den beiden Gleichungen (61) folgt nun 


(174) Y=FP'F=C3F3TF, X+C1D=C-1FRF.. 
Mit R + iT =U ergibt sich hieraus ' 
Z+C3D=X+021D+iY=C3F-UF. 


Wir setzen C-!D = S. Dann ist S eine symmetrische ganzzahlige Matrix; 
es folgt durch Determinantenbildung die Gleichung (17). Mit (17) haben wir 
eine implizite Darstellung aller vierdimensionalen Fixpunktmannigfaltigkeiten 
nicht ganzer Modulsubstitutionen gefunden, die reduzierte Punkte enthalten 
kénnen. Die zugehérigen Modulmatrizen M = = >) bestimmen sich folgender- 
maBen: Wird S beliebig als symmetrische ganzzahlige Matrix vorgegeben, 
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so folgt D = C'S. Aus (62) und (63) ergibt sich wegen R’ = R die Beziehung 
A= D’=—SC. Aus der Bedingung AD’— BC’=E fiir symplektische 
Matrizen folgt dann B = — SCS — C. Man stellt dann leicht fest, da Z unter 
der Bedingung (17) Fixpunkt bei der Modulmatrix 

—SC —S8CS—C 
(175) M= ( * eh ) 
ist, d. h. der Gleichung (6) geniigt. 

Um auch eine explizite Parameterdarstellung fiir die Mannigfaltigkeit (17) 
zu bekommen, beachten wir, daB es stets eine orthogonale Matrix mit positiver 
Determinante 

i cosy siny 
£7 fr~ aa 
gibt, die die symmetrische Matrix F’-1(X + S)F-' auf Diagonalgestalt trans- 
formiert, fiir die also 
h, 0) 
0 hs 
gilt. Die Determinantenbedingung (17) liefert dann 
h, =—h, =h = det Y"— 1. 


So folgt also die explizite Parameterdarstellung (19). Hierbei sind die drei 
Elemente g,, 92, 73 von F und y die vier reellen Parameter. 
Es bleibt jetzt noch zu untersuchen, welche von den Fixpunktmannig- 


faltigkeiten (17) reduzierte Punkte enthalten. Hierzu setzen wir S = (®: *) 
2 
und schreiben die zweite der Gleichungen (174) in Komponentenform auf; das 


liefert 
(176) x, + & = 9,97! sin2a cos@, 


PF’-1(X + 8)F2P’ = ( 


(177) y+ 8 = 29,97 cos2a + (9§(9192)-*— 9297") SiN2a cos@ , 
(178) Zz + 8 = cos2a + gsgz" sin2a cos—@p . 

Zuerst iiberlegen wir uns, daB nur die Faille 

(179) 48,=1, |8,| S1, |s.| $1; 8,=0,8,—1, |s,| 51; 8,=8,=0, 8,=9, 1 


untersucht zu werden brauchen. In [1] wird gezeigt, daB die Filache 
abs(Z + S) = 1 héchstens dann reduzierte Punkte enthalt, wenn 


(180) l| <1 (k = 1, 2, 3) 


ist. Wegen (17) kénnen wir also auch hier die Voraussetzung (180) machen. 
Weil ferner mit Z auch —Z reduziert ist, enthalt mit der Mannigfaltigkeit 
det(Z + S)=—1 auch die Mannigfaltigkeit det(Z— S)=-—1 reduzierte 
Punkte. Von zwei Fallen S,—S braucht daher nur ein Fall untersucht zu 
. werden. Indem aber eventuell S durch —S ersetzt wird, kann wegen (180) 
stets (179) erreicht werden. Im ersten der Fille (179) liefert (176) die Un- 
gleichung 


(181) ‘ 9192) sin2a cosg = = 
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Hieraus und aus der zweiten Gleichung (173) folgt 
(182) sin*2a > gig + 4 ggrte >, also |cos2a| <- 


Beachten wir dann noch die mit Hilfe der Abschitzung (181) erlangte Ab- 
schaétzung 


(9297 '— 93(9192)~1) sin2« cos p = > (939r*— gigi") = Z. 


so folgt, daB (177) nur mit s, = —1, 0 vertraglich ist. Wenn s, = —1 ist, folgt 
notwendig S = (0 = ; fir s,+0 wire namlich det(X + S)—detY < 
= - <—1, was im Widerspruch zu (17) steht. Wenn s, = 0 ist, so sieht 
man mit Hilfe der Abschaétzungen (181) und (182) leicht, daB (178) nur mit 
8, = 0, 1 vertraglich ist; das liefert die beiden Méglichkeiten 


$= (0 0)» (10): 


Jetzt liege der zweite der Fille (179) vor. Nach (176) und (178) gilt 


1 


(183)  cos2a + gsgz*sin2acosp2> >, 9,97" sin2« |cos p| <>. 


Wird der Ausdruck 
(184) H = 8, + %,— (8, + 2%) = (1 — 2gggz") cos2a + (g.97'+ gsgz'— 


— 93(9192)~*) sin2a cos p 
nach g, abgeleitet, so folgt mit den Abschatzungen (183) die Ungleichung 


H,, = —2972 (cos2« + gsgz1 sin2« cos p— 5 193? sin2« cos ¢) <0. 


Also wird H vergréBert, wenn fiir g, der kleinstmégliche Wert g, = 0 eingesetzt 
wird. Beachten wir dann noch die zweite Gleichung (173) und (183), so folgt 


H <+Vi—gig + 3 tsi". 


Der rechts stehende Ausdruck ist, wie man leicht feststellt, eine monoton 
fallende Funktion von g3. Wir vergréBern daher H weiter, wenn g3 durch den 
kléinstméglichen Wert ersetzt wird. Wegen g, = 0 ist dieser nach (66) durch 


93 = gigegeben. Alsogilt H <+ V1 — gi + + < 1, und zwar ist H = 1 héchstens 


fiir gg = 0, 9 = 9 = +/3- Mit |z,| = 1 liefert das |z,|=4-, also nach (173) 
und (176) die Beziehung sin2« = 1. Die Gleichung cos2« = 0 steht aber im 
Widerspruch zu (183). Also haben wir H < 1 und s, kann_nach (184) nur die 
Werte s, = 0, 1 annehmen. Nach (179) ist jetzt gezeigt, daB die Mannigfaltig- 
keit (17) héchstens fiir die Matrizen (18) reduzierte Punkte enthalt. Zu jeder 
dieser Mannigfaltigkeiten geben wir nun tatsachlich einen reduzierten Punkt 
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an, der auf ihr liegt: 


Der Punkt Z = (°@ ba liegt auf (17) mit 8 = (5 9), (9 °)- 


Der PunktZ=(‘S _° _.) liegt aut (17) mit 8 = (5 9), (5 _°). 
perros =("F"" FF) ag atom mit 8 = (9). 
we Ree 


i 


e 
ee ae : Oe 
Der Pant2=( ‘0% ~E3) tt nt mi 8 = (9). 
3 2 


, ef i-’h-. 3 BK ’ Oe 

Der Punkt Z=5(_; ~ ) +-/2 (; 9) liegt auf (17) mit 8 =(° 5). 

Es soll nicht naher untersucht werden; welche Dimension der reduzierte Teil 
der Mannigfaltigkeit (17) in jedem Fall hat, weil wir das im folgenden nicht 
bendtigen werden. Damit ist Lemma 20 bewiesen. Mit Lemma 8 und Lemma 20 
ist auch Satz 7 bewiesen. 
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Preyermauorr, A., u. H.-E. Richert 
Math. Annalen 143, 150—162 (1961) 


Uber das Verhalten der Mittelwerte von Laplaceintegralen 


Von 
A. PEYERIMHOFF in Marburg und H.-E. Ricnert in Géttingen 


Das Laplaceintegral { e~*“a(u) du heiBt C,-summierbar (« = 0, reell) an 
0 


der Stelle s, wenn 
lim 3, fw —ore-raioydv= foo 
u—>co F 


existiert. Zu jedem x > 0 gibt es eine Abszisse o,(—oo S o, < +00), so daB das 
Laplaceintegral fiir jedes s mit Res > o,, dagegen fiir kein s mit Res< a, 
C,-summierbar ist. In der Halbebene Res > a, stellt f(s) eine holomorphe 
Funktion dar. 

In der vorliegenden Note wird fiir jedes reelle p = 1 die Frage untersucht, 
wie sich die Mittelwerte 


T i 
(fe + sey at)” 
—Ff ] 


bei o > a, fiir J’ > co verhalten. 
Aus bekannten Ergebnissen 148t sich ohne Miihe fiir jedes a > a, die Ab- 
schatzung 
1 ..3 
-? loc7™+1) fir 2S ps oo). 
herleiten (Satz 1). 

Das Hauptziel unserer Arbeit jedoch besteht in dem Nachweis, daB dieses 
Ergebnis bestméglich ist. Wir werden namlich zeigen, daB die angegebenen 
Abschatzungen nicht richtig bleiben, wenn die linke Seite mit einer beliebigen 
unbeschrankten Funktion multipliziert wird (Sétze 2 und 3 sowie Bemerkung 
zu Satz 3). Der Fall p = 1, der im wesentlichen in Hilfssatz 3 erledigt wird, 
liefert die Aussage fir 1 < p < 2. Die weiteren Fille lassen sich mit Hilfe der 
schon friher behandelten Ergebnisse bei p = co (vgl. [2], [3] und die dort 
zitierte Literatur), die hier noch vervollstandigt werden, herleiten. 

Samtliche O- und o-Abschatzungen beziehen sich auf die Bewegung einer 
Veranderlichen gegen oo; sie gelten nicht notwendig gleichmaBig in den iibrigen 
auftretenden Veranderlichen. 


T RS 
1) Fir p = co bedete ( JS \tlo + id as)? , wie iiblich, Max |f/(o + it)|. 
-T “st 








crn Ww FF » @& 


—- 





Mittelwerte von Laplaceintegralen 
1. Hilfssatz 1: Fiir o > a, gilt 


1 / 


T _— 
( Sf lilo + it? at)* = o(T*+2) , 
-T 
Beweis: Sei o > 8, > o,. Dann ist bekanntlich ({1], 8. 326, Satz 3) 


(1) f(s) = oT e~(@-")4 A (u)du (8 =a + it) 
6 


mit 


A,(u) = fu — v)*e-**a(v) dv = O(u*). 
0 


Hieraus folgt 
e~@-©)44 (u) fir u20 


O(a) = {0 fir u<0- 
Nach dem Plancherelschen Satz ist also 


€ L,(—co, +00). 


94) = Lin. fe $tuG(u) du = Lim. fe (s-")« 4 (u) du € L,(—oo, +00) 


U-ow -U U-2 0 


und daher wegen (1) auch 


a 





lo — & + st|**+8 


Hiermit ergibt sich der Hilfssatz aus der Abschitzung 





+ it]? 
f \t(o + it)|* dt = i lo— a, + it}2™+2 wit i dt + 





lis r 
+ it)|* 
+ / lo— 8 + pees |o J ee dts 
riswsr 


1|2* ° 
% Wo+ in ae, 


jo — & + aeje™+2 
\f(o + it)|* 
> jo— 4 + stl?™+8 
27? 
Hilfssatz 2: ({1], S. 333, Satz 5): Fiir o > a, gilt 


flo + st) = o(|t|**) . 


Aus diesen beiden Hilfssétzen erhalten wir sofort den 
Satz 1: Fiir o>, gilt 


Sleuins int 








dt. 





+ |jo— 6, + ¢T|2*+2 


; 1 . £ 
( fitto + inp at)? = o(r i z+) fir lsops2 
Ths o(7™**) fir 2S psc. 
Math. Ann. 143 ul 
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Beweis: Fir 1 < p < 2 folgt mit Hilfssatz 1 | 
1 


( five + soyrat)*= ( five + sear)? ( fa)? “8 _ (r*t*5), 


Fir 2< p< co ergibt sich aus den Hilfssitzen 1 und 2 


T i T i 
J Wo + inje at)? — ( f o(|t|®-2+ 0) Iy(o + sty)? at) ? 
-—T -T 


" o(rlt-s)etP tye +) = o( T*+) , 


wahrend der Fall p = co mit dem Hilfssatz 2 aquivalent ist. 

2. In umgekehrter Richtung beweisen wir zunachst den 

Hilfssatz 3: Die reellen Zahlen x => 0 und o > 0 sowie eine Funktion n(T), 
T = 1, mit 


(2) 0< »(T) + O(1) 
seien gegeben. Dann existiert ein Laplaceintegral f(s) mit o, < 0, derart, daB 
x+3 
Silos injateo (Za ). 


Beweis: Da (7) unbeschrankt ist, gibt es eine Folge 


(3) 4< T,/~,7¥2 %>e* 
(iiber », wird spater noch verfiigt werden) mit 
(4) n(T,)>. 


Zu jedem » = ¥, bilden wir 


log logy - &,(r) < &,(¥)< TE E14) (¥) < 1 (+1 () = log log (» +1), 
worin 


(5) Em+1(¥) — Em(¥) S lo+s 





eget ray) fir m=1,...,U(y). 


Die monotone Folge {£,,(v)}, v > %,m = 1,...,1(v) werde mit {2,}, uw = 1,2,..., 
bezeichnet. Es ist 


(6) A, = log logy, > 1 
und wegen (5) gilt mit 41, = A,4,— 4, 


1 . ?; 
A, 4A,< jority fiir log log » s A,< log log (v + 1). 


Daher haben wir bei 


(7) WN, = Min {n| 1,44, < 


fiir alle p= n} 


Spar 
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Ay. S log logy, so daB aus (4) folgt 


eA? 


, 2 
(8) n(T,) hy, > logy)? log logy + O(1)*). 
Wir bilden jetzt die Funktionen 





(9) y, (u) | (u—v)*y,(v)dv,u20,u4=1,2,..., 
mit?) 

ki . 
(4A,)* P'(x + 1) P(k —x) 





x 
ch 1 eo — 


x (— im (*F*) fo— (A, Re = k= [xj+1. 


Xu() = 





Nach [2], Lemma 14) ist 

(10) y,(u)=0 fir usd, und u>A,4, 
und stets 

(11) ly.(u)| Sb, 


wo 6 nur von x abhangt. 
Ferner setzen wir 


(12) M, = Min{y | A, => Ay, + 32}, 
@,(t)=fe-™y,(u)du, s=o+it, lousM,, 
0 
und (mit ganazahligem m) fir 0 Ss y <= 1 
; r, 
h,(t, y) = ox mst<m+ 1=z=< m< T,—1 
0 sonst , 


wobei r,,(y) = sign sin(2™+!z2y) die m-te Rademacherfunktion bezeichnet. 
Aus der Ungleichung®) 








1 - qT, ro" 1 m+1 
/ x | [ay e,matay= ¥ zr rey J ®,(t) dtidy 
ee end FP cmet,-1 
0 ae 0 | m | 
| * 2 1 
M, = 
z¢q > ®,,(t) dt 
pot foc, 








*) Fiir die vorstehende Konstruktion vgl. [2], S. 141. 
%) = sei Null fir z S 0. 
Oam<ez 


*) Vgl. [2], 8. 141. Die hier definierten yw, (u) sind dort mit fete bezeichnet. 
6) Vgl. [4]; S. 129. 





11* 
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(c, eine positive absolute Konstante) ergibt sich wegen |h,(t, y)| < 1 die 
Existenz einer Funktion h, (t) mit 


u T, ie m+1 '2\ 1 
¥ | mO®Walzq S( oat) \® rm) <1. 
2 


ities FP cm<,-1 





TS: Re 


2 | 
Fir 


Y(u) = xe we Pn(t), B= ~ | y(t) D, (t) de’) , 


gilt infolgedessen 
T,| © T, | 


M , 
/ [en vto as dt= [uo » #,,,0,(t) dt 
aw=l 


* (0 f, 


2 2 
T, {| m+1 


M, M, 
- / 4), deg Sl x 
— Tf, “ Fe cm <Ty—-1 = 


(13) 2\ 1 





®,,(t) dt 





| 








Nach 7 S. 140 haben wir mit der Abkiirzung Q = aaa 





®, (t) — 


Ah, e~*u# ()"" 


Q 
ki k+1 a 
— eps hel 2 a+ 5 ne} 





Daher existiert eg nur von x abhangige positive Konstante 6,, so da8 fiir 


< ai 
(14) ®,(t) = rss Ade (14 084A,), 6] <1. 








In (3) kénnen wir uns », von vornherein so groB gewahlt denken, daB A vy, = 5 
fiir y >} vy, gilt. Dann ergibt sich mit (7) 


(15) js] S lo + #7) Ss 





re coda fiir Eb cage 











*) Eine derartige Verwendung der Rademacherfunktionen ist einer demnichst er- 
scheinenden Arbeit von Jurkat und PEYERIMHOFF entnommen. 


") signs = 7, 240. 





se all: 
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k! 
mit der Abkiirzung b, = c, — as a 
| m+1 I 1 
M, Zz 
a¥l x / 0,10 at 
pa, Sh <m<t,-1 
m 
- m+1 2\ 1 
=b, 5 Ade oy e~ul(1 + O(a + it)4A,) at) \* 
(16) oem 4p cmet,-1 
ye + 
*( x went tain (0,| <1. 
t, 
2 <m<T,-1 


Zur Abschatzung des letzten Ausdrucks betrachten wir dort diejenigen 
Elemente 4,, der Folge {4,}, zu denen ein ganzes g mit (2¢ + 2)” sij,5 


< (2¢ + 3) x existiert. Fiir diese ist wegen (15) 
(17) (e* — 1) + 0,(0 + i(m + 1)) 4, 44,,| = 2 —1. 


% sei die kleinste ganze Zahl mit Ay, < S (200+ 3) a. Fir u = N, gilt wegen 


(15), (6) und (3) 44, s e+ iT < . Wahlen wir im ersten und im dritten 


Drittel des Intervals [(e% +3) si 3) n| je eine Zahl der Folge {4,), 
etwa A, und Ag, 80 ist Ag — Ay, < 32 und mit (12) folgt 














~J A 
Ady e~ 4m? => > Ah, e~ue > x e Qe 
(18) N,s4sM, Au; pnw 3 ho 
= 3 Ay, a 3x Ay, oe 0 Ay, ’ 


wobei K, eine nur von o abhangige positive Konstante bezeichnet. 
Nun ergibt sich aus (13) und (16) bis (18) 


T,| © 


(19) / few — 


t, \6 
2 








dt = b,K(y2—1) (F 








Die Menge B der Funktionen 


(20) y(u) = z Bu Pult) , B, —= O(1) ’ 


eel 
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bildet, wenn die Norm durch || y|| = sup |p(w)| erklart wird, einen Banachraum‘). 
w20 


: . co 
Fr,y(z)=(T)T ® / h(t) / e~“z(u)dudt, |jA()i| S51, z=—a2(ulceB, 
6 


2 
stellen in B lineare Funktionale dar. Es ist Y,¢€ B und nach (10) und (11) 
|, < 6. (19) und (8) ergeben (man setze A(t) = sign { e~**,(u) du), daB 
0 


|F'7,,\| nicht fiir alle 7’ und h beschrankt sein kann. Daher existiert nach dem 
Satz von Banacu-STEmnuavs ein x, € B, so daB fiir eine passende Folge von 
Paaren (7', hk) |F'7,,(x»)| unbeschrankt ist. Wegen 


T: @ 
nryan® [| f emsetn dv] dt = IP.a(e) 
-: 2 


miissen hierbei notwendig beliebig groBe Werte von 7 auftreten, d.h. es 
existiert eine Funktion y(u) der Gestalt (20) mit 


fle | 


(21) / fon y(u) du 
0 





1 
dt o( rT” ). 
- n(T) 





Mit den zugehérigen £,, setzen wir 


a(v) = P Bu X%u(?) a 
we=1 


und erhalten wegen (9), (10) und (11) 
uu 
J (u— v)*a(v) dv = p(u) = O(1). 
Daher ist das Laplaceintegral 


f(s) = f e~*a(u) du 
0 


fir o >0 C,-summierbar, und es gilt dort!) 


f(s) = Fey D [ene du. 


*) Vgl. [2], Lemma 2. 
*) Diese Reihe bricht von 4, > v an ab. 
19) Vgl. [2], S. 142. 
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Hieraus folgt mit (21) 
T 


j 


f | 
ug 





T 
/ lf(o + it)| dt = dt = 
-T 





gett . 
Tet) / e~™p(u) du 


gy oo 


uti ww gti 
ssereen | J. “ole) ou at+0( nT) ). 


0 








Ei 

3. Wir erinnern an die folgende 

Definition: ([3], S. 126): Hine fiir T = T, definierte positive Funktion o(T) 
heift dort normal oszillierend, wenn zwei Konstanten C und y existieren, so daB 
fir alle T,,T, =>} Ty 

¢(T;) < Cer!T—Tl (7) 
gilt. 
Ist (7) (> 0) stiickweise differenzierbar und stetig, und ist 

= e (7) S ¢, so ist p(7') normal oszillierend"). 
Ferner hat man ([3], S. 126, B.) 
Produkt und Quotient zweier normal oszillierender Funktionen sind 
wieder normal oszillierend. 


(23) 


Nach [3] (Satz 2, S. 128 und Bemerkung 1, 8S. 131) gilt der 
Hilfssatz 4: Die Funktion f(s) sei im Streifen 
0, 5 ResSoa,, o,>0%, 


holomorph. Es sei p eine reelle Zahl >1. Mit zwei fiir T => T,(20) normal 
oszillierenden Funktionen ¢,,(T') gelte 


( Non + inlr at)» Pu(T) fir T= T,m=1,2, 
-T 


und mit einer passenden Konstanten K sei im Streifen gleichmipig 
(24) f(s) = Oe) . 
Dann ist fiir o, S o S o, und T= T, 
4—o o— a, ) 


T 1 
(Site + it)|? at)? = o(9, O,— 9, (T) ,*—% (T) 


Um Hilfssatz 4 anwenden zu kénnen, miissen wir den Funktionen 7(7') in 
geeigneter Weise normal oszillierende Funktionen zuordnen. Dies geschieht 
durch 

Hilfssatz 5: Ist 6 => 1 und 


| 0< n(T)+O(1) (T21), 
11) Dies folgt aus [3], S. 126, C. 
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so gibt es eine Folge {T,} 700, v=1,2,..., wnd eine normal oszillierende 
Funktion 
(25) 1s 9(T)+O0(1) (T2)), 


derart, daB fiir gewisse Zahlen U, mit 


T,< U,< Th41 
gilt: ‘ 
(26) HO) gs pe) fir U,S TS T,4,,¥=1,2,.... 

v+1 
Beweis: Da wir 4(7) = 0(T) annehmen diirfen™), kénnen wir eine Folge 
{T,} 7 co so wahlen, daB 


Ty+1 
_ 





2?< 7(T,) > &, n(T,41) < 


Es sei weiter 


y=1,2,...,.7%22. 


1 
V,= T.41— n(T,+1) , U, = 4 T1410 ° (7,41) ) 
so daB offenbar fiir y = 1, 2,... 


T.< U,< V,< T,4;, Tt © 
gilt. 
Wir setzen nun 
1 fir ISTST, und 7,5 TSU, 
(27) o(T)= (z)’ far U,.<T</V, jou LS... 


linear fir V, Ss Ts T,,, 
Man erkennt, daB (25) erfiillt ist. Um zu beweisen, daB die stiickweise diffe- 
renzierbare und stetige Funktion (7) fiir 7’ = 1 normal oszilliert, zeigen wir 
im Hinblick auf (22) 
(28) in| se, T>1. 


Hierfiir brauchen wir ersichtlich nur die Intervalle V, < 7 < 7,,, zu unter- 


suchen, und dort ist 
(oi) _ Fee)’ 


T,+i— V, = n(Ty+1) a 
SchlieBlich ergibt sich fir U, < T < T,,, 











ae 


y(T) -s_ 1(T+1) 


12) Anderenfalls ersetze man 7(7') etwa durch die Funktion 


_ {n(T) fir (7) SVT 
mit) = [Tor fir (T)>\T’ 


so daB (26), wenn fiir ,(7') bewiesen, wegen », (7) S (7) auch fiir n(7’) richtig bleibt. 








ge 


ffe- 
wir 


ter- 


eibt. 
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4. Jetzt beweisen wir den 
Satz 2: Bib Stillen fella it =: © 008 Goule tite Fentehes'o(M, © 2 A, 
mit 


0< n(T) +0(1) 





seien gegeben. Dann existiert ein Laplaceintegral f(s) mit o,,.= «, derart, daf fiir 
1< pS 2 und jedes o > a, 


T 4 0 m+ d+ 5 
it)|?dt ——_7,—]}. 
” (fie +i " lg +o(" a) 
Beweis: Wegen der Hélderschen Ungleichung in der Gestalt 


T Tr : ; 
Lillo + sH| ats ( S\tle+ injeat)> (27) 
-7 7 


geniigt es, p = 1 anzunehmen. 
DaB zu jedem festen o >a, ein gewiinschtes Laplaceintegral existiert, 


ergibt sich aus Hilfssatz 3, wenn man dort f(s) zunaichst durch f(s) + a ersetzt 





(damit wird o, = 0) und dann zu /,(s) = {f(s — a) + 7. + = iibergeht. Wir werden 
jedoch zeigen, daB bereits eine Funktion fiir alle o > o,, ausreicht. 

Zu 6=x+ ; und unserem »(7') werde die Folge {7,} und die normal 
oszillierende Funktion g(7') gema8 Hilfssatz 5 gewahit. Man erkennt nach dem 
Kriterium (22) aus (25) und (28), daB auch log(g(7') + 1) fir T = 1 normal 
oszilliert. Zu festem ¢ >a und der Funktion log(~(T) + 1), die (2) erfillt, 


existiert nach Hilfssatz 3 und der vorstehenden Bemerkung ein Laplace- 
integral f(s) mit o, = « und 


T } +3 
(30) If(C + in) dt 40 (aan +1) ). 


Wit werden beweisen, daB diese fiir ¢ > , holomorphe Funktion dort (29) 
genigt. 

Ware zunachst fiir ein (o,<)o +¢ mit einer von 7 unabhangigen 
Konstanten 


mt 


(31) f Ifo + it)| dts K2 or)’ at, 


so wahlen wir ein o’ mit o< €< o’ oder a,< o' < £<. Nach Satz 1 ist 
jedenfalls 


(32) Sie +it\\dt< K'T"*?, TR1. 
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Die rechten Seiten in (31) und (32) sind wegen (22) und (23) fir 7’ = 1 normal 
oszillierend. Hiernach ergibt der Hilfssatz 4 [(24) ist wegen Hilfssatz 2 erfiillt] 


? be 
I (C+ it)| dt=O0 (7 tig a (7)) 


so daB (31) einen Widerspruch zu (30) liefert. 
Daher gibt es zu jedem o > a, eine Folge tr, 7 00 mit 


ors) ; 
(33) td | Ilo + tt) dt Zoo. 
Fiir n = ny, muB 1, wegen Satz 1 und (27) stets in den Teil U,... T,4, 
eines Intervalles 7',...7',,, fallen, so daB wir mit (26) fiir n = mn, und eine 
Teilfolge der 7, 


Ty 41 


(Toes) on) f. . 
mi lf(o+ it) dt=>—.er | \f(o+ it) dt 
—~Lyt+s —Ttr 





erhalten. Hieraus ergibt sich wegen (33) unsere Behauptung. 
5. Jetzt soll der Fall p => 2 behandelt werden. Hier beweisen wir den 
Satz 3: Die reellen Zahlen x = 0 und « sowie eine Funktion n(T), T = 1, mit 


0< »(T) + O(1) 


seien gegeben. Dann existiert ein Laplaceintegral f(s) mit o,,= «, derart, daB fiir 
jedes reelle p = 2 und jedes o > a, 


- = f +1 
(34) ( [we snp ae)? +0 (Fa). 
_\-? 


Beweis: Zu 6 = x + 1 und unserer Funktion (7) werde wieder die Folge 
{T,} und die normal oszillierende Funktion ¢(7’) gema8 Hilfssatz 5 gewahlt. 
Nach [2], Satz 1 gibt es ein Laplaceintegral f(s) mit o, < 0, so daB 


(35) t(e+i=)+0 _7***.\ far jedes rationale 9 > 0. 
y? (T) 


Es geniigt zu zeigen, daB (34) bei diesem f(s) fiir jedes reelle p => 2 und jedes 
o > 0 zutrifft, denn hieraus ergibt sich der Satz 3 durch Ubergang zu 
f(s—a) + a 

‘Auf Grund der, Cauchyschen Formel gilt, wenn R das Rechteck mit den 
Eckpunkten ¢,, + +7’, m = 1, 2, bezeichnet, 





(z—s)* ° 
10) = amr | ae, s=o+i5,T21, 0<0<0<. 


Da R rechts von a, gelegen ist, streben nach Hilfssatz 2 die Integrale iiber die 
Horizontalen bei 7'-> co gegen Null: Auf der Vertikalen ¢,,, m = 1, 2, gilt 














Mittelwerte von Laplaceintegralen 3 161 


fir p> 
‘aie mE T 1 - 2 ee) 
[mbit noo((fcessra( f-te4)) 
tai? - a4 
Folglich haben wir 


(36) t(o + i) = 0( ax (| / (Sen + ipa) 


fir 0<0,<0<0,p22. 


Sei p >} 2 gegeben, und wir wollen fiir unser /(s) (34) auf o,(> 0) nach- 
weisen. Hierzu wahlen wir ein rationales 0 > % und alsdann ¢,,, m= 1, 2, 
so daB 


0<4,<O<e<¢. 


Wegen (35) und (36) existiert ein ¢ > o, mit 


1 
(37) (/ [0 + nea)? +0(- ~): 
3 (T) 


Jetzt setzen wir o, = 20 — o,, d. h. wir haben 


(38) O<a<o<a,, #2 =. 
2 1 





Nach Satz 1 gilt mit einer von 7 unabhangigen Konstanten K, 


T 1 
(39) [ thes + anja) < K,T*!, T21. 
-T 
Ware nun 
, uy T#+i 


so folgte aus Hilfssatz 4 wegen (38), da die rechten Seiten in (40) und (39) wie 
im Beweise von Satz 2 als normal oszillierende Funktionen erkannt werden, 


z 1 | 
| IK(o + snjat|” = o( 5) 
_7 gp? (T) 


im Widerspruch zu (37). 
Daher existiert eine Folge t,, 7 co mit 
1 


ad | We pat), 


und hieraus ergibt sich der Ubergang zu (34) wie am Ende des Beweises von 
Satz 2. 
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Bemerkung: Satz 3 bleibt auch fiir p = © richtig. 


1 
Um dies einzusehen, wende man Satz 3 mit der Funktion 7 2(7') fir p = 4 
und Satz 1 fiir p = 2 auf die Abschatzung 


T 1 T 
1 a 1 
n? (T) ( [e+ inst)" (n(7) Max |f(o + i) [ite + iat 
4 Ws? + 


an. 


3 
4 
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Lokalholomorphe Funktionen und das Geschlecht 
kompakter Riemannscher Flaichen 


Von 
RouirF Kvuutze in Bonn 


Die lokalholomorphen Funktionen spielen seit ihrer Einfihrung durch 
SEeBasT1A0 E Sitva [20], [21] eine wichtige Rolle in der Funktionalanalysis. 
Eine lokalholomorphe Funktion auf einer beliebigen Teilmenge M der Rie- 
mannschen Zahlenkugel oder allgemeiner einer Riemannschen Flache ist eine 
Aquivalenzklasse von holomorphen Funktionen, die in gewissen Umgebungen 
von I erklart sind. Die lokalholomorphen Funktionen auf M bilden einen 
Vektorraum $(%M). SesasT1Ao £ Suiva fiihrt die Fantappiésche Theorie der 
analytischen Funktionale zuriick auf das Studium gewisser stetiger Abbildungen 
.der Raume {}(M), die man mit einer geeigneten Topologie versieht. Kurze Zeit 
spater zeigten KOTHE [15] und GrorHENDrEcK [10] (vgl. auch [13]), daB man 
den topologischen Dual des Raumes $(O0) der holomorphen Funktionen auf 
der offenen Teilmenge O der Riemannschen Zahlenkugel 2 mit einem Raum 
lokalholomorpher Funktionen identifizieren kann. Damit hat man eine neue 
Auffassung der lokalholomorphen Funktionen gewonnen. Die Ergebnisse von 
K6THE und GROTHENDIECK wurden von TiLtMANN [25] auf Riemannsche 
Flachen iibertragen. 

In der vorliegenden Arbeit zeigen wir, wie man mit Hilfe der lokalholo- 
morphen Funktionen auf einer kompakten Riemannschen Fliche R das Ge- 
schlecht von R bestimmen kann. Dazu untersuchen wir zunachst die Eigen- 
schaften Cechscher Homologiegruppen mit Koeffizienten in Cogarbendaten. 
Die Konstruktion dieser Homologiegruppen stellt eine Verallgemeinerung der 
Cechschen Definition dar und verlauft véllig dual zur Konstruktion der 
Cohomologiegruppen in der Garbentheorie. Ebenso bilden die Cogarbendaten 
das duale Gegenstiick zu den Garbendaten. Wahlt man als Koeffizienten ein 
konstantes Cogarbendatum, so erhalt man gerade die gewohnlichen Cechschen 
Homologiegruppen. 

Ein klassisches Resultat iiber die Beziehung von (Cechschen) Homologie- 
und Cohomologiegruppen lautet folgendermaBen [14]: Ist X ein kompakter 
topologischer Raum, Y eine abzihlbare Gruppe und Y* ihre Charakterengruppe, 
so ist H,(X, Y*) die Charakterengruppe von H*(X, Y). — Wir wollen im 
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folgenden zunachst Dualitatssitze dieses Typs fiir die verallgemeinerten 
Cechschen Homologie- und Cohomologiegruppen herlciten. Daraus lassen sich 
dann in einfacher Weise unter Benutzung garbentheoretischer Resultate 
Endlichkeitssatze fiir Ilomologiegruppen gewinnen. Insbesondere folgt daraus, 
daB nichtkonstante Cogarbendaten existieren, deren Homologiegruppen nicht 
fiir alle g = 0 verschwinden. Damit ist also gezeigt, daB die Verallgemeinerung 
der Cechschen Homologiegruppen sinnvoll ist. 

Die Arbeit gliedert sich in sieben Paragraphen. In §1 wird neben der 
Definition der Cogarbendaten und einigen Beispielen der Begriff des topologisch 
dualen Cogarbendatums eingefiihrt, der in der Arbeit eine wesentliche Rolle 
spielen wird. Die topologisch dualen Cogarbendaten entstehen in natiirlicher 
Weise aus den topologischen Vektorraumgarben, die sich in der Garbentheorie 
vielfach als niitzlich erwiesen haben. § 2 enthalt die Konstruktion der Homo- 
logiegruppen mit Koeffizienten in Cogarbendaten. In § 3 versehen wir zunachst 
die Cohomologiegruppen H*(X, Y) eines topologischen Raumes X mit Koeffi- 
zienten in der topologischen Vektorraumgarbe Y in natiirlicher Weise mit 
einer lokalkonvexen (nicht notwendig separierten) Topologie. Satz 3.1 enthalt 
dann hinreichende Bedingungen dafiir, daB der topologische Dual von H*(X, Y) 
kanonisch isomorph ist zur q-ten Homologiegruppe H,(X, Y’) von X mit 
Koeffizienten in dem zu 9 topologisch dualen Cogarbendatum 9’. In § 4 
ziehen wir einige Folgerungen aus diesem Dualitatssatz. Unter gewissen Vor- 
aussetzungen tiber X und Y stellt die topologische Dualitat zwischen H*(X, Y) 
und’ H,(X, 9’) gleichzeitig eine duale Paarung im algebraischen Sinne dar. 
Daraus entnimmt man insbesondere, daB die Vektorraume H*(X,¥Y) und 
H,(X, 9’) gleiche (endliche) Dimension besitzen. Gilt Satz 3.1, so lassen sich 
die nullten Homologiegruppen in einfacher Weise charakterisieren. Ferner 
werden zwei vereinfachte Konstruktionsméglichkeiten fiir die Homologie- 
gruppen angegeben: a) in bestimmten Fallen sind die Homologiegruppen von X 
isomorph zu den Homologiegruppen einer Lerayschen Uberdeckung U von X, 
b) unter geeigneten Voraussetzungen lassen sich die Homologiegruppen auch 
aus einem formalen Komplex bestimmen. — Da die analytisch-koharenten 
Garben tiber komplexen Mannigfaltigkeiten topologische Vektorraumgarben 
sind, kann man den Cartan-Serreschen Endlichkeitssatz und théoréme B unter 
Verwendung der Resultate von §4 dualisieren. AuBerdem kann man das 
arithmetische Geschlecht kompakter komplexer Mannigfaltigkeiten homo- 
logisch kennzeichnen. Dies ist der Inhalt von § 5. In § 6 leiten wir unter Be- 
nutzung der Theorie der bigraduierten Differentialformen und Stréme eine 
Poincarésche Dualitét auf kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten her, die 
es gestattet, gewisse Homologiegruppen mit geeigneten Raumen bigraduierter, 
komplex-harmonischer Differentialformen zu identifizieren. In § 7 schlieBlich 
konstruieren wir ein Cogarbendatum lokalholomorpher Funktionen auf einer 
kompakten Riemannschen Flache vom Geschlecht p, dessen erste Homologie- 
gruppe gerade die Dimension p besitzt. 

Etwa zu der Zeit, als diese Arbeit entstand, wurden unabhangig dieselben 
in § 2 konstruierten Homologiegruppen von Lurt [17] konstruiert. Die weiteren 
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Untersuchungen von Lurt bestehen darin, ein Axiomensystem dieser Theorie 
fiir parakompakte Raume aufzustellen’). 

Eine Zusammenfassung eines Teiles unserer Ergebnisse ist in [16] er- 
schienen. 


§ 1. Cogarbendaten 

Die Cogarbendaten, die wir im folgenden definieren werden, bilden das 
duale Gegenstiick zu den Garbendaten. Ebenso 148t sich der Begriff der Garbe 
selbst dualisieren, worauf wir aber an dieser Stelle nicht weiter eingehen. 

Definition 1.1 (Cogarbendatum): Es sei X ein topologischer Raum, K ein 
kommutativer unitérer Ring. Ein Cogarbendatum ist wie folgt gegeben: Jeder 
offenen Menge U c X ist ein K-Modul Gy zugeordnet und jedem Paar U, V von 
offenen Mengen aus X mit U Cc V ein K-Homomorphismus r}, : Gy + Gy, derart, 
daB gilt: 

I) Ist U die Nullmenge, so ist Gy der Nullmodul. 

II) r¥ = Identitat. 

III) Fiir UC Vc W gilt rE = r¥ 0 rf. 

In naheliegender Weise lassen sich Hcmomorphismen von Cogarbendaten 
definieren : : 

Definition 1.2 (Homomorphismen von Cogarbendaten): Es seien {Gy; rb} 
und {Gy; #5} zwei Cogarbendaten von K-Moduln. Ein Homomorphismus von 
{Gy; rb} in {Gy; Ff} ist ein System {hy} von K-Homomorphismen h,-: Gy> Gy, 
80 dap die Diagramme 


Gy Oy 








kommutativ sind. 

Die Cogarbendaten iiber dem topologischen Raum X bilden eine abelsche 
Kategorie. 

Ebenso lassen sich die Begriffe Untergarbendatum und Quotientengarben- 
datum dualisieren. Ferner definiert jeder Homomorphismus h: {@,; rf} > 
— {G,; 7%} zwei Cogarbendaten, die wir kurz als Kern und Bild von h be- 
zeichnen. Eine exakte Sequenz von Cogarbendaten liegt vor, wenn fir jedes 
offene U c X die entsprechenden Cogarbendatenmoduln eine exakte Sequenz 
bilden. 

1) Kiirzlich ist es Herrn Gerstner (Erlangen) gelungen, mit Hilfe der Satelliten- 
theorie ein Axiomensystem dieser Homologietheorie fiir beliebige topologische Raume 
anzugeben. 

Zusatz bei der 1. Korrektur (14. 3.61): Man vgl. dazu O. Gerstner: Homologie- 
Moduln iiber abelschen Halbgruppen. Bestimmung der Cechschen Homologie-Moduln 
eines Raumes X durch einen Funktionenring iiber X. Bonner math. Schriften Nr. 12 (1961), 
Teil III. — Siehe ferner: Y. Kawapa: Theory of cosheaves. J. Fac. Sci. Univ. Tokyo 8, 
439—606 (1960). 
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Beispiel 1: Ordnet man jeder nicht-leeren offenen Menge U c X einen 
festen K-Modul @ zu, so erhalt man das konstante Cogarbendatum, wenn rf, 
die identische Abbildung ist. 

Beispiel 2: D bezeichne die Gesamtheit der auf dem R* definierten C™- 
Funktionen mit kompaktem Trager (vgl. [18]). Dann sei 2p der Untermodul 
derjenigen Funktionen aus 9, deren Trager in U enthalten ist. ri(U c V) sei 
die kanonische Injektion von Dy, in Dy. 

Beispiel 3: Es sei wieder X = R* und U eine offene Teilmenge von X. 
@y bezeichne den Raum der auf U definierten C*-Funktionen. Die Halb- 
normen p§ ,,(g) = sup sup |D?@(z)| (K kompakt) definieren auf U eine 

zeECU lspsm 
lokalkonvexe Topologie. Dann bilden die topologischen Duale &y zusammen 
mit den Transponierten der Restriktionshomomorphismen rf: &, > &y(V c U) 
ein Cogarbendatum. &y besteht genau aus denjenigen Distributionen aus ¢’ 
(zur Def. vgl. [18]), deren Trager in U enthalten ist. 

Weitere Beispiele folgen in den nachsten Paragraphen. 

Wie Lurrt [17] gezeigt hat, lat sich der Begriff der feinen Garbe tiber einem 
parakompakten Raum in sinnvoller Weise auf Cogarbendaten iibertragen. Die 
Formulierung dieser Begriffsbildung ist allerdings etwas schwieriger als in der 
Garbentheorie, da das zum Halm einer Garbe duale Gegenstiick nicht ver- 
fiigbar ist. Wie man leicht zeigt, ist {P,; rf} (vgl. oben) ein Beispiel fiir ein 
feines Cogarbendatum. Daraus folgt insbesondere, daB die Homologiegruppen 
des R* mit Koeffizienten in {9,; rf} fir g = 1 verschwinden®). 

Im folgenden spielen die topologischen Vektorraumgarben eine wesentliche 
Rolle. 

Definition 1.3 (Topologische Vektorraumgarbe): Eine topologische Vektor- 
-raumgarbe (T V-Garbe) ist eine Garbe 9 iiber dem topologischen Raum X, deren 
Schnitt{lichenmoduln I'(U,Y) (U offen) lokalkonvexe Vektorriiume iiber dem 
Kérper der komplexen Zahlen sind, so da die Homomorphismen rf : '(U, Y) > 
+ I'(V, 9) (V c 0D) stetig sind*). 

TV-Garben, deren Schnittflichenmoduln FA-Raume sind, bezeichnen wir 
kurz als A -Garben‘*). 

Viele Garben, die in den Anwendungen auftreten, sind TV-Garben. Als 
Beispiel nennen wir die analytisch-koharenten Garben tiber komplexen Mannig- 
faltigkeiten (vgl. § 5), ferner die in Beispiel 3 definierte Garbe. 

Jede TV-Garbe Y definiert ein Cogarbendatum 9’, dessen Moduln Gz die 
topologischen Duale J” (U, Y) und dessen Homomorphismen die transponierten 
Abbildungen ‘rf : I”(V, 9) > I’(U, Y) (V Cc U) sind. 


*) Dies folgt aus [17], Satz 4.5.2. 
%) Eine etwas andere Definition findet man bei GroTHENDIECK [11], der die TV-Garben 


zum Beweis von Endlichkeitssitzen fiir Cohomologiegruppen mit Koeffizienten in Garben 
heranzieht. 

*) Als #-Raum bezeichnen wir einen lokalkonvexen, vollstandigen, metrisierbaren 
Vektorraum. 
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Definition 1.4 (Topologisch duales Cogarbendatum): Ein Cogarbendatum 9’ 
heiBt zu der T V-Garbe GY topologisch dual, wenn Y' durch topologische Dualisierung 
im obigen Sinne aus Y entstanden ist. 


§ 2. Homologiegruppen mit Koeffizienten in Cogarbendaten 


Die Cohomologiegruppen eines parakompakten Raumes X mit Ko- 
effizienten in einer Garbe iiber X lassen sich nach verschiedenen Methoden 
berechnen : 

1) Mittels (feiner) Auflésungen. 

2) Durch eine verallgemeinerte Cechsche Konstruktion®). 

3) Mittels welker Auflésungen (vgl. dazu [8], chap. II, § 4). 

Ahnlich wie in der Garbentheorie lassen sich Homologiegruppen mit 
Koeffizienten in einem Cogarbendatum definieren. Die Konstruktion verlauft 
dual zur oben genannten Konstruktion der Cechschen Cohomologiegruppen der 
Garbentheorie (Methode 2). Wir werden spiter sehen, daB es méglich ist, die 
Homologiegruppen in gewissen Fallen auch auf anderem Wege zu berechnen 
(Satz 4.5). Dazu werden die (feinen) Auflésungen von Garben herangezogen 
(Methode 1). 

Es sei ¥ = {Gy; rf} ein Cogarbendatum tiber X und U = {U,}ic7 eine 
Uberdeckung von X. Dann sei der g-te Kettenmodul C,(U, Y) von Y gegeben 
durch 


O,(U, 9) = p 4 Gu, n..:0 U; (q = 0) 
(io, «+ ste) ° 


und C,(U, Y) = 0 fir g< 0. Wir kénnen nun einen Randhomomorphismus 
0}: Coax (U, Y) + C,(U, Y) folgendermaBen erkliren: Hat f, ,€C,4,(U, 9) 
die endlich vielen nichtverschwindenden Komponenten 


fo +16, ess iv)» € Gym ‘eet vd, (v= ie cess n) ; 
sO sei 
4 fl re, ee ee os 
Ghai=L 2 (-)) "oun i, ert fn 1 C80, ..-, ha), 
S = “ 


dabei setzen wir fir Ui a er 8 O56) Nich Ui, zur Abkiirzung 
cad € 
Ui... - Dann gilt in gewohnter Weise: 
A...) 


Es geniigt, den Beweis fiir Ketten mit einer einzigen nichtverschwindenden 


Komponente zu fiihren. Wir setzen 0) = _. ‘+1 und erhalten fiir 


ss ooell 

x<A:0500, ;=@-10 OF, ,. Wegen 0 = 3S’ (—1)* 0% folgt daher die obige 
x=0 

Beziehung. 


5) Gelegentlich geniigt es schon, die Cohomologiegruppen zu einer Uberdeckung U zu 
bestimmen, wenn U eine Leraysche Uberdeckung ist, vgl. Hilfssatz 4.2. 
Math. Ann. 143 12 
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Damit kénnen wir die Homologiegruppen H,(U, Y} zur Uberdeckung U 
mit Koeffizienten in Y definieren: 


H,(U, 9) = (@_1)-*(0)/}'(C, 4,0, #)). 


Es sei B = {V,};-, eine Verfeinerung von U = {U,};-; und t eine Ab- \ 
bildung von J in J mit V,; Cc U,,. Dann induziert die Abbiidung t einen Homo- 
morphismus 1,3 : C,(O, Y) + C,(U, Y): 


Us, ...¢ . " 
T BLE Cio» died «> Jq>) — ry, 1, fe Go ** de> ? 


Wie man sofort zeigt, ist das Diagramm 


ep 
Cu11(B, 9 — > C,(, 9) 
Te+1B| ro 


+ Vv 
Co+i(U, 9) a C,(U, 9) 
q 





kommutativ. Am einfachsten zerlegt man den Randhomomorphismus wieder 
in Komponenten, und verifiziert das Diagramm komponentenweise. 

Hilfssatz 2.1: Es seien t und t zwei Abbildungen von J in I mit V;c U,,-\ U;,. 
Dann sind die durch t und ¢ induzierten Homomorphismen 1,} und %,% ketten- 
homotop, d.h. es existiert ein Homotopieoperator k,} : C,_,(B, 9) > C,(U, Y) 
mit 

Yo keys 1B + kyfod®, = #,8— 1,3. 


Beweis: Den Homotopieoperator k,}} definieren wir durch 


q-1 ’ _ a , 
ky BUft—1 Go - --e-1)) = 2 (1 rte nin Sans AB Cjgp «+ sde-1) 
ae birdpas 
Damit laBt sich dann die obige Relation verifizieren. { 
Die Abbildungen To induzieren, daher cinen Homomorphismus 
t,#: H,(B, 9) > H,(U, Y), der von der Abbildung t: J > J unabhangig ist. 
AuBerdem beweist man sofort: 
1) t,3 = Identitat. 
2) Ist YW eine Verfeinerung von &, so gilt 


u Bi, 
ta (@) team = tom e ' 


Damit kénnen wir nun die Homologiegruppen H,(X,Y) von X mit Ko- 
effizienten in Y definieren: 


Definition 2.1 (Homologiegruppen H,(X,Y)): Die Homologiegruppe 
H,(X, ¥) (q = 9, ganz) des topologischen Raumes X mit Koeffizienten in dem 
Cogurbendatum 9 ist der projektive Limes der Homologiegruppen H,(U, Y) 

‘ beziiglich der Abbildungen t,}, wobei U alle eigentlichen Uberdeckungen von X 
durchléuft. 
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Ist Y ein konstantes Cogarbendatum, so erhalten wir gerade die klassischen 
Cechschen Homologiegruppen. 

Sind {@y; rf} und {@,; #%} zwei Cogarbendaten tiber dem topologischen 
Raum X und ist {hy} ein Homomorphismus von {@y;r}} in {@y; 74}, so laBt 
sich {hy} in natirlicher Weise zu einem Homomorphismus 


ht : H,(X, 9) > H,(X, 9) 
fortsetzen. Die Konstruktion geschieht folgendermaBen: Zunachst induziert 
{hy} fir jede Uberdeckung U von X einen Homomorphismus von C,(U, Y) 
in C,(U, %), der mit den Randoperatoren vertraglich ist. Daher hat man einen 

Homomorphismus AY : H,(U, 9) > H,(U, 9). Da das Diagramm 
ap ~ 
H,(B, 9) —— H,(B, 9) 
; 
uh i 


H,(U, 9) yr Hat, 9) 


fiir alle Verfeinerungen D von.U kommutativ ist, erhalt man schlieBlich durch 
Limesbildung den obigen Homomorphismus. Die Homologiegruppen H,(X, 9) 
sind also kovariante Funktoren auf der abelschen Kategorie der Cogarben- 
daten iiber X. 

Jeder exakten Sequenz 0+ 9’ + 9 + Y” + 0 von Cogarbendaten iiber X 
und jeder ganzen Zahl g 148t sich in natiirlicher Weise ein Homomorphismus 


OF : H,(X, 9") + H,_,(X, 9’) 
zuordnen. Die Homologiesequenz 


-+« H,_,(X, yt nx, 9") + H,(X, 9) + H,(X;, 9')+--- 


ist i. a. nicht exakt, da der projektive Limes exakter Sequenzen nicht exakt 
zu sein braucht. Genaueres dariiber findet man in [17], § 4.- 


§ 3. Ein Dualititssatz fiir Homologie- und Cohomologiegruppen 


Wir beweisen nun einen Dualitatssatz, aus dem wir im folgenden eine Reihe 
von Folgerungen ziehen werden. Insbesondere gestattet er es, die Homologie- 
gruppen mit Koeffizienten in geeigneten Cogarbendaten zu berechnen. 

Zur Formulierung dieses Satzes sind einige Vorbemerkungen ndtig. Ist 9 
eine TV-Garbe, so kann man den q-ten Cokettenmodul 


ou,9= IT Gy, 0.00% 
he -0+5%) 


zur Uberdeckung U von X mit der lokalkonvexen Produkttopologie versehen. 
Aus der Dualitaét von topologischem Produkt und direkter Summe der Duale 
12* 
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folgt sofort fiir das zu Y topologisch duale Cogarbendatum : 
(C2(U, Y))’ = C,(U, Y’)*) . 


Es ist evident, daB die Abbildungen 4§,:C*(U, Y) + Ct+1(U, 9), 
rh : Ca(U, GY) + C2(G, Y) und #} : H*(U, GY) + H*(B, Y) stetig sind’). 

I sei nun eine gerichtete Menge, und jedem i ¢ J sei ein lokalkonvexer Vektor- 
raum FE, zugeordnet, ferner existiere zu jedem Paar i,j €J mit i<j eine 
lineare stetige Abbildung g,,;: Z;-> Z,; mit der Eigenschaft g,,= g;, © g,; fir 
i <j <k. Ist Z der induktive Limes der Raume £, beziiglich der Abbildungen 
9:3, 80 sind die Homomorphismen g;: E,-> EZ wohldefiniert. Die feinste aller 
auf E lokalkonvexen Topologien, fiir die die Abbildungen g, stetig sind, heiBt 
die limite-inductive-Topologie von E beziiglich {EZ;; g,,;; ¢, 7 € I}. Die Topologie 
von £ braucht nicht separiert zu sein, auch dann nicht, wenn die Raume £, 
separiert sind. Eine Nullumgebungsbasis von E ist gegeben durch die Mengen 
ry g,(V,), wenn fir alle i € J die V, eine Nullumgebungsbasis in 2, durch- 


laufen, vgl. [2], chap. II, § 2.4 (I” bezeichne den Ubergang zur absolutkonvexen 
Hille). Ist J’ ein confinales Teilsystem von J, so ist die limite-inductive- 
Topologie 7 von £ identisch mit der auf £ feinsten lokalkonvexen TopologieT ’, 
fiir die die Abbildungen g, : EZ, + E(t’ € I’) stetig sind. 

Ist Y eine TV-Garbe, so sind die Cohomologiegruppen H*(U, Y) lokal- 
konvex und die Abbildungen f*} : H*(U, Y) + H*(%, Y) stetig. Daher koénnen 
wir H*(X,Y) mit der natiirlichen limite-inductive-Topologie versehen. In 
speziellen Fallen ist H*(X, Y) separiert (vgl. § 4). 

Nunmehr kénnen wir den Dualitatssatz formulieren : 

Satz 3.1: Hs sei X ein im Unendlichen abzihlbarer lokalkompakter Raum, 
GY eine F-Garbe*) und Y' das zu Y topologisch duale Cogarbendatum. Existiert 
ein confinales System {U} von Uberdeckungen von X mit der Eigenschaft, daf fiir 
alle q =0 die Abbildungen 6{,: C*(U, Y) + C*+1(U, Y) topologische Homo- 
morphismen sind, so ist der topologische Dual von H*(X, Y), versehen mit der 
natiirlichen limite-inductive-Topologie, kanonisch isomorph H,(X, Y')°). 

Beweis: 1. Zunachst benétigen wir den 

Hilfssatz 3.1: Es seien drei F7-Riume EL, F, G gegeben, ferner zwei topolo- 
gische Homomorphismen u: E > F undv: F > G mitv ou = 0. ‘tu: F’ > EF’ und 
ty: G’ + F’ seien die transponierten Abbildungen. Dann ist H = v-'(0)/u(Z) 
ein F-Raum, und es gilt: 





B= (SOY oO 


ue) ) = we) ° 
Zum Beweis vgl. [23], lemme 1. 


*) Zum Beweis vgl. etwa [3], chap. IV, § 2.8; die Dualitat gilt auch dann, wenn die 
Komponenten des Produkts nicht-separiert sind. 

7) Fiir die Definitionen dieser Abbildungen vgl. [12], § 2.6. 

*) Zur Definition vgl. S. 166. : 

*) Als topologischen Homomorphismus f : X - Y bézeichnen wir eine stetige Abbildung 
von X in Y, die beziiglich {(X) offen ist, vgl. N. Boursak1, Top. Gén., chap. III, § 2. 
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2. Da die Abbildungen 4§, : C*(U, Y) + C*+1(U, Y) stetig sind, kann man 
die Transponierte ‘d{, von 4{, betrachten. Wir behaupten: 


88, =O: Cp4,(U, 9’) > CU, 9’). 


Beweis: Es sei fy4;€Cq4s(U, 9’), fonr (ie, ..., 21> (v= 1,..., m) seien die 
nichtverschwindenden Komponenten von one Deen 1aBt sich y vermége 
der dualen Paarung von C*+!(U, Y) und C,,,(U, Y’) darstellen in der Form 


CP fas) = 2 GG, or PhDs fear Gs +r PLD) 
mit f¢+1¢€ C#+2(U, FY). Somit gilt: 


~ e+! ° vs ») 7. <v) 
<f*, 09 fata) = 2 2, (—1)*Cft GO... 40... iv} » so ae i “Stl X 


X ferris shay = ZT r (Ay eo Bp... 1), 


v= 
Tear Gi, AP.) = Oh fuss) = Cs 'Bfess)- 


3. Da X als im Unendlichen abzahlbar lokalkompakt vorausgesetzt wurde, 
brauchen wir im folgenden nur noch abzihlbare Uberdeckungen zu betrachten. 
Da das abzahlbare topologische Produkt von #-Raumen wieder ein F¥-Raum 
ist, sind die Cokettenmoduln C*(U, Y) wieder F7-Raume. Sind die Abbildungen 
of, Ce(U, Y) + C**+1(U, Y) topologische Homomorphismen, so folgt aus 1. 
und 2.: 


H,(U, 9’) = (A*(U, Y))’. 


4. Wir zeigen nun, daB t,4: H,(G, 9’) + H,(U, 9’) die Transponierte von 
fd H*(U, 9) + H*(B, F) ist: Es sei sf, = [ff] € H*(U, Y) mit ff, € (6%,)-*(0), 

= (ff) €H,(U, 9’) mit fF € (@,)- 1(0). Die duale Paarung von He, G) 
a H,(U, 9’) ist gegeben durch 


(Sy 8) = Ay fe) 


Damit erhalt man 


Co, M8 6B) = COR of, &P) = Ce fh, P) = Ci ta P) = Ce te P) 
wegen T,} = ‘r?4, was man sofort bestatigt. 

5. Es gilt der folgende 

Hilfssatz 3.2: Ist E der algebraische induktive Limes der lokalkonvexen 
Vektorriume E, beziiglich der stetigen Abbildungen g, ;: E, > E,(i <j), versehen 
mit der natiirlichen limite-inductive-Topologie, so ist der topologische Dual von E 
kanonisch isomorph zum projektiven Limes der topologischen Duale E; beziiglich 
der transponierten Abbildungen ‘g, ,: Ej > Ej. 

Die duale Paarung erhalt man folgendermaBen: Ist 2’ € EZ’, so laBt sich 2’ 
in der Form (zj) mit 2; = 'g,,(2j) fir i<j darstellen (xj € Ej). Vermége 
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(x, z') = (g;(x,), x’) = (2 x) (x € BZ) definiert x’ in eindeutiger Weise eine 
stetige Linearform auf Z. Zum Beweis vgl. [22], S. 409. Aus 3., 4. und Hilfs- 
satz 3.2 folgt dann die Behauptung. 


§ 4. Folgerungen aus dem Dualititssatz 


In Satz 3.1 ist die Forderung wesentlich, da8 fir ein confinales Uber- 
deckungssystem {UW} von X fir alle g ]>0 die Corandhomomorphismen 6, 
topologische Homomorphismen sind. Wir geben daher zunachst ein hin- 
reichendes Kriterium dafiir an, daB dies tatsachlich der Fall ist: 

Hilfssatz 4.1: Ist GY eine F#-Garbe iiber X, U eine abziihlbare Uberdeckung 
von X und H*+(U, Y) endlichdimensional, so ist d§,: C(U, GY) +> C***(U, F) 
ein topologischer Homomorphismus. Der Beweis folgt sofort aus [23], lemme 2 
mit u = 6§,, L = C*(U, Y) und M = (4%**)-1(0). Wegen der Stetigkeit von $+ * 
ist M abgeschlossen, also in der Tat ein F7-Raum. 

Damit sind wir nun in der Lage, einige Folgerungen aus Satz 3.1 zu ziehen. 


Satz 4.1: Ist X ein im Unendlichen abzihlbarer lokalkompakter Raum, 
GY eine feine 7 -Garbe, so gilt fiir das topologisch duale Cogarhendatum 9’ : 


HX, ¥’) =0 (qq =)). 


Beweis: Da 9 fein und X parakompakt ist, verschwinden die Cohomologie- 
gruppen H*(U, Y) (q = 1) fiir alle lokalendlichen Uberdeckungen (vgl. etwa 
[12], S. 37). Die Bshauptung ergibt sich dann aus Satz 3.1 und Hilfssatz 4.1. 

Satz 4.1 1a8t sich z. B. auf das in § 1 eingefiihrte Cogarbendatum {é’(U) ; r5} 
anwenden. 

Satz 4.1 kann man wie folgt verallgemeinern : 

Satz 4.2: Ist X ein im Unendlichen abzihlbar lokalkompakter Raum, 9 eine 
F -Garbe und existiert ein confinales System {U} von Uberdeckungen von X mit 
dim H*(U, Y) < co, g 21, 80 gilt fiir das topologisch duale Cogarbendatum 9’: 

(H*(X, 9))’ = H,(X, 9’) (q 29) 
Beweis klar. 

Die Lerayschen Uberdeckungen haben sich in der Garbentheorie als iiberaus 
niitzlich erwiesen,'da sie es gestatten, die Cohomologiegruppen eines para- 
kompakten Raumes mit Koeffizienten in einer Garbe in einfacher Weise zu 
berechnen. Eine lokalendliche Uberdeckung U = {U;};-7 eines parakompakten 
Raumes X heiBt Leraysche Uberdeckung von X beziiglich der Garbe Y, wenn 
fir alle Garben 9(U,;,....7U;,)) (t,...,%,€1,n=0,1,...) und alle 
q = 1 gilt: 


HUN... U;,, 9) = 


Die Niitzlichkeit dieser Definition entnimmt man aus 








10) 9(Ui,n...7 Ui,) sei die Restriktion von 9 auf Ui,n... 7 UVi,. 
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Hilfssatz 4.2 (Leray): Ist Y eine Garbe iiber dem parakompakten Raum X 
und U eine Leraysche Uberdeckung von X beziiglich Y, so sind die Homo- 
morphismen 

f,: HU, 9) H(X, 9) 
fiir alleq = 0 isomorph auf. 

Zum Beweis vgl. man [5], exp. XVII. 

Satz 4.3: Ist X ein im Unendlichen abzihlbarer lokalkompakter Raum, 9 
eine F-Garbe mit dim H*(X, 9) < co fiir alle q = 1, und existiert ein confinales 
System {U} von Lerayschen Uberdeckungen von X beziiglich Y, so gilt 


| (AMX, DY 2 HX, 9) (q 20). 


Fiir q = 1 kann (H*(X, Y))’ sowohl als der Raum aller als auch der Raum aller 
stetigen Funktionale interpretiert werden, es gilt alsodim HX, 9) = dimH,(X,9’) 
fiir alle q=1. H%(X,Y) ist, versehen mit der natiirlichen limite-inductive- 
Topologie, separiert. 

Beweis: Die Uberdeckungen U kénnen wir wieder als abzéhlbar voraus- 
setzen. Nach Hilfssatz 4.2 gilt dann fiir alle U ¢€{U}: H*(U, 9) > H*(X, Y). 
Ist W € {U} eine Verfeinerung von D € {U}, so ist auch die stetige Abbildung. 
3: H"(B, Y)+ H*(B, Y) bijektiv, d.h. nach einem Satz von Banacu”) 
sind H*(B,Y) und H*(%,¥Y) zueinander homéomorph. Sind G, W € {1} 
beliebig gewahlt, so existiert eine gemeinsame Verfeinerung U ¢ {u}. Aus dem 


Diagramm 
HS, FY) 
ee 


Bet, 9) ail 


folgt dann, daB H*(B, Y) und H*(W, Y) zueinander homéomoryh sind. Dieser 
Homéomorphismus ist von U unabhangig. Daher ist auch H*(X, 9) ein 
F-Raum. Die im Satz behauptete Dualitat folgt aus Satz 4.2, die Dimensions- 
aussage aus der Separiertheit der Topologie von H*(X, Y). 

Corollar: Ist X ein im Unendlichen abzihlbarer lokalkompakter Raum, 
GY eine F -Garbe mit dim H*(X, Y) < o fiir alleq = 1, und existiert ein confinales 
System {U} von Lerayschen Uberdeckungen von X, so sind fiir alle U € {U} die 
Abbildungen 


HU, 9) H2(X, Y) 


rt: A(X, 9')> Hu, 9’) 
Isomorphismen. 

Unter den genannten Voraussetzungen geniigt also bei der Berechnung der 
H,(X, 9’) bereits die Kenntnis der Homologiegruppen fiir eine Leraysche 
Uberdeckung. 

Bislang haben wir den nullten Homologiemodul H,(X, Y) eines Cogarben- 
datums Y noch nicht charakterisiert. Wahrend in der Garbentheorie der nullte 


11) Sind Z und F zwei #-Raume und ist / eine stetige lineare eineindeutige Abbildung 





von_E auf F, so ist { ein Homéomorphi , vgl. [2], chap. I, § 3.3. 
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Cohomologiemodul einer Garbe Y* kanonisch isomorph zu dem globalen 
Schnittflichenmodul J'(X, Y*) ist, ist eine ahnliche Kennzeichnung von 


H,(X, ¥) im allgemeinen nicht ohne weiteres zu erwarten, da wir keine 


kanonischen Cogarbendaten definiert haben. In speziellen Fallen gibt jedoch 
der folgende Satz Auskunft: 

Satz 4.4: Ist X ein im Unendlichen abzihlbarer lokalkompakter Raum, 
G eine F#-Garbe und gilt (H®(X, Y))’ = H,(X, 9’), so ist H,(X, 9’) kanonisch 
isomorph zu dem globalen Cogarbendatenmodul von 9’. 

Sind also speziell die Bedingungen von Satz 3.1 erfillt, so gilt auch Satz 4.4. 

Beweis: Die im folgenden auftretenden Uberdeckungen kénnen wir wieder 
als abzahlbar voraussetzen. Ist U = {U,};-; eine solche Uberdeckung, so hat 
man bekanntlich 


I'(X, Y) = H°(U, FY) c CU, Y) = Hr, 9), 


d.h. H®(U, Y) ist ein A-Raum), dessen Topologie wir mit 7, bezeichnen, 

7, sei die F-Topologie von I'(X, Y). Da Y eine TV-Garbe ist, ist mit den 

Abbildungen rf,: (X,Y) > I'(U,, 9) (6 €D) auch ry: P(X, Y) + H°(U, Y) 

stetig, dabei sei r,,0(X) = [7 rf, o(X) (o(X) € I'(X, Y)). ry ist also nach dem 
tel 


Satz von Banacu ein Homéomorphismus, woraus die Behauptung folgt, da 
H°(U, Y) zu H®(X, Y) homéomorph ist. 

Aus Satz 4.4 folgt, daB die nullte Homologiegruppe H,(R*, {@}) des in § 1, 
Beispiel 3 eingefiihrten Cogarbendatums zu &’ = &p isomorph ist. 

DaB H,(X, Y) nicht immer kanonisch isomorph zum globalen Cogarben- 
datenmodul von ¥ zu sein braucht, zeigt ein einfaches Beispiel: Ordnet man 
jeder echten offenen Teilmenge U von X den Nullmodul 0, zu, dem ganzen 
Raum X hingegen einen nichttrivialen Modul Gy, ist ferner rf: 0g > Oy 
bzw. r§:0y— Gy der Nullhomomorphismus, so erhalt man ein Cogarben- 
datum 9 mit H,(X, g) = 0+ Gy. Ahnliche Erscheinungen treten in der 
Garbentheorie bei den flachen Garbendaten auf. 

Bislang haben wir die Homologiegruppen von X mit Koeffizienten in einem 
Cogarbendatum mit Hilfe des Systems der eigentlichen Uberdeckungen von X 
bzw. unter Verwendung einer einzigen Lerayschen Uberdeckung (Corollar zu 
Satz 4.3) konstruiert. Im folgenden geben wir eine dritte Konstruktions- 
méglichkeit an, die wesentlich die Berechnung der Cohomologiegruppen aus 
Auflésungen benutzt (vgl. etwa [12], § 2.12). 

Satz 4.5: Es sei X ein im Unendlichen abzihlbarer lokalkompakter Raum, 
G eine F-Garbe mit dim H*(X, Y).< o fiir alle q => 1, und es existiere ein con- 
finales System {U} von Lerayschen Uberdeckungen von X. Ferner sei eine Auf- 
losung 

0+-9+9,-9,—> 
von Y gegeben mit der Eigenschaft: 


2%) Da H ou, G@) = (d},)-!(0) und der Kern einer stetigen Abbildung abgeschlossen ist, 
ist H°(U, G) ein F-Raum. 





| 
; 
' 
' 
' 
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1) Die I'(X, GY) sind ¥-Réume (q = 0). 
2) Die Abbildungen h,: I'(X, 9,) > I'(X, Y,+;) sind stetig (q = 0). 


Dann lassen sich die Homologiegruppen H,(X,Y') des topologisch dualen 
Cogarbendatums Y' aus der Sequenz 


+ P(X, G) A. SX, G,) A“ '(X, F) +0 
wie folgt berechnen : 
H,(X, 9’) = Kern(‘h,_,)/Bild (*h,) (q 20). 


Beispiele von #-Garben, die den Forderungen dieses Satzes geniigen, 
werden wir in § 6 kennenlernen. 

Beweis: Wegen dimH*(X, Y) < 2% und [23], lemme 2 sind die Abbil- 
dungen h, topologische Homomorphismen"*). Nach Satz 4.3 und Hilfssatz 3.1 
gilt daher 


H,(X, 9’) ~ (H*(X; 9))' ~ (Kern(h,)/Bild(h,_,))’ ~ Kern(*h,_,)/Bild(‘h,) , 


denn da die Topologien von H*(X, Y) und Kern(h,)/Bild(h,_,) separiert sind, 
sind ihre topologischen Duale kanonisch isomorph. 

Bemerkung: Unsere Resultate lassen sich nun in folgender Weise ver- 
allgemeinern: Da die Topologie von H*(X, Y) bereits unter Benutzung eines 
confinalen Uberdeckungssystems {U} von X definiert werden kann, braucht 
man nur zu verlangen, daB die Raume ['(U;, +++ U;,, 9) (Ui, € wt U € {2}) 
#-Raume sind. Daher bleiben die Satze 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 und 4.5 erhalten, 
wenn ¥ eine TV-Garbe mit der ebengenannten Eigenschaft ist. 


§ 5. Anwendungen auf kompakte und holomorph-vollstindige 
Mannigfaltigkeiten 


Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und © die Garbe der Keime 
lokaler holomorpher Funktionen auf X; O,(z € X) ist ein Integritatsring, das 
Einselement 1, € O, variiert stetig mit x. 

Eine Garbe 9 iiber X heiBt analytisch, wenn jeder Halm G, von 4(x € X) 
unitarer O,-Modul und die Abbildung (0,, g,) > 0, +g, von 


M = {(0, Jz) +O, €0,, 92 € G,} COX g 
in G stetig ist. Sind Y' und Y* zwei analytische Garben iiber X, so l4Bt sich 
tiber X das Tensorprodukt 9! ® F definieren; J! ® Y* ist wieder analytisch, 
und es gilt (¢! @ G),=G @ oe fir alle x€X yet [24]). Ein Garben- 


Necsenlecsiliiiiin h der satya Garbe 9! in die analytische Garbe Y* 
heiBt ©-Homomorphismus, wenn die Restriktion h,: G1 + G2 fiir jedes x € X 
ein O ee ist. 





13) In (23) lemme 2 setzt man L = T(x, g,) und M = h,=}(0). 
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Y sei eine analytische Garbe itiber X, ferner seien n Schnitte a’, . . ., o* € 
€ I'(U, 9) gegeben. Vermige 


(05, .- 08) 3 ob 08 (2 €U) 
i= 

wird ein 0-Homomorphismus « von 0*(U)**) in Y(U) definiert. « definiert zwei 
neue analytische Garben, nimlich Kern « = &(a', . . ., o*) (,,Garbe der Rela- 
tionen zwischen den a’, . . ., o*“‘) und Bild « (die ,,von den o', .. ., o* tiber U 
erzeugte Garbe“). 9 heiBt analytisch-kohairent, wenn die beiden folgenden 
Bedingungen erfiillt sind: 

1) Y ist von endlichem Typ: es existiert eine Uberdeckung {U,};- 1 von X, 
so daB die Garbe 9(U,) fiir jedes i € I durch endlich viele Schnitte o},. . ., of 
erzeugt wird. 

2) Sind o',...,0" €I'(U, Y), 80 ist A(a', . . ., 0) von endlichem T yp. 

Zu jedem Punkt x¢€X existiert daher eine Umgebung Uc X mit der 
Eigenschaft, daB die Sequenz 


(1) 0+A(ah, ..., 0%) > O(U) + Y(U) +0 


fiir geeignetes n exakt ist (o},,...,0% €I'(U, Y),&(ch, .. ., of) von endlichem 
Typ). 

Eine offene Menge U c C* heiBt Holomorphiegebiet, wenn fiir jede kompakte 
Teilmenge K c U die Menge 


M = {x€U: |f(x)| S sup |f(y)| fir alle in U holomorphen Funktionen /} 
veK 


kompakt ist. Jeder endliche Durchschnitt von Holomorphiegebieten ist wieder 
ein Holomorphiegebiet™). Jede im Unendlichen abzahlbare lokalkompakte 
komplexe Mannigfaltigkeit besitzt beliebig feine lokalendliche Uberdeckungen 
durch Holomorphiegebiete (Steinsche Uberdeckungen), vgl. [5], exp. XVII). 

Wir zeigen nun, da8B man die analytisch-koharenten Garben iiber einer im 
Unendlichen abzahlbar lokalkompakten komplexen Mannigfaltigkeit X als 
TV-Garben auffassen kann. Ist U ein geniigend kleines Holomorphiegebiet, 
so hat man wegen (1) iiber U die exakte Garbensequenz 


0-2+0'(U)+9(U)-0. 
Nach dem théoréme B fiir holomorph-vollstandige Mannigfaltigkeiten™) folgt 


14) © bezeichnet die direkte Summe von n zu (@ isomorphen Garben. 

5) Beispiele fiir Holomorphiegebiete sind die offenen V: 

%*) Eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit X heiBt h hol. ‘ph-vollstandig, 
wenn die Menge ¥ der auf ganz X definierten holomorphen Funktionen den f 
Bedingungen geniigt: (I) Zu je zwei Punkten z,y¢€ X (x + y) gibt es ein {€ # mit 
f(x) + f(y). (II) Zu jedem Punkt x € X gibt es n Funktionen j,, ..., /, € # und eine Um- 
gebung U von z, so daB die },,. . ., /, auf U eine lokale Karte von X definieren. (III) Fiir 
jede kompakte Menge K von X ist die Menge M = {x ¢ X: |f(z)|< = g Mail rale fc 7) 


kompakt. Eine genauere Untersuchung dieses Begriffs findet man in 19). — Das théoréme B 
lautet dann: Ist X eine holomorph-vollstandige Mannigfaltigkeit und 9 eine analytisch- 
koharente Garbe iiber X, so gilt fiir alleg => 1: H*(X, 9) = 0 (vgl. [4)). 











i ~ 
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aus der exakten Cohomologiesequenz fiir Garben 
0+ I(U,&)+ I(U, Or) + F(U, Y) +0 


d.h. P'(U, 9) = IU, O)/T'(U,&). I'(U, O*) ist, versehen mit der Topologie 
der kompakten Konvergenz, ein F7-Raum. Da I'(U,@) in I'(U, 0") ab- 
geschlossen ist (vgl. [5], exp. XVII), wird auch J'(U, Y) zu einem #-Raum. 
Diese Topologie ist unabhingig von der Wahl der obigen exakten Garben- 
sequenz. Ist & ein Holomorphiegebiet mit 1 c U, so ist die Abbildung 
rf: I'(U,9)+I(0, 9) stetig ((5), exp. XVII). Nunmehr kénnen wir auf 
einem beliebigen I(V, ¥) eine lokalkonvexe Topologie einfiihren. Dazu be- 
trachten wir die folgenden Paare (U, V7) mit den Eigenschaften: 

(1) Uc D ist beziiglich einer geeigneten U umfassenden Karte ein Holo- 
morphiegebiet des C" mit der Eigenschaft, daB fir 9 iiber U die exakte 
Sequenz 

0+-28-0'(U)+9(U)+0 
gilt. 

(2) Vy sei eine Nullumgebung von J'(U, 9). 

Lassen wir nun die -Paare (U, Vy) auf alle méglichen Arten variieren, so 
bilden die Mengen (rf)-?(V7y) und ihre endlichen Durchschnitte eine Null- 
umgebungsbasis fiir eine (separierte) lokalkonvexe Topologie auf I(V, 9). 
Ist V’ eine offene Teilmenge von V, so ist die Abbildung r}.:I'(V,9) + IV’, 9) 
stetig. Ist speziell V ein Holomorphiegebiet mit der Eigenschaft (1), so ist die 
Topologie von I'(V,¥Y) mit der eingangs definierten Quotiententopologie 
identisch. 

Durch Ubergang zu den topologischen Dualen erhaélt man wiederum ein 
Cogarbendatum, das wir als analytisch-kohdrentes Cogarbendatum bezeichnen’). 

Satz 5.1: Ist X eine’ kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und Y' ein 
analytisch-kohirentes Cogarbendatum iiber X, so gilt 


(A*(X, 9))' = H,(X, 9’) (q 20). 


H*(X, Y) ist separiert mit dimH*(X, Y) = dimH,(X, 9’) < oo fiir alle gq = 0. 

Beweis: Wir bemerken zunachst, daB eine Steinsche Uberdeckung einer 
komplexen Mannigfaltigkeit X fiir jede analytisch-kohirente Garbe tiber X 
eine Leraysche Uberdeckung ist™*). Die Behauptung folgt dann wegen der 
SchluBbemerkung von § 4 sofort aus Satz 4.3 und dem Endlichkeitstheorem von 
CarTan-SERRE™) (vgl. [5], exp. XVII; [6], [11]) fair analytisch-kohirente 
Garben auf kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten, wenn man als confinales 
Leraysches Uberdeckungssystem alle eigentlichen beziiglich 9 ,,geniigend 
17) Ein besonders anschauliches Beispiel eines analytisch-kohérenten Cogarbendatums 
ist in § 7 zu finden. 

») Dies ist eine unmittelbare Folge des théoréme B, vgl. FuBnote 16. 





q= 0 endlich-dimensionale Vektorriume. 
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feinen“‘ Steinschen Uberdeckungen von X wahlt. Eine Steinsche Uberdeckung 
{U,}i-cz von X heiBe geniigend fein, wenn Y iber jedem Holomorphiegebiet U, 
eine exakte Sequenz 0 + # + 0" + Y + 0 gestattet, @ von endlichem Typ. 
Das bekannte théoréme B fiir holomorph-vollstaéndige Mannigfaltigkeiten 
gestattet folgende Dualisierung : 
Satz 5.2: Ist X eine holomorph-vollstiindige Mannigfaltigkeit, 9’ ein analy- 
tisch-kohdirentes Cogarbendatum iiber X, so gilt fiir alleq = 1: 


H,(X, 9’) =0 
Beweis klar. 
Ist X eine n-dimensionale kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und 0 die 
Garbe der Keime lokaler holomorpher Pupetiense auf X, so heiB®t die Euler- 


Poincarésche Charakteristik 4(X, 0) = Ps (—1)* dim H*(X, 0) von X mit 


Koeffizienten in © das arithmetische Geschlecht von X. Unter Benutzung von 
Satz 5.1 laBt sich y(X, ©) nunmehr auch homologisch kennzeichnen : 

‘Corollar: Fiir das arithmetische Geschlecht 7(X, 0) einer n-dimensionalen 
kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X gilt: 


n 
4(X, 0) = 4 (—1)* dim H, (X, 0), 
q=0 
dabei ist 0’ das zu © topologisch duale Cogarbendatum. 


§ 6. Eine Poincarésche Dualitiét auf kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten 


Bevor wir eine Poincarésche Dualitét auf kompakten komplexen Mannig- 
faltigkeiten herleiten, stellen wir einige im folgenden benétigte Ergebnisse iiber 
die Cohomologiegruppen spezieller Garben zusammen (vgl. etwa [23]). 

X sei eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension n, 
Q? die Garbe der Keime lokaler holomorpher Differentialformen auf X vom. 
Grade p und »/?:* die Garbe der Keime der lokalen differenzierbaren Diffe- 
rentialformen auf X vom Bigrad (p, q). .:* ist gleich der Garbe der Keime der 
lokalen differenzierbaren Schnitte des differenzierbaren Vektorraumbiindels. 


A-T'@A TF, dabei ist A 7 aos Bindel der tangentiellen kovarianten p-Vektoren 
von X, T entsteht aus T durch Konjugieren der Koordinatentransformationen, 
vgl. [12], '\§ 15. Ferner sei 4#%-* die Garbe der Keime lokaler Stréme vom 
Bigrad (p, q)°). Es gilt.Q°= 0, ferner hat man die Inklusionen Q? c ./%-° 
und of? C ?.¢, 

Far bigraduierte Differentialformen ist eine auBere. Differentiation d 
definiert, die sich in der Form d = 2 + @ schreiben 1a8t™).. Dabei bedeutet 2 


**) Die Stréme vom Bigrad (p, q) bilden den dualen Raum zum Raum der C™-Diffe- 
rentialformen vom Bigrad (n — p, » —q) mit kompakten Tragern. Die Dualitét ist im 
Sinne einer Pseudotopologie zu verstehen, vgl. [19]. 

™) Vgl. dazu [19]. 
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die Differentiation nach den z-Variablen, 3 die Differentiation nach den 

Z-Variablen. 3 w ist eine Form vom Bigrad (p,q + 1). Fir Stréme definiert man 
-9,2— ?.@ -9,2- 4 

entsprechend ( “— * aT)=@ es wr": T». @ definiert daher 

Garbenhomomorphismen 0: /¢—> of? ¢+! und 0: #? 4+ #»,0+1, Es gilt 


p,0 p,0 , , 
d w = 0 genau dann, wenn  € 2°. Nach GRoTHENDIECK sind die Sequenzen 


0 > Q?-> 92,02» 9,1 2+ ee os gf0,.0-+0 

0 > 29+ 199 = HP >: ° +3 £7. *+0 
exakt ([5], exp. XVIII). Wir definieren nun drei neue Garben (V sei ein 
komplexanalytisches Vektorraumbiindel): 2?(V) = 0(V) ® Q? die Garbe der 


Keime lokaler holomorpher p-Formen mit Koeffizienten in V, «/%%(V) 
= 0(V) e f”.% die Garbe der Keime lokaler C®-Formen vom Bigrad (p, q) 
mit Koeffizienten in V und #”4*(V) = 0(V) ox »,.@ die Garbe der Keime 
lokaler Stréme vom Bigrad (p, g) mit Koeffizienten in V ; dabei bezeichne 0(V) 
die Garbe der Keime lokaler holomorpher Schnitte von V. Da 0 0-linear ist, 
erhalt man die Garbenhomomorphismen 1 @ 3: ?:4(V)—> o/¢+1(V) bzw. 
1 @ 0: 4% *(V)—+ #-¢+1(V). Nach [23], §2 sind auch die Sequenzen 


0-> Q°(V) > 0f9(V) ~22 g,1(y) 22%... . 482, ya,n(7) +0 


0-> 2°(V) + #%.(V) —, H91(V) +... =a (V+ 0 





exakt. Da die Garben .o/?-*(V) und 4” -%(V) fein sind ((23], § 2), besitzt man 
fiir Q?(V) zwei feine Auflésungen, d. h. (vgl. auch [7]) 


as H*(X, Q?(V)) = Z4/1 @ O[I'(X, Lf? *-1(V))] 
H¢(X, Q°(V)) = 24/1 @ O[I'(X, H**-1(V))) 
mit 
Z?.0= {:(1@9) w =0, w@ €I(X, f*(V))} 
bzw. 


?.@ ?.@ P.@ 
Zoc—={T :(1@0) T=0, TET(X,#?(V))}. 


Da Q?(V) analytisch-koharent ist, sind die Cohomologiegruppen H*(X, 2?(V)) 
endlichdimensionale Vektorréume iiber dem Kérper der komplexen Zahlen 
(vgl. FuBnote 19). Insbesondere gilt H*(X, 2°(V)) = 0 fiir alle g >n. 
Es sei V* das zu V duale Vektorraumbiindel**) und *22?(V) das zu 27(V) 
duale Cogarbendatum. Dann kénnen wir unseren Satz wie folgt formulieren: 
Satz 6.1: Ist X eine n-dimensionale kompakte komplexe Mannigfaltigkeit 
und 22°(V) die Garbe der Keime lokaler holomorpher p-Formen auf X mit 


%) Zur Definition vgl. [12], § 3.6. 
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Koeffizienten in dem komplexanalytischen Vektorraumbiindel V, so hat man einen 
kanonischen Isomorphismus 
H,(X, *29(V)) ax H*-#(X, Q"-9(V*)). 

Beweis: Die globalen Schnittflaichenmoduln I'(X, o/?-*(V)) kann man in 
natiirlicher Weise mit einer F7-Topologie versehen (vgl. [23], § 3). Der topolo- 
gische Dual von I'(X, ?+*(V)) ist isomorph ['(X, #*-?-"-«(V*)) ([23], § 3). 
Die Abbildung 1 @ 0: I'(X, %*(V))> I'(X, of *+1(V)) ist stetig und die 
Transponierte stimmt bis auf ein Vorzeichen mit 


1 @ 0: F(X, H%-7."- @+ (V*)) > P(X, H*-2."-4( V*)) 
iiberein. Daher folgt aus dem Diagramm (vgl. (2 ) 
0 — I'(X, of?9(V)) —+ I'(X, of ?:1(V)) —+---—+I'(X, o£%"(V)) —+0 


0 <I(X,20*-9.9( 74) <T(X, H*- 99-1 (V4) oss P(X, 09-79 V*)) 0 


wegen Satz 4.5 und (3) die Behauptung. 

Corollar: Unter den Vorausseteungen von Satz 6.1 ist H,_.(X, *2"-»(V*)) 
kanonisch isomorph zum Dual des Vektorraumes H,(X, *2?(V)). 

Beweis: Aus Satz 6.1 und Satz 4.3 folgt: 


(H_(X, *2°(V))" 2x (HA #(X, Q*-9(7%))) 
= H,-(X, *Qn-?(V*)) . 


Auf kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten ist H*(X,2?(V)) isomorph 
zum Raum B?-*(V) der komplex-harmonischen Formen vom Bigrad (p,q) mit 
Koeffizienten in V. Dabei ist B®-“(V) der Kern des komplexen Laplace- 
Beltrami-Operators 0 = #9 + 38"), der I'(X, %*(V)) homomorph in sich 
abbildet. Ist X auBerdem eine kahlersche Mannigfaltigkeit**), so gilt fiir die 
singularen Cohomologiegruppen : 


H(X,0)= SF Bee(l)x SY He(X,2°(1))%) 
p+q=r pt+q=r 
(vgl. [12], § 15.7). Weiter ist nach dem klassischen Poincaréschen Dualitits- 
satz: H*(X,C) = H,,,-,(X, C) (2n = reelle Dimension von X). Also erhilt 
man aus Satz 6.1: 
Satz 6.2: Fiir die singuléren Homologiegruppen H,(X,C) einer kompakten 
komplexen kihlerschen Mannigfaltigkeit X mit Koeffizienten in C gilt: 


H,(X,C)= 3 H,(X,*(1)). 
p+ aq=r : 


™*) @ ist ein wohldefinierter Garbenhomomorphismus #: %s(V) — #%«-1(V), 
_-vgl. [12], § 15.4. 
*) Zur Definition der kahlerschen Mannigfaltigkeiten vgl. [12], § 15.6. 
*5) 1 bezeichne das triviale Geradenbiindel X x C. 
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Wie man sofort sieht, kann man auch die Bettischen Zahlen b,(X) homo- 
logisch kennzeichnen. 

Aus den obigen Bemerkungen und Satz 6.1 folgt: 

Satz 6.3: Auf einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X ist 
H,(X, *2°(V)) isomorph zum Rawm B*-?.*-«(V*) der auf X definierten 
komplex-harmonischen (n — p, n — q)-Formen mit Koeffizienten in V*. 

Die klassische Poincarésche Dualitét wird im allgemeinen mit Hilfe des 
cap-Produktes definiert**). Wir wollen im folgenden zeigen, daB sich die oben 
definierte Poincaré-Dualitaét ebenfalls durch ein Produkt von Homologie- und 
Cohomologieklassen erklaren laBt. 

Es sei X ein im Unendlichen abzahlbarer lokalkompakter Raum und 
Gi» (t = 1, 2, 3) seien #-Garben, die die Bedingungen von Satz 4.5 erfiillen. 
Diese Garben mégen folgender Verknipfungsrelation geniigen: 

(V) Zu jedem Paar nichtnegativer ganzer Zahlen q,r(r = q) existiert eine 
stetige Abbildung 

Yar-a’ I(X, 9,)) x I(k, Mn") —_ r(X, Ge) 
mit der Eigenschaft 
hie) © Ye,r—e (Gir %s;") = Pa+1,1-a(AGy 91). 93") + 
+ (—1)+* ye, 041 hi» Ai" Gian Ufo €T(X, Gf); i = 1, 3); 
dabei ist « bitdig aber fest und hinge nicht von r und q ab. (hig): '(X, fq) > 
+ F(X, 9+). 
Dann wird durch 


is)" 941) ° gy» = (Pe, r-o(9fr» is") 9 (g € I" (x, Fe) 
eine Abbildung von I'(X, Y{)) x I’ (X, Gf) in I” (X, 9155") definiert. Wie man 
leicht nachprift, gilt die Randformel 

het hy * 9) = (—1)*t*{9h * *hig5* 9 — (hf) gf) * 9} 
Daher erhalten wir nach Satz 4.5 eine Abbildung 

HX, F.)) x H,(X, F 2) _ H,-,(X, Fs) ’ 

die wir als *-Produkt bezeichnen (9, (i = 2,3) ist das zu Yi, topologisch 
duale Cogarbendatum). 


Um die Poincaré-Dualitaét mit Hilfe dieses *-Produktes zu charakt ~isieren, 
setzen wir 


Fay oe: Q?(V) , Gy = Q, G13) = Qr-«(V*) , 


*) Mit Hilfe des cap-Produktes kann man bekanntlich singulire Homologie- und 
Cohomologieklassen vermige einer Abbildung von H*(X,Z) x H,(X,Z) in H,_,(X, Z) 
miteinander multiplizieren. Dieses (antikommutative) cap-Produkt ist in gewissem Sinne 

_ dual zum cup-Produkt. 
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ferner 


Gh) = AV), Fly = A *, Git = S*-%*-a(V*). 


Die Abbildung y,,,-,: [(X, #*(V)) x I'(X, *- #-4(V*)) > I'(X, of") 
sei das auBere Produkt globaler Formen (fiir das auBere Produkt globaler 
Formen mit Koeffizienten in komplexanalytischen Vektorraumbiindeln 
vgl. [23]). AuBerdem sei 


Why: P(X, of 0(V)) 72+ P(X, of 0+1(V)), lity: P(X, ob) 2+ P(X, of 442), 
hi5*: I(%, At-P,8- «(v*)) 22. rx, AGT P,8- @+1(V*)). 
Damit geht die Bedingung (V) fiir « = p gerade in die Differentiationsformel 
O(a a B) = aa B + (—1)?+* a Ad iiber, d. h. wir haben eine Abbildung 
H*(X, Q°(V)) xH,(X, *2*)> H;_ «(X, *2*-7(V*)). 
nn—1 m—l n,n 
Wegen /9 w = d”@ =O definiert das Integral { w der differenzierbaren 


(n, n)-Formen®’) eine Linearform auf H*(X, 2"), d.h. ein Element von 
H,,(X, *Q*). Wir behaupten, daB das Diagramm 


H*(X, Q?(V)) > H,_4(X, *Q*-»(V*)) 


H*(X, 2°(V)) «(f 


kommutativ ist, 4 bezeichne den Isomorphismus der Poincaré-Dualitat. Es sei 
("ao| € He(X, 2°(V)); dann ist 


sill E)-f 


("" mM ‘lene “(X, Qr- >(V*))) ein Element von H,_,(X, *Q"-»(V*)), das, 


wie man sich anhand von [12], § 15.4 sofort iiberzeugt, mit A c | iiberein- 
stimmt, q. e. d. 
Ebenso einfach 148t sich die Abbildung 


*: H9(X, Q°(V)) xH,(X, *Q") > H,_(X, *Q"-?(V*)) 
interpretieren : 
[o}+ (alo “)) (fo lene, anny, @ |€H*-*(X, Q-n) 


stimmt mit der durch a und ry auf natiirliche Weise definierten Linear- 


form 
N—1N—-86P,d 1—P,8—G 
@ AWA .T 


iiberein. 
%) Zur Definition vgl. [19]. 











ei 
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§ 7. Anwendung auf kompakte Riemannsche Flichen 


In diesem Paragraphen definieren wir ein analytisch-koharentes Cogarben- 
datum tiber einer kompakten Riemannschen Flache %, dessen erste Homologie- 
gruppe die Dimension p besitzt, wenn p das Geschlecht von % bezeichnet. 

Wir beginnen zunichst mit einigen Vorbereitungen. Ist %’ eine offene 
Riemannsche Flache, so existiert auf R’ xR’ eine Hlementarfunktion erster 


Ordnung A (¢, z), die sich lokal wie der Cauchy-Kern +; verhilt [1]. Genauer 


bedeutet dies folgendes: Sind t und ¢ die zu den Punkten g,(,), (2) € R’ 
gehorigen Ortsuniformisierenden, so gilt in einer Umgebung von (q(£»), Po (2»)) 


A(e(),2(0) © = Re,» fiit 99(C0) + Pol) » 








AC(r), 2) SX = + s(x,t) fir G60) = Pole) 
wobei R(r,t) und S(t, t) in t und ¢ holomorph sind. Damit kann man die 
Cauchysche Integralformel wie folgt formulieren: Es sei G ein Gebiet der 
offenen Riemannschen Flache %’ mit rektifizierbarem Rand C, so daB G UC 
ganz im Innern von &’ enthalten ist. Dann gilt fiir jede in G holomorphe und 
auf C noch stetige Funktion /(p): 


(4) f(p) = gat | 10 44 p) dq. (p €@) 





Ist U eine offene Teilmenge der kompakten Riemannschen Fliche &, so sei 
$(U) der Raum der in U holomorphen Funktionen. §(U) versehen wir mit 
der Topologie der kompakten Konvergenz. Hierdurch wird 9(U) zu einem 
¥-Raum. Bevor wir den topologischen Dual von §(U) bestimmen, geben wir 
noch zwei Definitionen: 

Definition 7.1 (Lokalholomorphe Funktion): M sei eine beliebige Teilmenge 
einer offenen Riemannschen Fliche R’. Eine Klasse £ holomorpher Funktionen 
heiBt lokalholomorphe Funktion in M, wenn gilt: 

1) Jedes f € Z ist in einer Umgebung U von M eindeutig definiert und in 
jeder Komponente von U: holomorph. 

2) Sind f,g € L, so existiert eine Umgebung von M, auf der f und g iiberein- 
stimmen. 

3) Ist f€ L_und stimmt f in einer Umgebung von M mit einer holomorphen 
Funktion g iibefein, so gilt g € &. 

Uns interessiert eine besondere Klasse lokalholomorpher Funktionen, die 
wir nun definieren : 

Definition 7.2 ( Biholomorphe Funktion): M sei eine beliebige Teilmenge einer 
offenen Riemannschen Fliche R’**). Hine Klasse £ holomorpher Funktionen 
heift biholomorphe Funktion in ( M beziiglich A (q, p), wenn gilt: 


%*) Dabei ist auch der Fall 2 — XR’ zugelassen. 
Math. Ann. 143 13 
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1) Jedes f € & ist eine im Komplement einer kompakten Teilmenge B von M 
analytische Funktion, fiir die die Darstellung 


t@)=3ez [ Hp) A(g, p) dp (ECR) 
Ran 


gilt, wobet N eine B ganz im Innern enthaltende abgeschlossene Teilmenge von 
R’ ist. 

2) Sind f,g€ L, 80 existiert eine kompakte Teilmenge von M, in deren 
Komplement f und g iibereinstimmen. 

3) Ist f € LZ, und stimmt f im Komplement einer kompakten Teilmenge von M 
mit einer Funktion g mit den in 1) genannten Higenschaften iiberein, so gilt g € £. 

Den Raum der in ( M beziiglich A(q, p) biholomorphen Funktionen be- 
zeichnen wir mit 9 4(C MM). 

Den topologischen Dual von §(U) (U C R, R kompakt) bestimmt man nun 
in folgender Weise [25]: Zu U und & existiert offenbar eine offene Riemannsche 
Fliche ®’ mit UCR’ CR. A(g, p) sei eine Elementarfunktion 1. Ordnung 
auf RX’ xR’. Ist O eine offene, relativ kompakte Teilmenge von %’, so be- 
zeichne 8 (0) den Raum der in O holomorphen und in O stetigen Funktionen. 
Die Topologie von ~8(O) werde definiert durch die Norm |f\, = sup |f(p)|. 

PEO 


Da u € $'(U) ejne stetige Linearform ist, ist u auch stetig in einem geeigneten 
Raum %(Gz), dabei ist Gy eine offene, relativ kompakte Teilmenge von U. 
Daher la Bt sich u stetig auf den ganzen Raum %(G_) zu einem Funktional 4 
fortsetzen. Ist MN eine abgeschlossene Teilmenge von U mit rektifizierbarem 
Rand, die Gy ganz im Innern enthilt, so folgt aus der Cauchyschen Integral- 
formel (4) : 


ulfl=gy; [ 4,[A(g, p)] f(a) dq (F€9(D)). 
Ran 


Aus dem Rungeschen Approximationssatz fiir offene Riemannsche Flachen [1] 
ergibt sich, daB die durch die Indikatrix u(g) = @,[A (q, p)] (¢ €R’ — Gy) in 
®’— U definierte biholomorphe Funktion [u(g)] durch u € 9’(U) eindeutig 
definiert ist. Ist umgekehrt u*(g) Reprasentant eines Elements aus 
H4(R’ — UV), so ist u* (q) im Komplement einer kompakten Teilmenge S von U 
holomorph. Gj sei eine kompakte Teilmenge von U mit rektifizierbarem Rand, 
die S ganz im Innern enthalt. Dann ist 


(5) ulfl=gez | ut fg aa ( €9(U)) 


RdGo 


eine stetige Linearform auf $(U), die von der Wahl von Gz unabhangig ist. 

u besitzt als Indikatrix wieder die Funktion u* (gq). $'(U) ist damit zu dem 

Raum §,(X’ — U) isomorph. 

_ Wir definieren nun ein Cogarbendatum {@y, rf}, dessen erste Homologie- 
gruppe isomorph C? ist. Dazu ordnen wir zunachst jeder offenen Menge U der 

kompekten Riemannschen Flache ® zu: 
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1. eine offene Riemannsche Fliche Riy mit U Cc Ry CR. 

2. eine auf Ry X Ry definierte Elementarfunktion 1. Ordnung Ay (q, p). 
Der Cogarbendatenmodul G@, sei der Raum $,4,(Ry— UV), auBerdem setzen 
wir Gy = C. Die Homomorphismen rf ergeben sich aus dem Diagramm 





Day(Ry— V) "Ha o(Ry— UV) 
ay 2 
$V) <a 91) (Uc ¥) 


H(V) ae «9(0), 


dabei sei a, der durch (5) definierte Isomorphismus, gf bezeichne den 
Restriktionshomomorphismus, ferner gilt a ;1(u) = {u(g)} = {a,[Ay(q, p)]}} 
(q € Ry — Gy). Im Falle V = & sei «7! der natiirliche Isomorphismus zwischen 
t H' (RK) und C. 

Nunmebhr sind wir in der Lage, den Hauptsatz zu formulieren: 

Satz 7.1 (Hauptsatz): Ist R eine kompakte Riemannsche Fliche vom Ge- 
schlecht p, so gilt fiir das auf R definierte Cogarbendatum Y = {H4,(Ry— UV), rh} 
der biholomorphen Funktionen: 


dim H,(R, Y) = p. 


Beweis: Das Garbendatum {(U), of} definiert gerade die analytisch- 
koharente Garbe © iiber R. Das Cogarbendatum 9 = {9,, (Ry — UV), rh} ist 
isomorph zu dem analytisch-koharenten Cogarbendatum ©’. Daher ergibt sich 
aus Satz 6.1 mit V=1,n=1, p=Oundg=1: 


A,(R, Y) > H(R, 2). 


H®(R, 2") besitzt aber bekanntlich die Dimension p, da auf R genau p linear- 
unabhangige holomorphe Differentiale existieren. 
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Representations of Distributive Lattices 
as Lattices of Functions* 
By 
F. W. ANpEerson and R.L. Buair in Eugene, Oregon** 


Introduction 


This paper is inspired by two related results. The first is the classical 
representation theorem for distributive lattices: Every distributive lattice is 
isomorphic to a subdirect product*) of copies of the two element chain 2 
(G. Brrxuorr [4], Theorem 2.5; cf. [5], p. 95). The second is the recent 
successful characterization of those distributive lattices LZ that are isomorphic 
to the lattice C(X, R) of all real-valued continuous functions on some compact 
Hausdorff space X*). The concept that underlies both of these results is that 
of a subdirect product of copies of a preassjgned chain K (in the first case, 
K is the chain 2; in the second, K is the chain R of real numbers). This observa- 
tion, which is the point of departure for the present investigation, immediately 
suggests the following basic problem (in what follows, L always denotes a 
distributive lattice): 

I. Given a chain K, find necessary and sufficient conditions in order-that L 
be isomorphic to a subdirect product of copies of K. 

Specializations of I appear as Problems II and III below. 

Before describing our results, some comments are in order concerning the 
possible types of solutions of I. In the first place, a (completely trivial) solution 
can be formulated in terms of homomorphisms of LZ onto K: the required 
condition .on LZ is merely that there exist sufficiently many homomorphisms . 





*) Portions of this paper were presented, in preliminary form, at the American Mathe- 
matical Society Symposium on Lattice Theory held at Monterey, California, April 16—17, 
1959 ; see ANDERSON [1]. This research was supported by a grant from the National Science 
Foundation. 

**) University of Oregon. 

1) If (L,)ic7 is a family of lattices and if j € J, denote by 2, the projection of the direct 
product [7 L, of index j. A sublattice L of J] L, is a subdirect product of the family 


icI icl 
(Lier in case 2,(L) = L, for every j € I. We note that if J is the empty set 9, then J7 L, 
ier 

is the lattice consisting of the single element 9; this remark will permit us to treat lattices 
with a single element on a par with those having more than one element. 

*) Several such characterizations have, in fact, been obtained; see Herper [7], Prvs- 
KER [12], and ANDERSON and Brarr ({2], Corollaries 8.4 and 8.10). 
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of L onto K to distinguish points in L*). A somewhat less trivial solution is 
also readily obtained simply -by imposing suitable conditions on the prime 
ideals of L (see Theorem 1 below). However, solutions of this latter type, 
while of interest, tend nevertheless to lack the depth, and the economy of 
hypothesis, that one might: wish. An obvious desideratum, then, is a standard 
against which to measure the non-triviality of solutions of I and related 
problems. Here, as in [2], a suitable standard is the extent to which the con- 
ditions imposed on L are arithmetic*), the ideal type of solution being that type 
in which all the conditions on L are arithmetic. We shall comment below on 
the extent to which our results approximate this ideal. 

Aside from Theorem 1, mentioned above, Section 1 is devoted to solutions 
of I that are as nearly arithmetic as possible; for this purpose we find it 
necessary to restrict K to be complete. The main tool here is the concept of a 
“locally separated” family (/,).< x of elements of L indexed by K (Definitions 1 
and 2). Theorem 3 asserts that L is isomorphic to a subdirect product of copies 
of the complete chain K if and only if each pair of elements { <g in L is 
contained in some locally separated family (/,),-x- If K is finite, the preceding 
result can be sharpened by replacing “family” by “‘chain’”’; this is Theorem 2. 
If K = 2, then each chain f < g in L is itself automatically locally separated, 
and we immediately deduce the representation theorem of Birkhoff cited above. 
. In Section 2 we consider the special class of subdirect products of copies 

of K that we call “K-lattices of functions”: L is a K-lattice of functions (with 
some nonempty set X as domain) in case L is a sublattice of K*% that contains 
every constant K-valued function on X. In terms of this notion, I specializes 
as follows: 

Il. Given a chain K, find necessary and sufficient conditions in order that L 
be isomorphic to some K-lattice of functions. 

We are able to solve II for the case in which K is conditionally complete 
and in which the K-lattice of functions consists entirely of bounded functions 
(see Theorem 4). If K is finite, the result is remarkably simple (see Theorem 4, 
Corollary 2); in fact, we require only that L contain a copy a, <-+-< a, of K 
that behaves as if it were a chain of constant functions. Explicitly, this means 
that (i) a, <f <«, for every f € Z and (ii) if f¢ DZ and if f V a, = a; > a, 
then f > «,, and dually. 


%) More precisely, for each pair of distinct elements f and g of L (and it suffices to 
suppose that f << g) there must exist a homomorphism ¢g from L onto K such that 
P(f) + ¢(g). Remark: If { < g, then to ensure the existence of an order-preserving 
mapping ¢ from L onto K such that (f) + ¢(g), it is enough to require that / and g be 
contained in a chain that is isomorphic to K and that is maximal in L (Barr [3], p. 95). 
However, this condition cannot guarantee that ¢ will be a lattice homomorphism (consider 
the four element lattice that has two non-comparable elements). 

*) See Tarsxr [16]. A condition on ZL is arithmetic in case it can be expressed in terms 
of the arithmetic of L; i.e., in terms of (i) elements of L, (ii) elementary logieal constants 
(connectives, quantifiers, identity symbol), and (iii) the lattice operations V and a. For 
example, conditions that involve assertions about idéals or homomorphisms of L are in 
general not arithmetic. i 
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If X is a topological space and if K is a chain equipped with its interval 
topology ([5], p. 39), then we denote by C(X, K) the lattice of all continuous 
functions on X to K. In order to avoid pathological cases we restrict our 
attention to the class of “K-normal spaces”’; that is, those spaces X for which 
C(X, K) separates closed sets. Sections 3 and 4 deal with the following special 
case of IT: 

Ill. Given a chain K, find necessary and sufficient conditions in order that L 
be isomorphic to C(X, K) for some compact K-normal space X. 

If K is a conditionally complete dense-in-itself chain ([5], pp. 31 and 51) 
with neither a first nor a last element, then Theorems 8.3 and 8.9 of [2] already 
provide solutions of ITI. Using techniques considerably simpler than those of [2] 
(and this time requiring only that K be conditionally complete), we obtain in 
Theorem 9 still a third solution. (More detailed comparisons with [2] will be 
made at appropriate places below.) The proof is agcomplished in essentially 
two steps: (1) Theorem 7 characterizes those lattices that are representable as 
“normally separating K-sublattices” of C(X, K) (i.e., sublattices of C(X, K) 
that contain every constant function and that separate closed sets in X). 
(2) A corollary of Theorem 8 provides a necessary and sufficient condition 
(of a purely lattice-theoretic nature) in order that a normally separating 
K-sublattice L of C(X, K) coincide with C(X, K). 

We remark that if K is conditionally complete, dense-in-itself, and without 
extreme elements, then two conditions of the sort described in (2) are imme- 
diately available from [2]5): (i) L = C(X, K) if and only if L is “locally 
complete” in a suitable intrinsically defined uniformity, and (ii) L = C(X, K) 
if and only if for each “bounded direct extension” (L’, A) of ZL the mapping A 
is an isomorphism from L onto L’. It is probable that both (i) and (ii) could be 
adapted to the merely conditionally complete case. However, each is open to 
certain objections: (ii) is “external” in character, requiring the examination 
of a large class of extensions of E in order to decide whether L coincides with 
C(X, K); (i), while internal, requires (in effect) that L already be represented 
as a lattice of functions (on a suitable intrinsically defined space X (L)) before 
the uniformity on LZ can even be introduced. The condition alluded to in (2) 
is subject to neither of these objections. 

For the case in which K is the real chain R, Problem III was originally 
proposed by Brrxuorr ([5], Problem 81) and by Kapiansky [9]. Theorem 9 
therefore provides still another solution of this Birkhoff-Kaplansky problem. 
For the case in which K is the chain 2, our Theorem 9 easily yields Stonr’s 
representation theorem for Boolean algebras [14]. 

The main results having now been described, we comment briefly on the 
extent to which their formulations are arithmetic. (For related- comments, 
see [2], pp. 337—338.) In any solution of I, II, or III, it is obviously necessary 


5) For the definitions of “locally complete” and “bounded direct extension”, see [2], 
pp. 358 and 360. For condition (i) above, see [2, (1.2) and Lemma 8.2]. Condition (ii) is 
easily deducible from the proof of Theorem 8.9 (with the aid of (1.2), Lemma 8.5, and 
Theorem 4.3) of [2]. 
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(at. the very least) to require in L, in one guise or another, a subset K’ with 
cardinality that of K. (In fact, for II and III the requirement in L of an iso- 
morphic copy K’ of K seems unavoidable.) Now the existence of such a K’ in L 
is formulable arithmetically if and only if K is finite. With this in mind, one 
sees easily that, for K finite, the requirements on L in Theorems 2, 3, and 4, 
and in the converse assertions of Theorems 5 and 7, are all arithmetic; in 
particular, Theorems 2, 3, and 4 provide (in this case) arithmetic solutions 
of I and II®*). If X is infinite, the situation is most conveniently described with 
reference to Problem II (cf. Theorem 4). Assuming outright that L contains 
(a copy of) K, and introducing the predicate &, expressing elementhood in K, 
we can still insist on conditions that are arithmetic relative to the system 
<L, V, \, @x); that is, conditions formulable solely in terms of (i)—(iii) of 
footnote 4 and (iv) the predicate &,. An analysis of the relevant condition of 
Theorem 4 (namely, that L be a “bounded K-lattice’’) shows, in fact, thatthis 
condition is equivalent to the conjunction of countably many conditions, 
each of which is arithmetic relative to (LZ, V, \, &x). Similar remarks apply 
to Theorems 3, 5, and 7. As for Problem III, however, any solution seems to 
require some such step as (2) above; and it seems impossible to formulate 
arithmetically (even relative to (L, V, \, &g)) the hypothesis of ““completeness”’ 
called for in such a step. 

By the prime ideal theorem for Boolean algebras we mean the assertion that 
in every Boolean algebra with more than one element there is a (proper) prime 
ideal. This theorem is known to be effectively equivalent (i.e., equivalent 
without recourse to transfinite methods) to a variety of propositions drawn 
from various parts of mathematics’). In each of our main results (Theorems 2, 
3, 4, 5, 7, and 9) there is'included a representation theorem for a certain class 
of lattices. In an appendix (Section 5), we observe that each of these represen- 
tation theorems is effectively equivalent to the prime ideal theorem for 
Boolean algebras. 


We conclude this introduction by fixing some notation and terminology. 


that will be used throughout the paper. (For definitions not explicitly given, 
the reader is referred to BrrkHorr [5].) 


For convenience of exposition, we agree that Z will always denote a 
distributive lattice. (For emphasis, however, it will occasionally be desirable 
to make explicit the hypothesis of distributivity.) The lattice operations in L 
will be denoted by V and A, the symbols u and © being reserved for set- 
-theoretic union and intersection. By a prime ideal of L we mean a sublattice 
P of L such that a A 6 € P if and only if either a € P or 6 € P; by this usage, 
_ I itself is a prime ideal. 


*) Let K be a finite chain consisting of n elements. Denote by ¥ the class of all lattices 
and by Y, (respectively, €,) the class of all lattices that are isomorphic to sub- 
direct products of copies of K (respectively, to K-lattices of functions). Our results imply 
that both #, and ©, are (in the sense of Tarskr [16]) arithmetical classes relative to ¥. 
So far as we are aware, this latter result is in itself new. 

”) See for example (S), (7), and@(D) of Section 5 and the references given in footnote 20. 
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We agree further that K will always denote a chain. The completion of K 
by cuts will be denoted by K (see [5], p. 58). Whenever K or K is regarded 
as a topological space, the topology in question will be understood to be the 
interval topology; it is known that in this topology K is compact ([5], p. 41). 
Unless otherwise specified, lower case Greek letters will denote elements of K. 

If » is any positive integer, then, permitting ourselves a convenient 
ambiguity, nm will denote the chain of integers 1 <---<m,as well as any 
isomorphic chain. When necessary for clarity, the elements of n will be specified. 

By a topological space, we shall always mean a topological space in which 
points are closed. 


1. Subdirect products of copies of K 


This section is devoted to solutions of Problem I of the Introduction. 
Our first result is highly-non-arithmetic and of considerably less depth than 
those that follow; however, it does show that a complete solution of Problem I 
can be given in terms of the prime ideals of L. 

We require the following definition: 

Definition 1. Let L be a lattice and let ¢ be a set of prime ideals of L that 
forms a chain under set inclusion; if h € L, we set 
€,={PC@;heP}. 

If K is a chain, then we shall say that ¢ is a K-chain of prime ideals in case (i) 
@ is isomorphic to K and (ii) P €@ if and only if P = - @, for some h € L. 

Theorem 1. Let K be an arbitrary chain. A lattice L is isomorphic to a sub- 
direct product of copies of K if and only if for every pair of elements f < g in L 
there exists a K-chain € of prime ideals of L such that @, + €,. 

Proof. Suppose first that Z is a subdirect product of copies of K and let 
f <g be in L. Then there is a homomorphism g from ZL onto K such that 
v(f) + v(g). For each a € K, set 

P, = {hEL; plh) Sa} 
and set 
@ = {P,;«€ K}. 
Then @ is a chain of prime ideals of L that is isomorphic to K and €, + @,. 
Moreover, one easily verifies that P,(,)= © @, for each h € L, and from this 
it follows that P €@ if and only if P = ~ @, for some h € L. 

Conversely, if { < g, then by hypothesis there exists a K-chain @ of prime 
ideals of L such that @, + @,. Let y be an isomorphism from @ onto K and 
define the mapping ¢ from L onto K by 


P(h) = w(N Fy) (h€L). 


It will be enough to show that @ is a homomorphism such ‘that (f) + o(g). 
Now in view of the identities 


Cnve=EO,n,, 


Cnr =O,vE,, 
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one readily verifies that @ is, in fact, a homomorphism. Moreover, since 
€,+@,, we have either €,(@, or €,( @;, say the former. Then for some 
P €@, we have g ¢ P, whence g ¢ 7 €,s0 that \ ©, + 1 ©,. Thus (/) + pg), 
and the proof is complete. 

We note that in Theorem | it is unnecessary to assume a priori that L is 
distributive. 

If K is any chain, then by a K-family (/,).¢x in L we shall mean a mapping 
af, from K into L. 

Let (/.Jacx be a K-family in L. If f€ L, then (/,).¢ x contains f in case f = z. 
for some a € K. If J is a subchain of K, then (/,).cy is a subfamily of (f,)acx 
and (f,)acy is finite in case J is finite. Moreover, (/,).¢ x is a K-chain in case the 
set {/,; a € K} is itself a chain in L. 

If LZ has no least (or no greatest) element, then it will occasionally be 
convenient (for notational purposes only) to regard L as embedded in a dis- 
tributive lattice having a zero element 0 and a unit element 1; this we shall do 
without further comment. 

We can now formulate the basic definition and lemma of this section. 

Definition 2. Let n be the finite chain 1 <--- <n. We shall say that an 
n-family (/;)ic, in L is locally separated*) in case either (i) n = 1 or (ii) the 
system of inequalities 

fear N ky SHV ys (¢=1,...,—1) 
has no solution of the form 


hy, .. +, A, gEL, 
h,-.= 1. 

Lemma 1. Suppose that K has at least n elements and that a, <-++ <a, 
is a subchain of K. If (fijicn is an n-family in L, then the following statements 
are equivalent : 

(i) (fidien #8 locally separated. 

(ii) There exists a homomorphism g from L onto K such that o(f,) = a, 

*(¢=1,..., 2). 

(iii) Every subfamily of (f,)icn 8 locally separated. 

Proof. We shall verify the implications (i) - (ii) + (iii) + (i). Obviously 
we may assume that n > 1. Suppose then that (/;);-,, is locally separated. Set 
I, = {0} and then, recursively, for i= 1,...,n—1, 


T, = {hy €L; fear Nhy SHV hy, forsome hy_,€1,-;}. 
It is easy to see that each J, is an ideal of L and that /,¢I,; =1,...,n—1). 
Moreover, for each ¢ = 1, . . +» ™— 2 we have J, c I,,,. We claim that /; ¢ I,_, 


for each i = 2, .:.,n. yay wpe ek sn and that /, € J,_,. Then 
there exist clements h, €1, («= 0,..., &— 2) such that 


hs h-aV hy» 
*) In [1] the term “weakly separating” is used for this concept. 
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and 

finn Ah, SHV Ay (§=1,...,2—2). 
Setting h, = f, fori = kK—1,...,n— 2 and h,_,= 1, we also have 

fe \ he-1 She She-1V Pn-s 

and 

fisrNhy SHV Ais (¢=&k,...,n—1). 
But this is contrary to our assumption that (/,);-,, is locally separated, and we 
conclude that /, ¢ J,~-,. 

We now set P,, = L. Since f, ¢ I,_,, there exists a prime ideal P,_, of L 
such that J,,_,c P,_, and f, ¢ P,_,*). Let G,_, be the dual ideal generated by 
D,, = L— P,-, and f,-,. If I,-, 7 G@,-,+ 9, then there exists an element 
h€D,, such that f,_,\ 4 €I,_,. But, by the definition of J,_,, this implies 
that A € I,_,, which is contrary to J,_, - D, = 9. Thus I,_, 7 G,_,= 9 and 
we conclude that there exists a prime ideal P,_, such that J,_,c P,_, and 
P,-2/\ G,-,= 9. Continuing in this manner, we construct a chain of prime 
ideals 

Pc P,c: a a i. 
such that /, € P; (t= 1,...,m) and f,; ¢ P;_, (= 2,...,n). 
Now for each f € L, set 
P(f) = A{ais fe Pi}. 
Then it follows easily that @ is a homomorphism of L into K with the property 
that p(f,) = «, (¢ = 1, . . ., m). Thus (i) implies (ii). 

Suppose next that there exists a homomorphism g from L into K that 
satisfies the requirements of (ii). Consider a subchain i, < --- <i,, of m; we 
may assume that m > 1. Setting g, = fi, By = %,, and ho = 0, suppose there 
exist elements A,, .. ., h»~,€ Z such that 


Gi+r\ hy SQ; V Ay-y (j=1,...,m—2). 


Then £, A p(h,) S B, so that, since K is a chain and f, < f,, we have 
(h,) < f,. Proceeding inductively, and noting that 


Bsa A y (hj) = B,V @(h;-1) (j= 2,...,m—2), 
we obtain 


p(h;) SB; (j=1,...,m—2). 


Bm-1V 9 (hm —2) aed Bm-i< Bm» 


It follows that 


and hence 
Im = Im-1V hm—s- 
Thus (9;)jem= (fi,)jem i8 locally separated and the implication (ii) + (iii) is 
established. 
Since the implication (iii) -> (i) is trivial, the proof of the lemma is complete. 


*) This is an immediate consequence of the “prime ideal theorem for distributive 
lattices” (see (D) in Section 5); in the sequel we shall use (D) without specific mention. 





194 F. W. Anperson and R. L. Biarm: 


We insert at this point a series of remarks designed to elucidate the concept 
of a locally separated n-family. It is immediate from Definition 2 that a 2-family 
(fieg in L is locally separated if and only if f, < /,. (In particular, a 2-chain 
in L is necessarily locally separated.) As a consequence of the implication 
(i) > (iii) of Lemma 1, it follows that if (/;);-, is a locally separated n-family 
in L, then i <j in n only if f; = f,; in particular, the mapping i > /; is one-to- 
one. If in addition (f;);-, is an m-chain, then i<j in nm only if /,;</;. We 
observe finally that, according to Definition 2, a 3-chain (f;);-g is locally 
separated if and only if /, has no complement relative to /, and f, (i.e., there 
exists no element A € L such that /, \ h = f, and f, V h = f;)*®). 

We can now state our first main result. 

Theorem 2. Let n be the finite chain 1 <--- <n. A lattice L is isomorphic 
to a subdirect product of copies of n if and only if (1) Lis distributive and (2) for 
every pair of elements f <g in L there exists a locally separated n-chain in L 
that contains both f and g. 

Proof. In view of the implication (i) > (ii) of Lemma 1, the sufficiency of 
our conditions is clear. To prove their necessity, let L be a subdirect product 
of copies of n (so that L is necessarily distributive) and suppose that f,g € L 
with f < g. Then there is a homomorphism @ from L onto n such that p = p(f)< 
< ~(g) =. Choose elements /,,...,/,€Z such that f,=/, f,=g, and 
vf) =i (¢=1,..., n). Set 


? . 
K= Af; (s=1,...,p), 
j=i 
q 
n= teV( Af) (*=p+1,...,g—1), 
and 
i 
9= Vi; (§=¢,...,%). 
i=@ , 


Then (g,);c, is an m-chain in L that contains both / and g. Moreover, y(g,) = i 
(«= 1,...,) so that, by Lemma 1, (9;);-, is locally separated. 

As noted above, any 2-chain in L is automatically locally separated. We 
therefore obtain at once the classical representation theorem of BrrkHorrF ([4], 
Theorem 2.5): 

Corollary 1. (BrrxuorrF). Ij L is an arbitrary distributive lattice, then L is 
isomorphic to a subdirect product of copies of 2. 

As a consequence of the characterization of locally separated 3-chains 
mentioned above, we also have the following result") : 

Corollary 2. A lattice L is isomorphic to a subdirect product of copies of 3 
tf and only if (1) L is distributive and (2) every two element chain in L is contained 


10) As a consequence of this remark and Lemma lI, we see that if L is a distributive 
lattice that is not relatively complemented, then there exists a homomorphism from L onto 
the three element chain 8; this is a result due to GRATZER and Scumipt [6]. 

4) Corollary 2 was originally conjectured to us by Herman Rusin. 











Distributive Lattices 195 


in some chain f, < f, < fs having the property that /, has no complement relative 
to f, and fs. 

The following lemma will enable us to handle situations in which the chain K 
is complete. 

Lemma 2. Suppose that K is complete, that K’ is a subchain of K, and that 
(falac’ #8 @ K’-family in L. Let f, g € L, let u, » € K, and, for every subset A of K’, 
denote by 3° (A) the set of all homomorphisms from L into K such that 

(i) Ufa) = & for every a € A; 

(ii) p(f) Su and yg) = ». 

If #0 (F) + © for every finite subset F of K’, then 2°(K') + 9. 

Proof. Equip the set K¥ of all mappings of L into K with the product 
topology; since K is compact, K¥ is compact. It is easy to verify that #(A) 
is closed in K” for every subset A of K’ and that the collection 

F ={H#(F); F is a finite subset of K’} 
has the finite intersection property. Since #°(K') = 7. F, we conclude that 
3 (K’) + 9%). 

Taking our cue from the equivalence of (i) and (iii) of Lemma 1, we now 
extend Definition 2 as follows: 

Definition 3. Let K be an arbitrary chain. We shall say that a K-family 
(fajacx in L is locally separated in case every finite subfamily of (/,).cx is 
locally separated in the sense of Definition 2. 

Theorem 3. Let K be a complete chain. A lattice L is isomorphic to a subdirect 
product of copies of K if and only if (1) L is distributive and (2) for every pair 
of elements f < g in L there exists a locally separated K-family in L that contains 
both f and g. 

Proof. If L is a subdirect product of copies of K (so that L is distributive) 
and if f<g, then there is a homomorphism » from L onto K such that, 
= of) < o(g) = ». Select (using the axiom of choice) a K-family (/,).<x 
in L such that /, =f, f,=g, and o(f,) = « for every « € X. It follows from 
Definition 3 and Lemma | that (/,),.< is locally separated. 

Conversely, if f < g, we must produce a homomorphism y from L onto K 
such that y(f) < p(g). By hypothesis, there exists a locally separated K-family 
(falacx in L such that f = f/, and g = f, for some yp, » € K; necessarily, u < v. 
If F is any finite subset of K, set F, = F u {u, v}. Then (f,)acp, is locally 
separated so that, by Lemma 1, there is a homomorphism, from L into K 
such that (f,) = « for every « € F,; in the notation of Lemma 2, g € #(F). 
Using Lemma 2 (with K’= K); we conclude that #(K) +9. Then any 
y € 2#(K) satisfies our requirements. 


2. K-lattices of functions 


In this section we direct our attention to the special class of subdirect 
products of copies of K described in the following definition. 
12) As a methodological comment, we remark that Lemma 2 can also be deduced from 


a general theorem on “consistent choice” due to Los and Ryti-Narpzewsk1 [10, Theo- 
rem 2]. 
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Definition 4. A lattice L will be called a K-lattice of functions with domain X 
in case (i) X is a nonempty set, (ii) L is a sublattice of the direct product K*, 
and (iii) Z contains every constant K-valued function on X"*). 

When referring to a K-lattice of functions, we shall frequently simply omit 
the phrase “with domain X”’. 

We shall say that a K-lattice of functions L is bounded in case every functidn 
in L is bounded both above and below by constant K-valued functions. Our 
problem here is that of characterizing those lattices L that are representable 
as bounded K-lattices of functions (see Problem II of the Introduction). We 
solve this problem for the case in which K is conditionally complete. The 
fundamental tool for this work is the notion of a separated chain in L. 

Definition 5. A chain K in L is said to be separated") in case for every 
a, B €K and every f € L, 


(Sl) fVa2=f>«a implies f= Pp 
and 
(S2) fAasB<a implies f <8. 


The motivation for the preceding definition is immediate. In fact, if L is a 
K-lattice of functions, then the chain K of constant functions in L is obviously 
separated. 

Remark. If K is a chain in L, then the identity mapping «— « of K is, 
in the sense of § 1, a K-chain in L. It is easy to verify that if K is separated, 
then this K-chain is necessarily locally separated. The converse, however, 
is not in general true. , 

Now let K be a chain in L. If « € K, set 


at={BEK; B >a} 


and denote by , the set of all prime ideals P of Z such that « € P and 
Prat =8. 

Lemma 3. If K is a separated chain in L, if « € K, and if I is an ideal of L, 
then the following statements hold: 

(i) If In at = 8, then I c P for some P €F,. 

(ii) If I is prime and if « € I, then P CI for some P €F,,. 

Proof. To prove (i), note first that if «+ = 9, then L itself is inY,. Assume 
therefore that «+ + 8, let D be the dual ideal generated by «+, and let J be the 
ideal generated by I u {a}. If J. D +4, then there exists a 8 > « and an 
element f €J such that 8 </ V «. But then (S 1) yields f => 8, contrary to 
8 ¢J. It follows that there is a prime ideal P that contains J and that is 
disjoint from D. Obviously I c P and P €9,. 


13) If Lis a K-lattice of functions with domain X, then it will be convenient to identify 
the chain of all constant K-valued functions in L with the chain K; in particular, if « € K, 
then we shall denote by « the constant function in L whose value is «- 

44) In [1] and [2] a separated chain is called a “separating chain”; the present re- 
quirements for a separated chain are formally. weaker than, but actually equivalent to, 
those of [1] and [2]. 





Distributive Lattices 197 


To prove (ii), let J be the ideal generated by a. If J = L, then, by (i), 
JcCPCI for some P€#,; and if «+=9, then already I €P,. We may 
therefore assume that both H = L— I and a+ are nonempty. Let D be the 
dual ideal generated by H and a+. If J -\ D + 9, then there exists a 8 > « and 
an element / € H such that f \ 8 < a. But then / < « by (S 2) so that f €J, 
a contradiction. We conclude again that there is a prime idéal P that contains 
J and that is disjoint from D. This time we have P c J and P €9,,. 

Lemma 4. Let K be a separated chain in L, let u,v € K with up < v, and 
suppose that o is a homomorphism from L into K such that o(u) = u and a(v) =». 
If a, BEEK with a su<y 8, then there exists a homomorphism 6 from L 
into K such that 0(a) = a, 6(8) = B, and 0(h) = a(h) for every h € L such that 
wshsy. 

Proof. Set — 

P= {f €L;o(f) <p}. 
Then P is a prime ideal of Z such that « €.P; by Lemma 3 (ii), P’ c P for some 
P’ €F#,. Next, set 
Q= {f EL; a(f) <>}. 
Then Q is a (prime) ideal of Z such that Q 7 »+ = 8; by Lemma 3 (i), Qc Q’ 
for some Q’ €#,. We therefore have the chain of prime ideals 


P’cPcQcd. 
Now define 6 as follows: 
a if AEP’, 
i” if ACP-—P’, 
O(h)=jo(h) if hEQ—P, 
v if hEQ’—Q, 
B if hE L—Q’. 


It is a routine matter to verify that 6 is a homomorphism from L into K having 
the required properties. 
Again let K be a chain in L. If u<vinK, we set 
[wu y)= {aE K;u Sa Spr}. 
Suppose now that f<g in L and that u < vin K. Defining the [y, v]-family 
(fadactu,*) in L by 
[Ve if a=yp, 
fa = \@ if uw<a<y, 
g\v if a=», 


we shall say that f and g are separated by u and y in case the family (fa)ae{u,>) 
is locally separated (Definitions 2 and 3). Moreover, we shall say that f and g 
are strongly separated by pu and v in”case.there is an‘element h €L such that 
{Ah Spandg Ah < » for every yn < vin K. 

Lemma 5. Let K be a separated chain in L and suppose that f < g in L and 
uu <-vin K. If f and g are strongly separated by yu and v, then f and g are separated 
by uw and ». 
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Proof. By hypothesis, there is an h € L such that Ah <pandgAh<n 
for every » < v. Let a, <+++< a, be a finite subchain of [u, v] such that 

= pand a, = v. Set f,. =f V w, fa,= % (t= 2,...,n—1), and jf, =g A ». 
In view of Lemma | (iii), it will suffice to show that the n-family (/,,);c, is 
locally separated. Setting h, = 0 and hA,_,= 1, suppose there exist elements 
hy, .. -,hkg-g€ Z such that 


tary, he S fag V Igy (é=1,...,n—1). 
Since f,, \h Su = a, and fa, \ I S a; (¢ = 2,...,n— 1), it follows that 
. fey Ng Nh SayV(yyAh)  (§=1,...,n—1). 


In particular, g\vAh Sa, _,V (ha-,Ah); and since g\hta,-,, an 
application of (S 2) then shows that h,_,\ h <= «,_,. Let k be the largest index 
(0 sk Sn—2) such thath, \h < a,,,. Clearly k < n—2s0 that f,,, = a+. 
But then 
Orta heer Nh S Oper < Meee 
so that, by (S 2), 
Ipsr Nh S Oy ai< Mre- 


This is a contradiction, and we conclude that (/,,);-, is locally separated. 

If K is a chain in L and if f, g € L with { < g, then we shall say that / and g 
are (strongly) separated by K in case there exist u < vy in K such that f and g 
are (strongly) separated by yu and ». 

We are now ready for the following basic definition: 

Definition 6. By a K-lattice we shall mean a pair (LZ, K) such that (i) L is a 
distributive lattice, (ii) K is a separated chain in L, and (iii) for every pair of 
elements / < g in L, f and g are separated by K. By a special K-lattice we shall 
mean a pair (L, K) that satisfies (i), (ii), and (iii),: for every pair of elements 
{<g in L, f and g are strongly separated by K. A K-lattice (L, K) will be 
called bownded in case for each f € L there exist «, 8 € K such that a <f < f. 

When referring to a K-lattice (LZ, K), and when confusion is unlikely, it 
will usually be convenient to write L instead of (LZ, K) and to speak simply of 
“the K-lattice L’’. 

In view of Lemma 65, it is clear that a special K-lattice is indeed a K-lattice. 
(Special K-lattices will enter most importantly in §3; in fact, in Lemma 6 
below we shall see that, conversely, the members of an important class of 
K-lattices are special.) If L = K, then it is trivial to verify that (i), (ii), and 
(iii), are satisfied; we shall always regard the chain K as the (special) K-lattice 
(K, K). 

The following observation provides an alternative description of special 
K-lattices: 

In the presence of (ii), (iii), is equivalent to the conjunction of (iii), and (iii)s: 

(iii)... If f € L, if « has no cover in K, and if f < B for every B > a in K, 
then f S a. 
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(iii)s. If f,g€L and if, for all a€ K and all hE L, gA\h Sa implies 
{Ah Sa, then f <g"). 

To see that (iii), implies (iii), and (iii),, suppose first that « has no cover 
in K, that f < B for every 8 > «, but that / = «. Then f A « <} so that, by 
(iii),, there exist elements u < » in K and h¢ L such that fA a Ah Sy and 
{Ah for every  < ». If u < a, then by (ii) we have f \ A < y, a contra- 
diction; hence « = 4 <». Choosing 7 €K such that «<< ¥, we have 
{Ah sf Sn, again a contradiction. Thus (iii), implies (iii),. Suppose next 
that, for all a € K and allh€L,g Ah Sa implies { \h < a, but that / < g. 
Then g A { < f so that, by (iii),, there exist 4 <<» in K and h € L such that’ 
g\fA\h Sp and f\h 7m for every n<y. But then {Ah Sy, @ contra- 
diction. Thus (iii), implies (iii),. 

Conversely, suppose that /,g¢€Z with {/<g. Then by (iii), there exist 
#¢€K and A€L such that f\h Sy and g Ah < yw. Then by (iii), either u 
has a cover » or g \ h = » for some v > yu. In either case, g \ h = n for every 
7 < v. Thus (iii), and (iii), together imply (iii),. - ~ 

If (L,, K) and (L,, K) are K-lattices, then by a K-homomorphism from 
(L,, K) into (Z,, K) we shall mean a homomorphism g from L, into L, such 
that g(x) = a for every « € K. The terms K- ak and K-isomorphic 
will have their obvious meanings. 

The basic theorem on K-lattices can, now be stated: 

Theorem 4. If L is a (bounded) K-lattice of functions with domain X and 
if K is the chain of all constant K-valued functions on X, then (L, K) is a (bounded) 
K-lattice ; a K-lattice of functions L will always be regarded as the K-lattice (L, K) 
just described. Conversely, if K is a sonditionally complete chain and if L is a 
bounded K-lattice, then L is K-isomorphic to a bounded K-lattice of functions. 

Proof. The proof of the first assertion is straightforward and will be 
omitted (cf. the proof of Theorem 3). 

Conversely, suppose“that K is conditionally complete and that L is a 
bounded K-lattive. Let f, g € L with f < g and suppose that / and g are separated 
by uw < vin K. It will suffice to show that there is a homomorphism ¢ from L 
onto K such that p(f) S wu; p(g) = v, and g(a) = a for every « € K. Moreover, 
since K is conditionally complete and L is bounded, it will suffice that p be a 
homomorphism (with the stated properties) into the completion K of K. Now, 
by Lemma 2, such a homomorphism @ into K will exist provided that for 
every finite subchain a, < ---< a, of K there is a homomorphism y from L 
into K- such that y(f) < wu, y(g) => v, and p(a,) = a, (i= 1,...,). To show 
the existence of such a y {and thereby completing the proof), let us suppose that 


Oey SUK aK <a < HY S Oy. 





15) In the following comments, we refer to conditions (C.0), (C.2’), and (C.3) of Defini- 
tion 5.8 of [2]. Condition (iii), is precisely (C.3) and condition (ii) of Definition 6, with the 
additional requirement that K have neither a first nor a last element, is precisely (C.0). 
Moreover, if K is-dense-in-itself, then (iii), is the same as (C.2’). (In particular, then, we 
note that in the context of [91 the two conditions (C.2’) and (C.3) are replaceable by the 
single condition (iii),.) 
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Since f and g are separated by u and v, Lemma | provides a homomorphism o’ 
from L into K such that o’(fV u)=4p, o (g»)=», and oc’ (a,)= a, (t=s,.. -»f). 
Define o by 
a(h) = (o'(h) Vw) A» (h€L). 
Then g is a homomorphism from L into K such that 
o(u)=o((f \»)Vu)=pz, 
a(v) =a((gV uw) A») =>», 
and 
a(a,;) = a; (¢ = 8,...,6@). 
An application of Lemma 4 then provides a homomorphism @ from L into K 
that agrees with o at (fA v) Vw and at (g V wu) A » (whence 0(f) <u and . 
6(g) =} v) and which is such that 6(a,) = a, (i= s—1,...,¢4- 1). It'is now 
clear that repeated applications of Lemma 4 will eventually yield the desired 
homomorphism y. 

If K is complete, then it is easy to see from the preceding proof (or directly 
from the definitions) that any K-lattice is bounded. We _— have the 
following corollary: 

Corollary 1. If K is a complete chain and if L is a K-lattice, then L is K-iso- 
morphic to a bounded K-lattice of functions. 

Our result assumes an especially simple form if K is any subchain of the 
chain of all natural numbers: 

Corollary 2. Let K be a subchain of the chain of all natural numbers. If L 
is a distributive lattice such that (i) K is a separated chain in L and (ii) for each 
f € L there exist a, B € K such that a =f & B, then L is a K-lattice; as a conse- 
quence, Lis K-isomorphic to a K-lattice of functions. 

Proof. It will evidently suffice to show that if /,g €¢ L with f < g, then f 
and g are separated by some yu <_yv in K. Choose a chain a, <--++< a, of 
consecutive elements of K such that a, <f<g < «,. Let a, be the largest 
element of the chain a, < --- < «, such that { V a, <g V a. Clearly «, < «,. 
Set uw = a and vy = a4, il suppose ane =f V uw. Noting that f V » 
=g V v, we then have 


fVe=GAVVEVMHGVIVEAMVIVeEZ9VE, 


which is a contradiction. Thus g \ »</ V uw so that f and g are separated 
by uw and ». The proof is therefore complete**). 


18) It iseasy to give a brief, direct proof of Corollary 2. Let K be the chain «, < a, <---. 
To see that L is K-isomorphic to a K-lattice of functions, it will suffice to show that if 
f < g in L, then there exists a homomorphism ¢ from L onto K such that y(f) < 9(g) 
and 9(a,;) = a, for each i. By hypothesis, there exists an n such that a, f<gS a. 
Choose «, as in the proof given above and note again that a, < «,. Then there is a prime 
ideal P of L such that fva,¢€ P and gva&¢ P. If 4,6 P, then gV maui: =—fV Gear 
= fV OV %&+, is in P; but then gv % ¢€ P, a contradiction. Thus «4,¢ P so that 
P€ Pa,. Setting P, = P, we can now use Lemma 3 (and induction) to construct a chain 
P, C P, C--> of prime ideals of L such that P,; € ., for each i. If for each h € L we set 
y(h) = A{a,;h € P,j, then ¢ is a homomorphism from L onto K that satisfies the stated 
conditions. 











~~ 
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In particular, if a distributive lattice ZL contains a separated chain 
a, <-+++<a, such that, </ < a, for every / € L, then L is an n-lattice and 
hence n-isomorphic to an @-lattice of functions. 

Corollary 3. A lattice L +s a bounded 2-lattice if and only if L is a distributive 
lattice + 1 that contains a 0 and 1; necessarily, 2 is the chain 0 < 1 and L is 
2-isomorphic to a 2-lattice of functions. 

Proof. We need only remark that .if Z +1 and if Z contains a 0 and 1, 
then the chain 0 < 1 is automatically separated: 


3. K-lattices of continuous functions 

We have now finished the purely algebraic portion of our work. For the 
remainder of the paper we devote our attention to representations of distributive 
lattices by certain lattices of continuous functions. é‘ 

If X is a topological space, then the lattice C(X, K) of all continuous 
K-valued functions on X is obviously a K-lattice of functions with domain X. 
A sublattice L of C(X, K) will be called a K-sublattice of C(X, K) in case L 
itself is a K-lattice of functions with domain X; that is, in case LZ contains 
every constant K-valued function on X. In this section we characterize (for 
the case X corhpact Hausdorff and K conditionally complete) two classes of 
K-sublattices of C(X, K): those that separate points in X and ‘those that 
separate closed sets in X. 

If L is any K-laftice, then we shall denote by # (L) the set of all K-homo- 
morphisms of L into (and hence onto) K. We shall always view 4 (L) as a 
subspace of the (compact Hausdorff) product space K“. If K is conditionally 
complete and if Z is bounded, then 4 (ZL) is precisely the set of all homo- 
morphisms of L into K that leave K elementwise fixed. It follows that in this 
case °(L) is a closed, and therefore compact, subspace of K¥. 

The argument for our first representation theorem now proceeds along 
familiar lines. If L is a K-lattice and if / € L, define the function /* on 4 (L) 
to K by 

{*(¢) = olf) (vy € 2X (L)). 
Then it is clear that the mapping {> /* is a K-homomorphism from L into 
C(x (L), K); we shall call { + /* the canonical mapping of L into C(#'(L), K). 
If now XK is conditionally complete and L is bounded, then according to 
Theorem 4 we may assume that L is a K-lattice of functions with domain X. 
Thus if f +g in L, then {(z) + g(x) for some x € X. Denoting by x, the pro- 
jection’ of the product K* of index z, we then have a, € 4 (L) and /*(x,) + 
+ g*(x,). Thus {> /* is a K-isomorphism from L onto a K-sublattice L* of 
C(x (Z), Kx ). Moreover, it is clear that L* is point-separating in the sense that, 
given 9, 9, in X(L), f*(p,) + {* (gy) for some /* € L*. 

Of the two assertions ‘of the following theorem, the first is obvious and the 
second has just been proved. 

Theorem 5. If X is compact and if L is a K-sublattice of C(X, K), then Lisa 
bounded K-lattice. Conversely, if K is conditionally complete and if L is a bounded 
K-lattice, then the space X°(L) of all K-homomorphisms of L into K is compact 
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Hausdorff and the canonical mapping { > {* is a K-isomorphism from L onto a 
point-separating K-sublattice of C(X (L), K). 

Among other things, Theorem 5 asserts that if L is a subdirect product of 
copies of K (for definiteness, let us say that L is a sublattice of K‘) and if (i) L 
contains every constant K-valued function on J and (ii) every element of L 
is bounded by constant functions, then L is representable as a point-separating 
sublattice of C(X, K) for some compact Hausdorff space X. The first example 
below shows that in this result hypothesis (i) cannot simply be omitted. The 
- second shows that the space X is not necessarily unique, even if L is a special 
K-lattice. 

Example 1. Let I be an infinite set, 2 the chain 0 < 1, and L the set of all 
f € 2! such that the set {t € J; f(t) = 1} is finite. Then L is a subdirect product 
of copies of 2 that fails to contain the constant function 1. Now assume that L 
is (isomorphic to) a point-separating sublattice of C(X, 2) for some (necessarily 
infinite) topological space X. For each z € X, it is easy to verify that the ideal 
{f € L; f(x) = 0} of L must be of the form {f € L;(t) = 0} for some ¢ € J, and 
from this it follows that X is discrete. We conclude that X cannot be compact. 

Example 2. Let 3 be the chain 0 < 1 < 2 and let X, and X, be the discrete 
spaces {zx, y, z} and {p, g}, respectively. Let L, be the set of all f € C(X,, 3) 
such that f(x) + f(y) only if f < 1 and f(y) + f(z) only if f = 1, and let L, be 
the set of all f € C(X,, 3) such that f <1 or / = 1. Then one easily verifies 
that L, and L, are 3-isomorphic point-separating special 3-sublattices of 
C(X,, 3) and C(X,, 3), respectively. 

If the underlying space X is to be uniquely determined by a K-sublattice L 
of C(X, K), then, as the preceding example shows, one must demand more of L 
than mere point-separation. The following stronger separation property will 
prove adequate: We shall say that a sublattice L of C(X, K) is normally 
separating in case for each pair of disjoint closed subsets F, and F, of X and 
each pair of elements a, 8 € K there exists a function /f € such that f < aon F, 
and f 2 f on F,. Theorem 6 below shows that a normally separating K -sub- - 
lattice of C(X, K) does, in fact, determine X to within a homeomorphism. 
Theorem 7 achieves a characterization of those-lattices that are representable 
as normally separating K-sublattices of some C(X, K). 

The following notation will be useful, ‘both here and in the sequel: If 
f € C(X, K) and if uw € K, we set . 


P(f, u) = {x €X; f(z) = w} 


N(f, w) = {x €X; f(z) Sy}. 


It is clear that both P(/, u) and N(f, 4) are closed in X. 
Special K-lattices enter the theory as a consequence of the next lemma. 
Lemma 6. If L is a normally separating K-sublattice of C(X, K), then L is 
special’). 


and 





17) We note that the proof of this lemma does not'make use of the full force of normal 
separation. 
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Proof. We need only show that if f<g in L, then f and g are strongly 
separated by some mu < » in K. Now there is an x € X such that f(z) < g(z). 
Set f(z) = a and g(z) = ». If » covers a in K, set a= w and F = P(f, v). If » 
does not cover a, choose u € K such that a <u < y and set F-= P(f, u). In 
either case, x ¢ F, so there exists an h € L such that h < « on F and A(z) 2 ». 
Then {Ah Sy and gA\h<» for every 7 < » in K. 

Remark. Example 2 above shows that a special K-sublattice of C(X, K) 
need not be normally separating. 

The basic observation concerning normally separating sublattices is em- 
bodied in the following lemma (cf. [2], Lemma 5.6). 

Lemma 7. Let L be a normally separating sublattice of C(X, K), let 
a, B, y,6€K, and let f €C(X, K). If B < y, then there exist k,l,m€L and 
y' <y, B > BinK suchthatkVm26,fimsy',kAl S cend{Vle Bp’. 

Proof. We consider two cases: 

Case 1. The interval [B, y] of K is dense-in-itself. Choose f’, B’’, y’, y” 
in K such that B < pf’ < 8” < y"” < y’ < y. Then the closed sets P(/, y’’), 
P(f, y’), and P(f, B’’) are disjoint, respectively, from the closed sets N(/, 8’), 
N(f, y’’), and N(f, 6’). Since L is normally separating, there exist k, 1, m € L 
such that P(f, y”) c P(k, 4), Nif, BY) C N(k, a), Pif, y’) c N(m, y’), 
N(f, y") C Pim, 6), P(f, B’) C Nil, a), and N(f, B’) c Pil, B’). Since 
X = Pit, y”) UN(f, v”) c P(k, 6) U P(m, 6) = P(k V m, 5), we have 
kV m2 4; and since P(f, y’) Cc N(m, y’), we have f\ m =< y’. In a similar 
fashion, it follows that k\1l Sa and/VIl2 Pp’. 

Case 2. The interval (8, y] of K is not dense-in-itself. Choose f’, y’' € K 
such that 8 < y’ < pf’ S y and such that f’ covers y’. Then N(f, y’) is both 
open and closed. Hence there exist k, 1 € Z such that © 

Nit, y') CN (ka A B) A P(L6V y) 
and 
X—Nif,y')CN(Lad Bn P(k, dV y). 
Setting m = l, one easily verifies that k, 1, m, 6’, and y’ satisfy the requirements 
of the lemma. 

Our next definition is motivated by Lemma 7. If L is any K-lattice, then by 
the stretching function S; we mean the function on the cartesian product L x K* 
to the subsets of the cartesian product Z* defined as follows: (k,l, m) € 
S,(f, «, B, y, 6) in case there exist y’ < y and f’ > # in K such that 


kVm2 4, fAmsy’, 
kAl sa, fVl2R. 


Definition 7. We shall say that a K-lattice L is normal in case whenever 
a, B, y,d€K, B< y, and f € L, we have S,(f, «, B, y, 6) +9. 

Remarks: (1) In view of Lemma 7, a normally separating K-sublattice of 
C(X, K) is necessarily normal. 

(2) Let B be a Boolean algebra +1 and let 2 be the chain 0 < 1 in B; as 
noted in Theorem 4, Corollary. 3, B is a 2-lattice. If f is any element of B, if f’ 

Math. Ann. 143 15 














204 F. W. Anperson and R. L. Bua: 


is the complement of f/, and if «, 6 € 2, then it is immediate that (f, /’, /’) € 
Sp(f, «, 0, 1, 6). Hence B is normal. 

(3) If K is dense-in-itself, then the definition of normality assumes a 
somewhat simpler form. In fact, in this case L is normal if and only if whenever 
a, B, y,d€K, B< y, and { €L there exist k, l,m ¢€LZ such that kV m= 4, 
fAmsy, kAl Sa, and fVl2 8; this is precisely condition (C.1) of 
((2], Definition 5.8). In the terminology of [2], a distributive lattice L is a 
C,-lattice relative to K in case conditions (C.0), (C.1), (C.2’), and (C.3) are 
satisfied (see footnote 15). Thus L is a C,-lattice relative to K if and only if 
(i) K is dense-in-itself and without extreme elements and (ii) Z is a normal 
special K-lattice. 

Lemma 8. Let L be a K-laftice and let y be a K-homomorphism from L onto K. 
Let { €L,letta < B< y < dbein K, and suppose that (k,l, m) € S,(f; «, B, y, 4). 
If p(f) => y, then p(k) = 6 and y(m) < y. If_y(f) < B, then p(k) < « and 
y(m) = 6. 

Proof. From y(f) = y, f Am < y’ < y, and the fact that y is a K-homo- 
morphism, we obtain y(m) < y’ < y. TtenkV m= 6>/’' yields p(k) = 6. 
The second assertion of the lemma is proved in a similar way. 

Lemma 9. Let L be a normal K-sublattice of C(X, K), let py, and yw, be 
K-homomorphisms from L onto K, and suppose that ,({) + y2(f) for some f € L. 
If u, v € K, then there exists an element k € L such that y,(k) S wand y,(k) = ». 

Proof. Let B = y,(f) and y = y2(f). If B < y,seta=uN Bandd=vrV vy 
and let (k,l, m) € S,(f, a, B, y, 6). Taking first y= y, and then y= y, in 
Lemma 8, we obtain y,(k) < « < wand y,(k) => 6 = ». If, on the other hand, 
y < B, let (k,l, m) € S,(f, y, y, B, B). An application of Lemma 8 then yields 
y,(m) < B < y,(m), and the previous case can now be applied with m in 
place of f. 

We can now prove the following result : 

Theorem 61*). Let K be a chain with at least two elements. If X, is compact, 
if L, is a normally separating K-sublattice of C(X,, K) (i = 1, 2), and if L, is 
K-isomorphic to L,, then X, is homeomorphic to X,. 

Proof. Let X be a compact space, let-LZ be a normally separating K-sub- 
lattice of C(X, K), and consider the (Hausdorff) space 4 (L) of all K-homo- 
morphisms of L into K. For each xz € X the mapping 


mz: f > f(z) (f € LZ) 


is in # (L), and it is clear that x 2, is a continuous mapping from X into 
X (L). Moreover, since K has at least two elements, x 7, is one-to-one. 
To prove the theorem, it will evidently suffice to show that each g € 4 (L) 
is of the form 2, for some x € X. Suppose, on the contrary, thr. for some 
y € X (L) we have oy + 2, for every z € X. Choose wu < » in K. Now for each 

. ™*) This result, for the case in which L, = C(X,, K) (i.= 1, 2), is due to Kapiansky [8] 
(KarLansky, however, requires only that L, and L, be isomorphic rather than K-iso- 
morphic); see, also, Theorem 4.3 of [2]. 
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x € X there is an element /, € LZ such that o(f,) + 2,(/,); hence, by Lemma 9, 
there is an element k, € L such that — 


p(k.) S<u<v S2,(k,). 


Now if » does not cover u, choose « € K such that u < « < »; and if » covers yu, 
let a = v. Using the compactness of X, a routine argument provides a finite 
set of elements k,, ..., k, €  sueh that, for each zx € X, 


p(k) Su<a Sk,(z) 
for some i= 1,..., . Setting k= V k,, we then have, 
i=1 


g(k) Su<ask. 


But then «= g(a) < p(k) < a, a contradiction. The proof is now complete. 

The proof of the next lemma involves a routine application of compactness; 
we omit the details. 

Lemma 10. Let X be compact, let L be a sublattice of C(X, K) and let F, and F, 
be closed subsets of X. If u,v € K and if for each x € F, and each y € F, there 
exists a function g € L such that g < u on a neighborhood of x and g = v ona. 
neighborhood of y, then there exists a function h € L such that h <= yw on F, and 
h= von F,. 

We shall say that a space X is K-normal (cf..[8]}) in case C(X, K) is itself 
normally separating. Obviously X is K-normal if and only if C(X, K) contains 
a normally separating sublattice. 

We can now state the main result of this section. 

Theorem 7. If K is a chain, if X is a compact space, and if L is a normally 
separating K-sublattice of C(X, K), then L is a bounded normal special K-lattice. 
Conversely, if K is a conditionally complete chain with at least two elements and 
if L is a bounded normal K-lattice, then there exists.a K-isomorphism of L onto 
a normally separating K-sublattice of C(X, K) for some topologically unique 
compact K-normal space X. In fact, X can be chosen as the space X (L) of all 
K-homomorphisms of L onto K, and the K-isomorphism can be taken to be the 
canonical mapping f + {* from L into C(X (L), K). 

Proof. The first assertion is an immediate consequence of Theorem 5, 
Lemma 6, and the remark following Definition 7. Let us suppose, then, that K 
is a conditionally complete chain with at least two elements. In order to 
complete the proof it will suffice, in view of Theorems 5 and 6, to show that 
if X is a compact space and if L is a point-separating normal K-sublattice of 
C(X, K), then L is normally separating. Thus let F, and F, be disjoint closed 
subsets of X and let «, 6 € K; there will be no loss if we assume that a < 6. 
For each x € F, and y € F, there is an { € L such that f{(xz) + f(y); hence, by 
Lemma 9, there is a g € Z such that 


g(z) Sa<d Sgly). 


If there exist £8, y¢€K such that «< B<y<46, then Lemma 10 (with 
“= B, v= y) provides an A €L such that h < Bf on F, and h2= y on Fy. 


15* 
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Let (k,1, m) be in S,(h, a, B, y, 6). Then, using Lemma 8, k < « on F, and 
k = 6 on F,. If, on the other hard, there is at most one element of K between 
« and 6, then Lemma 10 (with u = «, v = 6) immediately yields an h € ZL such 
that h < «on F, andh = don F,. The proof is now complete. 

In view of Remark 3 following Definition 7, Theorem 7.7 of [2] is, in its 
essential features, Theorem 7 ahove for the case is which K is conditionally 
complete, dense-in-itself, and with neither a first nor a last element. 


4. A characterization of C(X, K) 


In this section we obtain a characterization of the entire lattice C(X, K) 
for the case in which X is compact K-normal and K is conditionally complete. 
Normally separating K-sublattices of C(X, K) have already been characterized 
in Theorem 7. What is required, therefore, is an algebraic (i.e., lattice-theoretic) 
criterion for determining when a normally separating K-sublattice of C(X, K) 
is actually all of C(X, K) (see the remarks of the Introduction). Such a criterion 
will be obtained as a corollary of Theorem 8 below. The latter theorem is a 
considerably more general result than is needed for our present purposes; we 
present it here, however, both for its intrinsic interest and in anticipation of 
future applications. 

The main new tool that we need is the notion of a continuous ideal of a 
K-lattice. 

Definition 8. Let J be an ideal of a K-lattice L. We say that I is continuous 
in case for each pair of elements « < f in K there exist «’ > « and f’ < Bin K, 
k,, k, € L, and g € I such that 

(i) J Sk, Vk”); 

(ii) For every f => gin I, if k,;\ a’ =f, then k, \f < f’ (¢ = 1, 2). 

If J is an ideal of a lattice L, then J is bounded in case I < f for some f € L, 
and I is pseudoprincipal in case J has a least upper bound V J in L. 

It is clear that if J is a principal ideal of L, then J is pseudoprincipal and 
that if J is a continuous ideal of a K-lattice D, then J is necessarily bounded. 

Remark. If L is a bounded 2-lattice (so that 2 is the chain 0 < 1 in Z), then 
every continuous ideal of L is principal and- therefore pseudoprincipal. To see 
this, let J be a continuous ideal of L, let « = 0 and f = 1, and let «’, p’, k,, ky, 
and g be as required in Definition 8; necessarily, «’ = 1 and f’ = 0. If I = {0} 
or if k, V k, €J, then already J is principal. We may therefore suppose that 
I + {0} and that k, ¢ J or k, €1, say k, ¢ J. To complete the argument, we shall 
show that k, €J and that J < k,. Let f be any nonzero element of J. Since 
k, =f Vg, condition (ii) above yields k, A (f V g) = 0. Now if k, =f V g, then 
(ii) also gives k, A (f V g) = 0; but then f V g = (&, V k,) A (f V g) = 0, contrary 
to f + 0. Hence k, <f V g. Then k, € J and 


ke=(hVE)AGVGVE\=(hVE)AG Vg =fVg, 
whence / < ky. 


1°) If Lis any lattice, if S C L, and if f € L, then by S S / we mean that g < / for every. 
g€8. 
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Now let X be a topological space. A subset Z of X will be called a zero-set 
(relative to K) in case for some f € C(X, K) and some a € K either Z = P(f, a) 
or Z = N(f, «). Obviously any zero-set is closed. We shall denote the collection 
of all zero-sets by 2(X, K). (The motivation for our terminology is clear; in 
fact, if R is the chain of real numbers, then Z ¢2(X, R) if and only if 
Z = {x € X; f(x) = 0} for some f € C(X, R).) 

We shall say that a sublattice L of C(X, K) is Z-separating in case for each 
pair of disjoint zero-sets Z, and Z, in 2(X, K) and each pair of functions 
h,, h, € L there exists a function f € Z such that f < A, on Z, and f = h, on Z,. 
If X is pseudocompact relative to K (i.e., if every function in C(X, K) is bounded), 
then clearly any normally separating sublattice of C(X, K) is Z-separating. 

A sublattice L of C(X, K) will be called convez in case h,, h, € L, p € C(X,K), 
and h, = p SA, together imply p € L. 

We can now state the following result : 

Theorem 8. Let X be a topological space, let K be a chain, and let L be a 
K-sublattice of C(X, K). If K is conditionally complete and if L is convex, then 
every continuous ideal of L is pseudoprincipal. Conversely, if L is Z-separating 
and if every continuous ideal of L is pseudoprincipal, then L is convex. 

Proof. Suppose first that K is conditionally complete and that L is convex.’ 
If J is a bounded ideal of L, set 


(supZ) (x) = sup{f(z); f € Z} (x€X). 


Then sup J is a K-valued function on X. To show that every continuous ideal 
of L is pseudoprincipal, it will suffice to show that if J is 2 bounded ideal of L 
such that p = sup/ is not continuous, then J is not continuous. Suppose then 
that p is discontinuous at some point x € X and set p(x) = y. Two cases can 
arise : 

Case 1. There is a 6>-y such that p(U) <n for every n <6 and every 
neighborhood U of x. Choose 8 € K such that y < f ‘Ss 4, with the proviso that 
8 = 6 only if 6 covers y. Suppose that «’, #’ € K with a’ > y and f’ < £. 
Suppose further that g¢J and that k,,k,¢€Z such that J sk, V k,. If 
(k, V k,) (x) < 6, then on some neighborhood of z we have p Sk, V k, S 9 
for some 9 < 6, which is contrary to hypothesis. Thus either k,(x) = 6 or 
k,(x) > 4, say the former. Then k,(U) = 8 for some neighborhood U of z. 
Since p(U) <= f’, we have h(y) > B’ for some y€U and some A€I. Set 
f= g9Vh. Since f € J, we have 


f(z) Sy<a@’ AB Sa'Ak,(z), 
and hence k, A «’*< f. But also 


B’< BA h(y) Sky(y) A fly), 


so that k, \ f = f’. Since f = g, we conclude that J is not continuous. 

Case 2. There is a 5< y such that p(U) 2 for every n >6 and every 
neighborhood U of x. Choose B € K such that 6 < £ S y, this time with the 
proviso that 8 = y only if y covers 6. Suppose that «’, 8’ € K with a’ > 6 and 
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B’ < B and that k,, k, and g are as before. Since p < k, V k,, either k(x) > y 
or k,(x) = y, say the former. Then k,(U) = £ for some neighborhood U of z. 
Moreover, since p(x) = y, we. have h(x) > f’ for some h €J. Set f=g V h. 
Since p(U) 2 a’ A Band f €J, f(y) < a’ A B for some y € U. Then 


Kly)<a’ AB Sa’ Ak f(y), 
so that k, \ a’ +f. But also 


B'< BA R(x) Sk, (x) A f(z), 


and therefore k, \ {/ < A’. Since f > g, we again conclude that J is not 
continuous. 
We have now proved that every continuous ideal of L is pseudoprincipal. 
Conversely, assume that L is Z-separating and that every continuous ideal 
of L is pseudoprincipal. Let h,,h, € ZL and suppose that p¢C(X, K) with 
h, Sp Shy. Clearly 


Il={f¢ Lif <p} 


is an ideal of L. We claim that J is continuous. To see this, suppose that «, 8 ¢K 
with « < B. We consider two cases: 

Case 1. a has a cover in K. Let «’ cover a and set f’ = a, U = N(p, ’), 
and V = X — U = P(p, @’). 

Case 2. « has no cover in K. Choose a’, 6’ € K such that «< a’ < fp’ < B 
and set U = N(p, a’) and V = P(p, f’). 

We shall treat the two cases simultaneously. In both cases U and V are 
disjoint zero-sets relative to K. Hence there exists a function k, € ZL such that 
k, => Bon U andk, = «on V. Set W = N(k,, f’) and observe that V C W and 
WrnU=8%. Since W ¢€2(X, K), there exists a function k, € LZ such that 
k, Sh, on U and k, = h, on W. Now let g = k, A a’. Since k, SA, Spon U 
and a’ <p on X — U, we have g <= p so that g € J. Moreover, p Sh, Sk, 
on W and p s fi’ <k, on X— W; hence p < k, V k, so that J <k, V ky. 
Finally, suppose that f € J with f => g. Then k, <a <= f’ on Vand/ sp s fp’ 
on X — V so that k, \f < f’. Since, trivially, k, \ a’ =g <f, we conclude 
that J is continuous. 

Now, by hypothesis, J has a least upper bound V J in L. To complete the 
proof, it will suffice to show that p= VJ. Thus let z € X, set a = p(z), and 
consider an arbitrary 8 € K such that « < f. Retaining the notation of the 
preceding paragraph, we have p < h, < k, on V and p < f’ on X — JV, and 
hence I <= p Sk, V f’. Moreover, z € U so that k(x) Sh,(x) < p(x) s Pf’. 
Thus (VJ) (z) < k(x) V B’ < B, and we conclude that (VJ) (z) S p(z). 
A dual argument shows that p(x) < (V J) (x), and therefore p = V J. The proof 
is now complete. 

Corollary. Let K be a conditionally complete chain, let X be a space that is 
pseudocompact relative to K, and let L be a normally separating K-sublattice of 
C(X, K). Then L = C(X, K) if and only if every continuous ideal of L is pseudo- 
principal. 
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Remarks. (1) The hypothesis of Z-separation cannot be omitted from the 
second assertion of the theorem. For example, let X be a discrete space with 
at least two elements and let L be the sublattice 2 of C(X; 2). Then every 
continuous ideal of Z is pseudoprincipal, but L is not convex. 

(2) A convex K-sublattice L of C(X, K) need not be Z-separating, even 
if K is complete. For example, let X be the closed unit interval [0, 1], let K be 
the subchain [0, 1] U {2} of R, and let L = C(X, K). 

(3) Suppose that in the above definition of Z-separation the functions 
h, and h, are required to belong to K instead of to L. Then the proof of Theo- 
rem 8 shows the following: If L is a K-sublattice of C(X, K), if L is Z-separating 
in this modified sense, and if every continuous ideal of L is pseudoprincipal, 
then L contains every bounded function in C(X, K). 

Our final result is now an immediate consequence of Theorem 7 and the 
preceding corollary. 

Theorem 9. Let K be a conditionally complete chain. If X is a compact 
K-normal space, then C(X, K) is a bounded normal special K-lattice and every 
continuous ideal of C(X, K) is pseudoprincipal. Conversely, if K has at least two 
elements and if L is a bounded normal K-lattice such that every continuous ideal 
of L is pseudoprincipal, then there exists a K-isomorphism of L onto C(X, K) for 
some topologically unique compact K-normal space X. In fact, X can be chosen 
as the space X (L) of all K-homomorphisms of L onto K, and the K-isomorphism 
can be taken to be the canonical mapping {f + {* from L into C (4 (L), K). 

As noted in the introduction, we obtain as a corollary a new solution of 
BirkHOFF’s Problem 81 [5] (see also KaPLansky [9]): 

Corollary 1. Let R be the chain of real numbers. A lattice L is isomorphic to 
C(X, R) for some compact Hausdorff space X if and only if L is a (special) 
bounded normal R-lattice sych that every continuous ideal of L is pseudoprincipal. 

If Bis a Boolean algebra +1, then B can be regarded as a bounded normal 
2-lattice in which every continuous ideal is pseudoprincipal (see the remarks 
following Definitions 7 and 8). Thus B is isomorphic to C (4 (B), 2), and #(B), 
being 2-normal, is necessarily totally disconnected. Since a one element 
Boolean algebra is isomorphic to C(@, 2) = {6}, we therefore obtain the repre- 
sentation theorem of Stone [14] for Boolean algebras: 

Corollary 2. (Storr). Jf B is a Boolean algebra, then B is isomorphic to 
C(X, 2) for some topologically unique compact totally disconnected space X. 


5. Appendix 


By the prime ideal theorem for Boolean algebras we mean the following 
propésition : 

(B) In every Boolean algebra + 1 there is a proper prime ideal. 

It is known that (B) is effectively equivalent (i.c., equivalent without 
recourse to transfinite methods) to a large number of propositions occuring in 
various parts of mathematics. Among these, we mention SToNE’s representa- 
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tion theorem for Boolean algebras and TycHoNoFF’s theorem on products of 
compact Hausdorff spaces **) : 

(S) Every Boolean algebra is isomorphic toa subdirect product of copies of 2. 

(T) The product of any family of compact Hausdorff spaces is compact. 

As a part of each of Theorems 2, 3, 4, 5, 7, and 9 of this paper there is 
included a representation theorem for some class of lattices {i.e., an assertion 
to the effect that if LZ is a lattice with some property #, then L is isomorphic 
to a subdirect product of a certain prescribed form). We shall establish the 
following result : 

Theorem. Each of the representation theorems associated with Theorems 2, 3, 
4, 5, 7, and 9 is effectively equivalent to the prime ideal theorem for Boolean 
algebras. 

One readily verifies that each of these theorems implies, without transfinite 
methods, proposition (S). On the other hand, their proofs invoke transfinite 
methods only in the use of (7) (Lemma 2 and Theorem 5) and of the prime 
ideal theorem for distributive lattices (Lemmas 1 and 3): 

(D) If in any distributive lattice I is an ideal disjoint from a dual ideal D, 
then there is a prime ideal containing I that is disjoint from D. 

To establish the theorem, it is therefore enough to show that (7) implies (D). 
For the sake.of completeness, we provide a proof of this implication™). 


We shall need the following lemma: 


Lemma. Let L be a distributive lattice, let I be an ideal of L disjoint from the 
dual ideal D, and let x, y € L. Then there exists an ideal I* containing I and a 
dual ideal D* containing D such that (i) I* -\ D* = © and (ii) either x € I* or 
y €I* or x Ay € D**). 

Proof. Let I, and I, be the ideals generated by I U{zx} and J u {y}, 
respectively. We may obviously assume that both J, and J, meet D; hence 
there exist elements a, € J (i = 1, 2) auch that a, V z and a, V = are in D. Set 
I* = I and let D* be the dual ideal generated by D U {x / y}. It will suffice to 
show that J* ~ D* = 8. Now if I* ~ D* +8, then for some z € D we have 
zA\yAzé€I. But then (a, V z) A (a, V y) Az is in I D, which is a contra- 
diction, 

Now let L be a distributive lattice, let J and D be as in (D), and let 2 be the 
chain 0 < 1. Toestablish (D) it is enough to show that there is a homomorphism 
gy from L onto 2 such that g = 0 on J and g = 1 on D. Assign 2 its discrete 
topology; then by (7) the product 2” is compact. If x, y € L, denote by F(z, y) 
the set of all y € 2¥ such that y = OonJ, y= lon D, p(x V y) = y(z) V p(y), 


*°) The equivalence of (B) and (S) is due to Stone [14] and that of (B) and (T) to Los 
and Ryii-NarpzEwsk1 [11] and to Russ and Scorr [13]. For other propositions 
effectively equivalent to (B), see e.g., [11] and [13] as well as the reports of Henxry, 
Scorr, and Tarski: Bull. Am. Math. Soc. 60, 387—391 (1954). 

%\) The equivalence of (B) and (D) is no doubt reasonably well known; however, we 
afe not aware of a proof in the literature. 

.  ™) This lemma is the key step in the proof of (D) by transfinite induction (see, e.g., 
Srone [15], p. 8). 
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and p(z A y)= p(x) A p(y). Then F(z, y) is closed in 24. If 2z,,y,€L 

(¢=1,...,m), then after n applications of the lemma we obtain an ideal J* 

containing J and a dual ideal D* containing D such that (i) J* ~ D* = 8 and 

(ii) for each i= 1,..., mn, either z,€J* or y, €1* or x, A y, € D*. Defining 
n 


y = 0on J and y= 1 on L—TI, one readily verifies that p ¢ A F(z,, y,), and 
i= 


we conclude that the collection F = {F (zx, y); (x, y) € L x L} has the finite 
intersection property. Then any element g in -\ F will satisfy our requirements. 
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Die Modelle des Hilbertschen Axiomensystems 
der absoluten Geometrie 
Von 


W. Pesas in Kiel 


Einleitung 

_ In dieser Arbeit soll eine Ubersicht tiber die:algebraischen Modelle des 
Hilbertschen Axiomensystems der absoluten Geometrie gegeben werden. 
Unter der absoluten Geometrie im Hilbertschen Sinne sei hier die durch die 
Hilbertschen Axiome I der Inzidenz, II der Anordnung und III der Kongruenz 
definierte Geometrie verstanden (vgl. HiLBERT [5]). Wir beschranken uns auf 
die Ebene, legen also aus der Gruppe I nur die Axiome 1—3 zugrunde. Die 
Modelle dieses Axiomensystems bezeichnen wir in dieser Arbeit als Hilbert- 
Ebenen. 

Als Ausgangspunkt der Untersuchung wird uns die Tatsache dienen, da8 
jede Hilbert-Ebene ,,algebraisiert‘‘ werden kann. Dies ergibt sich als ein 
Spezialfall des Haupt-Theorems aus BacuMann [1]'), wonach die dort be- 
handelten allgemeineren metrischen Ebenen auf folgende Weise algebraisch 
dargestellt werden kénnen: Die gegebene metrische Ebene wird erweitert zur 
Idealebene; die Idealebene erweist sich als eine projektiv-metrische Ebene?) 
und kann daher als projektiv-metrische Koordinatenebene iiber einem Kérper 
dargestellt werden. 

Wir formulieren diese Einbettung in eine projektiv-metrische Koordinaten- 
ebene — fiir den uns interessierenden Spezialfall der Hilbert-Ebenen. — in 
§ 1,3 Satz 1 genauer. 

Unser Ziel, alle Hilbert-Ebenen zu bestimmen, kénnen wir also dadurch 
erreichen, da8 wir in den projektiv-metrischen Koordinatenebenen die Hilbert- 
Teilebenen kennzeichnen. 

Die §§ 1 und 2 enthalten vorbereitende Betrachtungen. Die in § 2 bewie- 
senen Satze 3 und 4 iiber formalreelle K6rper sind auch fiir sich von Interesse. 
Satz 3 hat eine mehr beilaufige Anwendung in § 3; fiir den Beweis der wesent- 
lichen Theoreme 1 bis 4 werden die erwahnten beiden Satze nicht bendtigt. 

In §3 behandeln wir zunachst die Hilbert-Ebenen mit euklidischer Metrik. 
Deren algebraische Kennzeichnung erhalt man sofort aus der in AGS § 19 gege- 
benen algebraischen Kennzeichnung der metrischen Teilebenen einer eukli- 
dischen Ebene. 


1) Dieses Buch wird im folgenden als AGS zitiert. 

*) Die Begriffe (singulare, ordindre, elliptische, hyperbolische) projektiv- metrische 
Ebene und projektiv-metrische Koordinatenebene verwenden wir in der in AGS an- 
gegebenen Bedeutung. 
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In §4 wenden wir uns dann den Hilbert-Ebenen mit nichteuklidischer 
Metrik zu. Wir erhalten zunachst eine Klasse von Hilbert-Ebenen, die wie die 
Dehnsche nichtlegendresche Geometrie*) konstruiert sind (Theorem 2). Eine 
weitere Klasse ergibt sich aus einer Verallgemeinerung des Kleinschen Modells 
der hyperbolischen Geometrie (Theorem 3). Es l48t sich dann zeigen, daB diese 
beiden Klassen die simtlichen Hilbert-Ebenen mit nichteuklidischer Metrik 
enthalten (Theorem 4). 

Damit ist das Ziel dieser Arbeit erreicht. In § 5 wird — anhangsweise — die 
Frage nach dem Zusammenhang zwischen dem Verhalten der Winkelsumme im 
Dreieck und dem (hyperbolischen bzw. elliptischen) Charakter der Idealebene 
diskuticrt. 

Die Anregung zu dieser Arbeit gab mein verehrter akademischer Lehrer, Herr Pro- 
fessor Dr. F. Bacumann. Ich bin ihm dariiber hinaus auch zu Dank verpflichtet fiir viele 


Hinweise auf einzelne Fragestellungen, die mir bei der Durchfiihrung dieser Unter- 
suchungen von groBem Nutzen waren. 


§ 1. Die Algebraisierung der Hilbert-Ebenen 


1. Angeordnete metrische Ebenen mit freier Beweglichkeit. Wir wollen in 
diesem Paragraphen das in der Einleitung erwihnte Haupt-Theorem aus AGS 
iiber die Einbettung der metrischen Ebenen in projektiv-metrische Ebenen auf 
die Hilbert-Ebenen anwenden. Zunachst geben wir ein fiir diesen Zweck ge- 
eigneteres Axiomensystem fiir die Hilbert-Ebenen an. 

Wir legen den Begriff der metrischen Ebene im Sinne des Bachmannschen 
Axiomensystems zugrunde, denken uns eine metrische Ebene also durch das 
in AGS § 2,3 angegebene System von Forderungen definiert. Das dort benutzte 
Reichhaltigkeitsaxiom (,,£s gibt mindestens eine Gerade, und mit jeder Geraden 
inzidieren mindestens drei Punkte“) kann nach einer Bemerkung von J. AHRENS 
durch das folgende ersetzt werden: ,,£s gibt mindestens zwei Punkte.‘‘ (Fir den 
Beweis siehe die Note am Schlu8 von BacuMann-PEJas [2].) 

Eine metrische Ebene heiBe angeordnet, wenn fiir ihre Punkte eine Zwischen- 
beziehung gegeben ist, die den Hilbertschen Axiomen der Anordnung geniigt 
und die bei den Bewegungen der metrischen Ebene erhalten bleibt. Letzteres 
bedeutet genauer: Liegt der Punkt A zwischen den Punkten B und C und ist « 
eine Bewegung, so liegt auch Aa zwischen Ba und Ca. (Aa bezeichnet das 
Bild von A bei der Bewegung «.) 

Man sagt, daB eine metrische Ebene freie Beweglichkeit besitzt, wenn es zu 
je zwei inzidenten Paaren Punkt und Gerade P,g und P’,g’ eine Bewegung 
gibt, dic Pin P’ und zugleich g in g’ iberfiihrt. 

Es 148t sich nun leicht zeigen, was hier nicht ausgefiihrt werden soll, daB 
jede Hilbert-Ebene eine angeordnete metrische Ebene mit freier Beweglichkeit 
ist und umgekehrt. Von dieser Aquivalenz werden wir im folgenden Gebrauch 
machen. 

2. Teilebenen. Es sei Z eine projektiv-metrische Koordinatenebene iiber 
einem K6rper K von Charakteristik +2 (vgl. AGS § 5 und § 8). Wir bezeichnen 

*) Dexn [4]. 
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die Punkte bzw. Geraden von E durch Kx bzw. Ku, wobei x = (2, x2, 25) 
bzw. U = [w,, U,, us] Tripel homogener Punkt- bzw. Geradenkoordinaten sind. 
Eine Menge 7’ von Punkten und Geraden aus Z nennen wir eine metrische Teil- 
ebene von E, wenn T mit der in E gegebenen Inzidenz und Orthogonalitat cine 
metrische Ebene ist. 

Ist der Koordinatenkérper K geordnet und enthalt 7’ nur Punkte von der 
Form K (2,, x2, 1), so kann man fiir die Punkte von T' auf die iibliche Weise eine 
Zwischenbeziehung definieren: Der Punkt Ka mit @ = (a,, a,, 1) liege zwischen 
den Punkten Kb und Kc mit b = (b,,b,,1) und ¢ = (¢, ¢,, 1), wenn eine 
Gleichung 

a=bb+cc mit 6,cé€K, b,c>0 


besteht. Wir bezeichnen 7' als eine Hilbert-Teilebene von E, wenn T mit dieser 
Zwischenbeziehung eine Hilbert-Ebene ist. 

Man sagt, eine metrische Teilebene 7 von EF gehért zu E, wenn T der 
folgenden Zugehérigkeitsbedingung geniigt : 

(Z) T enthalt mit einem Punkt stets auch alle mit ihm inzidierenden Geraden 
von E. 

Die Bedingung (Z) ist notwendig und hinreichend dafiir, daB die Idealebene 
von T isomorph zu E ist (vgl. AGS § 18,5). Ist die Bedingung (Z) nicht erfiillt, 
so ist die Idealebene von 7 schon zu einer in E echt enthaltenen projektiv- 
metrischen Koordinatenebene (iiber einem Unterkérper von K) isomorph. 

3. Die Idealebenen der Hilbert-Ebenen. Nach dem Haupt-Theorem aus AGS 
kann jede metrische Ebene als zugehérige metrische Teilebene einer projektiv- 
metrischen Koordinatenebene (namlich ihrer Idealebene) tiber einem Kérper 
von Charakteristik +2 aufgefaBt werden (AGS § 6 und § 8). Fiir die Hilbert- 
Ebenen gilt nun genauer der folgende Satz: 

Satz 1. Jede Hilbert-Ebene ist darstellbar als zugehérige Hilbert-Teil- 
ebene T einer projektiv-metrischen Koordinatenebene E iiber einem geordneten 
pythagoriiischen*) Kérper K, in der die Orthogonalitdt von zwei Geraden Ku, Kv 
mit U = [u,; Ue, Us], V = [v,, Vg, v3] durch das Verschwinden einer symmetrischen 
Bilinearform 
(1) {(U, ¥) = U0, + Ugr, + kugrs 
gegeben wird. Diese Darstellung ist iiberdies derart méglich, daB T den Nullpunkt 
K(0, 0, 1) von E enthilt. 

Die Form (1) bezeichnen wir auch als metrische Form von E und den 
Koeffizienten k als metrische- Konstante. Je nachdem k= 0 oder k + 0 ist, 
ist E eine singulaére oder eine ordinare projektiv-metrische Ebene. Der erste 
Fall tritt ein, wenn die Metrik von 7 euklidisch ist, d.h. wenn es in 7 ein 
Rechtseit gibt, und der zweite Fall tritt ein, wenn die Metrik nichteuklidisch 
ist (AGS § 6, 7—10). Im Falle k + 0 ist fiir die Punkte von £ eine Polaritat 
erklart: Zwei Punkte Kx, Ky mit x = (x,, x2, 23) und y = (y;, Ye, ys) sind 


*) Ein Korper heiBt pythagordisch, wenn er formalreell ist und wenn in ihm jede Summe 
von Quadraten ein Quadrat ist. Dafiir, daB der Kérper K pythagoraisch ist, ist offenbar 
hinreichend: Fir alle c €¢ K ist 1 + c* Quadrat eines Elementes + 0 aus K. 
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genau dann zueinander polar, wenn die Form 
(1’) ‘G(X y) = B(x, yy, + Zee) + X35 
verschwindet. ' 

Es sind nun noch die Behauptungen des Satzes 1 zu beweisen, welche nicht 
mehr in dem Haupt-Theorem aus AGS enthalten sind. 

Fir den Beweis, daB es zu der Zwischenbeziehung von T eine Anordnung 
von K gibt, welche die Zwischenbeziehung in der in 2 genannten Weise festlegt, 
sei verwiesen auf Scour [6], § 4. 

Die weiteren Behauptungen des Satzes ergeben sich folgendermaBen: Fir 
die Einfiihrung von Koordinaten in der Idealebene Z von T wahle man ein 
Bezugsdreieck aus paarweist zueinander orthogonalen Seiten, dessen einer 
Eckpunkt zu 7’ gehdrt. Ist die Idealebene eine singulaire projektiv-metrische 
Ebene, so ist die diesem Eckpunkt gegeniiberliegende Seite die unendlichferne 
Gerade. Die metrische Form hat dann die Gestalt 


3 
(2) {(u,¥) = “ k,u,v, mit kk, +0. 


Die Reihenfolge der Koordinaten ist dabei so, daB K (0, 0, 1) der zu 7 gehérende 
Punkt des Bezugsdreiecks ist. Je nachdem £ singulair oder ordinar ist, ist 
k, = 0 oder k, + 0. 

Durch die Form (2) wird jeder Geraden Ku von E eine Quadratklasse*) 
von K zugeordnet, nimlich die Quadratklasse {/(u,v)}. Zwei nicht selbst- 
orthogonale Geraden lassen sich dann und nur dann durch eine Bewegung 
von £ ineinander iberfiihren, wenn die zugeordneten Quadratklassen gleich 
sind (AGS §9, Lemma | sowie § 10,3). Da wegen der Zugehérigkeitsbe- 
dingung (Z) alle durch den Nullpunkt gehenden Geraden, d.h. die Geraden 
K [u,, ug, 0] mit u,, us + 0, 0, zu 7’ gehdren, und wegen der freien Beweglichkeit 
in T daher auch alle ineinander beweglich sind, liegen alle Elemente 

kui + kau% mit u,,u,+0,0 
in derselben Quadratklasse. Insbesondere ist {k,} = {k,}, d.h. k, = ck, mit 
e+ 0. Durch eine Transformation u,=cuf erreicht man, daB die beiden 
entsprechenden Koeffizienten im neuen Koordinatensystem gleich sind, und 
durch Multiplikation der Form mit einem Faktor kénnen sie zu 1 normiert 
werden. Die metrische Form hat dann die Gestalt (1). 

Wendet man den gleichen Schlu8 auf diese Form ndch einmal an, so ergibt 

sich: Alle Elemente 

ui+ug mit u,, u,+0,0 
liegen in derselben Quadratklasse, und diese ist die Quadratklasse {1}. Ins- 
besondere sind alle diese Elemente +0. Das besagt aber gerade: K ist ein 
pythagoraischer Kérper. 

Damit sind die restlichen Behauptungen von Satz 1 bewiesen. 

4. Hilbertsche Eigentlichkeitsbereiche. Der Satz 1 gibt eine Einscltrankung 
der projektiv-metrischen Koordinatenebenen, die als Idealebenen von Hilbert- 


5) Unter der Quadratklasse eines Elementes a € K versteht man die Menge der Elemente 
c*a mit c + 0,c € K. Die Quadratklasse von a bezeichnen wir durch {a}. 
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die Punkte bzw. Geraden von E durch Kx bzw. Ku, wobei x = (2,, 22, x3) 
bzw. U = [u,, u,, us] Tripel homogener Punkt- bzw. Geradenkoordinaten sind. 
Eine Menge 7’ von Punkten und Geraden aus £ nennen wir eine metrische Teil- 
ebene von E, wenn T' mit der in E gegebenen Inzidenz und Orthogonalitat cine 
metrische Ebene ist. 

Ist der Koordinatenkérper K geordnet und enthalt 7’ nur Punkte von der 
Form K (2,, 22, 1), so kann man fiir die Punkte von T' auf die iibliche Weise eine 
Zwischenbeziehung definieren: Der Punkt Ka mit a = (a,, ay, 1) liege zwischen 
den Punkten Kb und Kc mit b = (b,,b,,1) und ¢ = (c,,¢,, 1), wenn eine 
Gleichung 

a=bb+cc mit b,c€K, bc>0 


besteht. Wir bezeichnen T' als eine Hilbert-Teilebene von E, wenn T mit dieser 
Zwischenbeziehung eine Hilbert-Ebene ist. 

Man sagt, eine metrische Teilebene 7’ von E gehért zu E, wenn 7 der 
folgenden Zugehérigkeitsbedingung geniigt : 

(Z) T enthalt mit einem Punkt stets auch alle mit ihm inzidierenden Geraden 
von E. 

Die Bedingung (Z) ist notwendig und hinreichend dafiir, daB die Idealebene 
von T isomorph zu £ ist (vgl. AGS § 18,5). Ist die Bedingung (Z) nicht erfiillt, 
so ist die Idealebene von 7 schon zu einer in E echt enthaltenen projektiv- 
metrischen Koordinatenebene (iiber einem Unterkérper von K) isomorph. 

3. Die Idealebenen der Hilbert-Ebenen. Nach dem Haupt-Theorem aus AGS 
kann jede metrische Ebene als zugehérige metrische Teilebene einer projektiv- 
metrischen Koordinatenebene (namlich ihrer Idealebene) tiber einem Kérper 
von Charakteristik +2 aufgefaBt werden (AGS § 6 und § 8). Fir die Hilbert- 
Ebenen gilt nun genauer der folgende Satz: 

Satz 1. Jede Hilbert-Ebene ist darstellbar als zugehdrige Hilbert-Teil- 
ebene T einer projektiv-metrischen Koordinatenebene E iiber einem geordneten 
pythagoriischen*) Kérper K, in der die Orthogonalitat von zwei Geraden Ku, Kv 
mit U = [u,; Ug, Us], V = [0,, Vg, 03] durch das Verschwinden einer symmetrischen 
Bilinearform 
(1) {(U, ¥) = u,v, + Ugv, + kugvs 
gegeben wird. Diese Darstellung ist iiberdies derart méglich, daB T den Nullpunkt 
K(0, 0,1) von E enthilt. 

Die Form (1) bezeichnen wir auch als metrische Form von E und den 
Koeffizienten k als metrische- Konstante. Je nachdem k= 0 oder k + 0 ist, 
ist E eine singulare oder eine ordinare projektiv-metrische Ebene. Der erste 
Fall tritt ein, wenn die Metrik von 7 euklidisch ist, d.h. wenn es in 7 ein 
Rechtseit gibt, und der zweite Fall tritt ein, wenn die Metrik nichteuklidisch 
ist (AGS § 6, 7—10). Im Falle & + 0 ist fiir die Punkte von £ eine Polaritat 
erklart: Zwei Punkte Kx, Ky mit x = (x, zq, Z3) und y = (y;, Yq, Ys) sind 


*) Ein Kérper heiBt pythagordisch, wenn er formalreell ist und wenn in ihm jede Summe 
von Quadraten ein Quadrat ist. Dafiir, daB der Kérper K pythagoraisch ist, ist offenbar 
hinreichend: Fir alle c € K ist 1 + c* Quadrat eines Elementes + 0 aus K. 
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genau dann zueinander polar, wenn die Form 
(1’) ‘G(X Y) = k(x 4, + Zee) + Xs 
verschwindet. 

Es sind nun noch die Behauptungen des Satzes 1 zu beweisen, welche nicht 
mehr in dem Haupt-Theorem aus AGS enthalten sind. 

Fir den Beweis, daB es zu der Zwischenbeziehung von 7 eine Anordnung 
von K gibt, welche die Zwischenbeziehung in der in 2 genannten Weise festlegt, 
sei verwiesen auf Scour [6], § 4. 

Die weiteren Behauptungen des Satzes ergeben sich folgendermaBen: Fiir 
die Einfihrung von Koordinaten in der Idealebene Z von 7 wihle man ein 
Bezugsdreieck aus paarweist zueinander orthogonalen Seiten, dessen einer 
Eckpunkt zu 7 gehért. Ist die Idealebene eine singulire projektiv-metrische 
Ebene, so ist die diesem Eckpunkt gegeniiberliegende Seite die unendlichferne 
Gerade. Die metrische Form hat dann die Gestalt 


3 
(2) {U,v)= > kuv, mit kk +0. 
1 


Die Reihenfolge der Koordinaten ist dabei so, daB K (0, 0, 1) der zu T' gehérende 
Punkt des Bezugsdreiecks ist. Je nachdem £Z singular oder ordinar ist, ist 
k, = 0 oder k, + 0. 

Durch die Form (2) wird jeder Geraden Ku von E eine Quadratklasse‘) 
von K zugeordnet, némlich die Quadratklasse {f(v,v)}. Zwei nicht selbst- 
orthogonale Geraden lassen sich dann und nur dann durch eine Bewegung 
von £ ineinander iberfiihren, wenn die zugeordneten Quadratklassen gleich 
sind (AGS §9, Lemma 1 sowie § 10,3). Da wegen der Zugehdérigkeitsbe- 
dingung (Z) alle durch den Nullpunkt gehenden Geraden, d.h. die Geraden 
K [u;, Ug, 0] mit u,, ug + 0, 0, zu 7’ gehdren, und wegen der freien Beweglichkeit 
in T daher auch alle ineinander beweglich sind, liegen alle Elemente 

k,ut + kaug mit u,,u,+0,0 
in derselben Quadratklasse. Insbesondere ist {k,} = {k,}, d.h. k, = c*k, mit 
c+0. Durch eine Transformation u, = cuf erreicht man, daB die beiden 
entsprechenden Koeffizienten im neuen Koordinatensystem gleich sind, und 
durch Multiplikation der Form mit einem Faktor kénnen sie zu 1 normiert 
werden. Die metrische Form hat dann die Gestalt (1). 

Wendet man den gleichen Schlu8 auf diese Form noch einmal an, so ergibt 

sich: Alle Elemente 

ui+uz mit w,u,+0,0 
liegen in derselben Quadratklasse, und diese ist die Quadratklasse {1}. Ins- 
besondere sind alle diese Elemente +0. Das besagt aber gerade: KX ist ein 
pythagoraischer K6rper. 

Damit sind die restlichen Behauptungen von Satz 1 bewiesen. 

4. Hilbertsche Eigentlichkeitsbereiche. Der Satz 1 gibt eine Einscltrinkugg 
der projektiv-metrischen Koordinatenebenen, die als Idealebenen von Hilbert- 


5) Unter der Quadratklasse eines Elementes a € K versteht man die Menge der Elemente 
ca mit c + 0, ¢ € K. Die Quadratklassé von a bezeichnen wir durch {a}. 
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Ebenen auftreten kénnen. Unsere Aufgabe ist also, in den dort angegebenen 
projektiv-metrischen Koordinatenebenen die zugehérigen Hilbert-Teilebenen 
zu bestimmen. Es geniigt dabei, jeweils die Menge der Punkte einer solchen 
Teilebene zu kennen ; eine Gerade gehért wegen der ZugehGrigkeitsbedingung (Z) 
dann und nur dann zur Teilebene, wenn sie mit mindestens einem Punkt der 
Teilebene inzidiert. 

Um eine kurze Bezeichnung zur Verfiigung zu haben, geben wir die folgende 
Definition : 

In einer projektiv-metrischen Koordinatenebene EZ von der in Satz 1 ge- 
nannten Art bezeichnen wir eine Menge B von Punkten als einen Hilbertschen 
Eigentlichkeitsbereich von E, wenn die Menge 7 der Punkte aus B und der 
Geraden, die mit wenigstens einem Punkt aus B inzidieren, eine zugehdérige 
Hilbert-Teilebene von E£ ist. 

Wir definieren ferner auf die tibliche Weise den Begriff einer konvexen 
Punktmenge : 

In einer projektiven Koordinatenebene £ iiber einem angeordneten K6érper 
bezeichnen wir eine Menge B von Punkten als konvex, wenn B nur Punkte von 
der Form K(z,, x2, 1) enthalt, und wenn B mit je zwei Punkten A und B auch 
alle Punkte enthalt, die zwischen A und B liegen. 

Wegen der letzten Aussage von Satz 1 geniigt es, diejenigen Hilbertschen 
Eigentlichkeitsbereiche zu bestimmen, die den Nullpunkt enthalten. Dabei 
werden wir im Falle einer ordinaren projektiv-metrischen Ebene den folgenden 
Satz benutzen: 

Satz 2. In einer projektiv-metrischen Koordinatenebene von der in Satz I 
angegebenen Art mit einer metrischen Konstanten k + 0 sei eine Menge B von 
Punkten gegeben, die den Nullpunkt enthilt. B ist dann und nur dann ein Hil- 
bertscher Higentlichkeitsbereich, wenn die Menge T der Punkte aus B und der 
mit mindestens einem dieser Punkte inzidierenden Geraden den folgenden Be- 
dingungen geniigt : 

1) T enthélt keine selbst-orthogonalen Geraden. 

2) T enthélt mit zwei zueinander orthogonalen Geraden deren Schnittpunkt. 

3) T enthélt mit drei kollinearen Punkten den vierten Spiegelungspunkt®). 

4) T enthélt mindestens zwei Punkte. 

5) Die Punktmenge B von T ist konvex. 

6) Ist Kx ein Punkt aus 7’, so ist g(x, x) Quadrat eines Elementes +0 aus K. 

Beweis. Die Bedingungen 1)—4) sind, wie man leicht erkennt, notwendig 
und hinreichend dafiir, daB 7 eine metrische Teilebene von Z ist (vgl. auch 
AGS § 19, Satz 1). 

Ist auBer den Bedingungen 1)—4) auch 5) erfiillt, so ist 7’ eine angeordnete 
metrische Teilebene. Das 14Bt sich ohne besondere Schwierigkeiten verifizieren 
und soll ebenfalls nicht ausgefiihrt werden. 


*) Unter dem vierten Spiegelungspunkt zu drei kollinearen Punkten A, B, C verstehen 
wir den Punkt D, fiir welchen die Spiegelungsgleichung o, og ¢¢ = Gp gilt. (ox bezeichnet 
die Spiegelung der projektiv-metrischen Ebene am Punkte X, d.h. die harmonische 
Homologie, die den Punkt X-und seine Polare als Zentrum und Achse hat.) 
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Wir zeigen jetzt, daB umgekehrt 5) erfillt ist, wenn 7 eine Hilbert- 
Teilebene ist. Da T nicht elliptisch ist’); enthalt 7 keinen der zum Nullpunkt 
polaren Punkte der Form K(z,, z,, 0). Also sind alle Punkte aus 7 von der 
Form K(z,, 22, 1). Es seien A, B zwei Punkte aus 7 und C ein Punkt aus 
E, der zwischen A und B liegt. Um zu beweisen, daB auch C in T liegt, 
wahlen wir einen Punkt F aus 7’, der nicht auf der Geraden A B liegt und einen 
Punkt @ aus 7’, der zwischen A und F liegt. Die Gerade CG gehért dann nach 
der Definition von T zu 7’. Man rechnet leicht nach, daB der Schnittpunkt der 
beiden Geraden CG und BF nicht zwischen B und F liegen kann. Nach dem 
Pasch-Axiom ®), das fiir 7 gelten muB, gibt es dann einen Punkt aus 7’, der auf 
der Geraden CG und zwischen A und B liegt. Das kann aber nur der Punkt C 
sein. C gehoért also zu 7’. 

Es bleibt nun noch zu zeigen, daB, wenn die Bedingungen 1)—5) erfiillt 
sind, die Bedingung 6) notwendig und hinreichend dafiir ist, daB 7 freie Be- 
weglichkeit besitzt. Besitzt 7’ freie Beweglichkeit, so lassen sich insbesondere 
alle Punkte von T durch eine Bewegung ineinander iiberfiihren. Dann liegen 
alle Elemente g(x, x) mit Kx € 7 in derselben Quadratklasse von K (AGS 
§ 10,3). Da T den Nullpunkt enthiilt, ist dies die Quadratklasse {1}. Also gilt 6). 

Es sei nun umgekehrt auBer den Bedingungen 1)—5) auch die Bedingung 6) 
erfillt. Wir zeigen zunachst, daB je zwei Punkte aus 7' sich durch eine Be- 
wegung von 7’ ineinander iiberfiihren lassen. Es seien Kx und Ky mit 
x = (x, 2g, 1) und y = (y,, Ye, 1) zwei Punkte aus 7. Wegen der Bedingung 6) 
sind g(x, x) und g(y, y) Quadrate und +0. Es gibt also ein Element c € XK, 
c> 0, so daB g(x, x) = g(cy, cy) ist. Nach AGS § 9, Lemma’! vertauscht die 
Spiegelung am Punkte K(x + cy) die Punkte Kx und Ky miteinander, 
vorausgesetzt, daB g(x +cy,x+cy)+0 ist. Nun liegt aber der Punkt 
K(x + cy) zwischen den Punkten Kx und Ky; da 7 konvex ist, gehért er 
also zu 7’. Daher ist g(x + cy, x + cy) + 0, und Kx und Ky werden durch eine 
Spiegelung von 7’ miteinander vertauscht. 

Man zeigt ganz entsprechend, indem man die Tatsache, daB K pythagoraisch 
ist, benutzt, daB je zwei Geraden durch den Nullpunkt durch die Spiegelung 
an einer Geraden, die ebenfalls durch den Nullpunkt geht, miteinander ver- 
tauscht werden (vgl. den Beweis von Satz 1). 

Es sei jetzt P, g ein inzidentes Paar Punkt und Gerade aus 7 und g’ eine 
Gerade durch den Nullpunkt 0. Nach dem Bewiesenen gibt es eine Bewegung « 
von 7’, die P in O iiberfiihrt. Es sei ga das Bild von g bei der Bewegung «. ga 
inzidiert mit O. Die Geraden ga und g’ werden durch die Spiegelung o an einer 
Geraden durch O, die wegen der Zugehérigkeitsbedingung zu 7' gehdrt, mit- 
einander vertauscht. Bei dieser Spiegelung bleibt O fest. Durch die Bewegung ao 
von 7 wird also P in O und zugleich g in g’ tibergefiihrt. Wendet man diesen 
SchluB noch einmal in umgekehrter Richtung an, so ergibt sich, daB allgemein 
je zwei inzidente Paare Punkt und Gerade aus 7 durch eine Bewegung von 
T ineinander tibergefiihrt werden kénnen. 7’ besitzt also freie Beweglichkeit. 


7) Das folgt etwa aus dem Satz vom AuBenwinkel (vgl. Hisert [5], I. Kapitel, 
Satz 22). Wegen dieses Satzes kann es in 7' kein Dreieck mit zwei rechten Winkeln geben. 
*) Hisert [5], Axiom IT, 4. 
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§ 2. Ganzzahlig-eiuschlieBbare Elemeate 


In einem geordneten Kérper K bezeichnen wir ein Element a als ganz- 
zahlig-einschlieBbar, wenn es eine natiirliche Zahl n mit |a| -< n gibt. (|a| sei der 
zu der Anordnung von K gehdérige Absolutbetrag von a, a'so das nicht negative 
der beiden Elemente a, —a.) Die ganzzahlig-einschlieBbarei Elemente bilden 
einen Ring R. Genau dann, wenn die Anordnung von K nichtarchimedisch ist, 
ist R cin echter Teilring von K. Die nicht in R liegenden Elemente nennt man 
unendlich gro. 

R ist ein Bewertungsring von K. Mit S bezeichnen wir die Gruppe der 
Einheiten von R, mit P das zu R gehérige Bewertungsideal. P besteht aus der 
Null und den Inversen der unendlich groBen Elemente, also aus den Nicht- 
einheiten von R. Es ist dann und nur dann a € P, wenn fiir alle natiirlichen 


Zahlen n gilt: |a|<~. 
Unter einem R-Modul verstehen wir eine Untergruppe M der additiven 


Gruppe von K mit der Eigenschaft: Aus m € M und r € R folgt mr € M. Ist M 
ein R-Modul, so gilt 


(3) Ist \a| < |b| und ist b € M, so istauchaceM. 


Aus |a| < || folgt namlich ER. Wegen (3) ist die Menge aller '‘R-Moduln 
von K durch die Relation des Enthaltenseins vollstandig geordnet. ° 

In einem anordenbaren Kérper K bezeichnen wir ein Element a als total 
ganzzahlig-einschlieBbar, wenn es eine natiirliche Zahl n derart gibt, daB fiir alle 
Anordnungen von K gilt : |a| < n. (Vgl. zu diesem Begriff auch AGS § 19,3.). Die 
total ganzzahlig-einschlieBbaren Elemente bilden einen Ring, der mit R, bezeich- 
net sei. Der Ring R, liegt im Durchschnitt aller Ringe von ganzzahlig-einschlieB- 
baren Elementen, die zu den verschiedenen Anordnungen von K gehdéren. Ein 
R,-Modul ist entsprechend wie ein R-Modul definiert. 

Wir betrachten jetzt mehrere Anordnungen von K. Mit R,, bezeichnen wir 
den Ring der bei der Anordnung w ganzzahlig-einschlieBbaren Elemente von K. 

Fiir den folgenden Satz wird sich in §3 eine geometrische Anwendung 
ergeben : 

Satz 3. Ist der Kérper K pythagoriisch, so ist jeder R,-Modul M, gleich 
dem Durchschnitt aller von M, erzeugten R,,-Moduln, wobei w alle Anordnungen 
von K durchléuft. 

Zum Beweis benutzen wir ein Lemma, welches fiir jeden anordenbaren 
K6rper K gilt. 

Wir bezeichnen eine Menge L ¢ K als Schrankenmenge eines Elementes 
a € K, wenn es zu jeder Anordnung von K ein Element / aus L mit |a| < |l| gibt. 

Lemma. Ist L eine Schrankenmenge der Elementes a € K, so gibt es eine 
endliche Teilmenge L’ von L, die ebenfalls Schrankenmenge von a ist. 

Den Beweis fiihren wir indirekt. Wir nehmen an, daB es zu jeder endlichen 
Teilmenge L’ von L eine Anordnung von K gibt, so daB 


\l| < ja| far alle 1¢L’ 
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ist, und zeigen, da es dann auch eine Anordnung von K gibt, bei der 
(4) \lij< |a| firalle 1EL 
ist. 

Es sei U die Menge derjenigen Elemente von K, die man erhalt, wenn man 
von Null verschiedene Quadratec und Elemente der Form 
(5) e—P mit lEL 
in endlicher Anzahl durch Addition und Multiplikation miteinander verknipft. 
Diese Menge U hat die folgenden Eigenschaften : 

a) U ist abgeschlossen beziiglich Addition und Multiplikation. 

b) U enthélt nicht die Null. 

Ist namlich u € U, so gibt es nach unserer Annahme eine Anordnung von K, 
bei der die endlich vielen bei der Bildung von u beteiligten Elemente (5) positiv 
sind, bei der also auch u > 0 ist. 

c) U enthélt alle von Null verschiedenen Quadrate von K. , 

Da U die Eigenschaften a)—c) besitzt, 14Bt U sich zu einem Positivbereich 
von K erweitern®). Bei der zugehérigen Anordnung sind alle Elemente (5) 
positiv, es gilt also (4). 

Beweis von Satz 3. M,, bezeichne den von M, erzeugten R,-Modul. Das 
Element m liege im Durchschnitt der simtlichen M,. Es ist zu zeigen, daB 
m € M, ist. Wir zeigen zunachst, daB M, eine Schrankenmenge von m ist. 
Dazu betrachten wir eine feste Anordnung w von K. Wegen m € M.,, besitzt m 
cine Darstellung 


m=T;m,+-+*++7r,m, mit 7r,€R,,m,€M,. 


Ist r;m, der absolut gr6Bte unter den Summanden der rechten Seite, und ist k 
eine natiirliche Zahl mit |r;| << k, so folgt 


\m| < |nkm,|.. 


Darin ist nkm, ein Element aus M,. m besitzt also eine Schranke aus M,. 

Da M, eine Schrankenmenge von m ist, enthalt M, nach dem Lemma eine 
endliche Schrankenmenge 1,,/,,...,1, von m. Weil K ein pythagoraischer 
KOrper ist, gibt es in K ein Element / mit 


P=R+---+. 
Dann ist fiir jede Anordnung von K 


|m| = |I| 
oder 


m 
rst, 
also + € Ry. Wir schlieBen nun aus der Identitat 
Vi+8-Vatg ht Vata’ 


*) Vgl. Boursaki [3], Chap. VI, § 2,3. Die Null zéhlen wir hier nicht zum Positiv- 
bereich. 
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und aus der leicht ersichtlichen Tatsache, da8 hier die beiden Wurzeln auf der 
rechten Seite in Ry liegen, auf Vj + €M,. Durch Wiederholung dieses 
Schlusses erhaélt man / ¢ M,. Wegen > € R, ist also auch m € M,. Damit ist 
Satz 3 bewiesen. 

Als einfache Folgerung aus dem Lemma erhalt man ferner: 

Satz 4. Ist K ein anordenbarer Kérper und ist das Element a € K bei jeder 
Anordnung von K ganzzahlig-einschlieBbar, so ist a total ganzzahlig-einschlieBbar. 


§ 3. Die Hilbert-Ebenen mit euklidischer Metrik 


Um die Hilbert-Ebenen mit euklidischer Metrik algebraisch zu charak- 
terisieren, miissen wir in den in Satz 1 angegebenen proejektiv-metrischen 
Koordinatenebenen, deren metrische Konstante k = 0 ist, die Hilbertschen 
Eigentlichkeitsbereiche, welche den Nullpunkt enthalten, bestimmen. 

Es sei nun E eine solche projektiv-metrische Koordinatenebene mit k = 0. 
Wir verwenden die Bezeichnungen R und R, in der in § 2 angegebenen Be- 
deutung, bezogen auf den Koordinatenkérper K von £. 

Fragen wir zunachst allgemeiner nach den metrischen Teilebenen von £, 
die den Nullpunkt enthalten, so gilt nach AGS § 19, Satz 3, Satz 6 (vgl. auch 
Satz 7) folgendes: 

Ist M ein R,-Modul + (0), so bilden die Punkte 


K(x; %,1) mit 2,,27,€M 


und die mit ihnen inzidierenden Geraden eine zugehdrige metrische Teilebene 
von E, und man erhilt alle zugehérigen metrischen Teilebenen, die den Nullpunkt 
enthalten, auf diese Weise aus den R,-Moduln von K. Alle diese metrischen Teil- 
ebenen besitzen freie Beweglichkeit. 

Hiermit erhalt man nun leicht die Hilbert-Teilebenen bzw. -Eigentlichkeits- 
bereiche : 

Theorem 1. Es sei E eine projektiv-metrische Koordinatenebene von der in 
Satz 1 angegebenen Art mit der metrischen Konstanten k = 0. Ist M ein R-Modul 
+ (0), so bilden die Punkte 


(6) K(2,, 2,1) mit 2,2,€M 


einen Hilbertschen Eigentlichkeitsbereich von E, und man erhdlt alle Hilbertschen 
Eigentlichkeitsbereiche, die den Nullpunkt enthalten, auf diese Weise aus den 
R-Moduln von K. 

Beweis. Wir benutzen die Tatsache, daB eine metrische Teilebene 7’ von E 
dann und nur dann eine geordnete metrische Teilebene ist, wenn die Punkt- 
menge von 7' konvex ist [vgl. Satz 2, 5)]. Wegen des vorher angefiihrten Ergeb- 
nisses aus AGS brauchen wir dann nur noch zu zeigen: Fiir einen Ry-Modul M 
ist die Menge der Punkte (6) dann und nur dann konvex, wenn M ein R-Modul 
ist. 

Die Menge der Punkte (6) sei konvex. Ist »€ R und z € M, so gibt es eine 
natiirliche Zahl n mit |r| <n, also |rz|< |nz|. Es ist nx € M. Wegen der 
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Konvexitat folgt rz ¢€ M. M ist also ein R-Modul. Ist umgekehrt M ein R-Modul, 
so gilt [vgl. (3)]: . 

(7) Ausasbsc und a,c€M folgt bEM. 

Aus (7) erhalt man ohne Mihe die Konvexitaét der Menge der Punkte (6). Damit 
ist das Theorem 1 bewiesen. 

Der Satz 3 aus § 2 liefert nun offenbar zu dem Theorem | das folgende 
Korollar: 

Korollar. Es sei E eine projektiv-metrische Koordinatenebene von der in 
Satz 1 angegebenen Art mit der metrischen. Konstanten k = 0 und T eine zu- 
gehérige metrische Teilebene von E. T ist gleich dem Durchschnitt der Hilbert- 
Teilebenen, die T enthalten. 


§ 4. Die Hilbert-Ebenen mit nichteuklidisecher Metrik 


Wir wollen jetzt die Hilbert-Ebenen mit nichteuklidischer Metrik be- 
stimmen. Nach Satz 1 miissen wir dazu in den dort angegebenen projektiv- 
metrischen Koordinatenebenen mit einer metrischen Konstanten k +0 die 
Hilbertschen Eigentlichkeitsbereiche, welche den Nullpunkt enthalten, be- 
stimmen. 

Wir denken uns fiir das Folgende eine solche projektiv-metrische Ko- 
ordinatenebene E fest gegeben. Die Bezeichnungen R, S, P verwenden wir in 
der in §2 angegebenen Bedeutung, bezogen auf den Koordinatenkérper K von E£. 

Als erstes werden wir zwei spezielle Klassen von Hilbertschen Eigentlich- 
keitsbereichen angeben (Theorem 2 und Theorem 3). AnschlieBend zeigen wir 
dann, da8 wir damit bereits alle Hilbertschen Eigentlichkeitsbereiche erhalten 
haben (Theorem 4). 

Theorem 2. Es sei E eine projektiv-metrische Koordinatenebene von der in 
Satz 1 angegebenen Art mit einer metrischen Konstanten k + 0. Ist M ein R-Modul 
+ (0) mit den Eigenschajten 

(a) Ist x € M, so ist kx* € P, 

(b) Ist x € M, so ist 1 + kx® Quadrat eines Elementes aus K, 

8o bilden die Punkte 
(8) K(x, 2,1) mit 2,27,€M 


einen Hilbertschen Eigentlichkeitsbereich von E. 

Beweis. Esisei — unter den Voraussetzungen von Theorem 2 — 7’ die Menge 
der Punkte von der Form (8) und der Geraden, die mit mindestens einem dieser 
Punkte inzidieren. Um Satz 2 anzuwenden, zeigen wir, daB 7 den dort an- 
gegebenen Bedingunren 1)—6) geniigt. 

Wir bemerken zunachst, daB die Menge der Punkte (8) offenbar identisch 
ist mit der Menge der Punkte 


(9) K(x, %, %3) mit 2, 27,€M,2,¢€8. 


Um die Geraden von 7 zu charakterisieren, definieren wir: Ein Tripel 
[Uy, Ug, U3] heiBe normiert, wenn u,, u, € R ist und mindestens eines der beiden 
Elemente u,, u, in S liegt. Es gilt dann: 


16* 
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Eine Gerade gehért dann und nur dann zu T, wenn sie durch ein Tripel 
[u, Ug, Us] mit den Eigenschaften 


(10) ‘[u,, Ug, Ug] ist normiert und u, € M 
dargestellt werden kann. 

Beweis. Gehért die Gerade Ku mit u = [u,, ug, us] zu 7’, so gibt es einen 
Punkt von der Form (8), der mit der Geraden K u inzidiert. Es ist also 

U, 2%, + Ugt%, + Ug=O0. 
Dann kann nicht wu, = u, = 0 sein, da sonst auch u,; = 0 ware, was nicht 
méglich ist. Es sei etwa |u,| > |u,|. Dann ist u, + 0. Dividiert man das Tripel 
uv durch u,, so ergibt sich ein normiertes Tripel u’ = [w}, us, v3], welches auch 
- die Gerade K uv darstellt, fiir welches also 
Ui, 2%, + Ug% + Ug = 0 
gilt. Wegen 2,, x, € M folgt hieraus u; ¢ M. vu’ hat also die Eigenschaften (10). 

Hat umgekehrt das Tripel u = [u,, v2, us] die Eigenschaften (10), und ist 
demgem4B etwa u, € S, so ist K(—u,, 0, u,) ein Punkt von der Form (9), der 
mit der Geraden Ku inzidiert. Die Gerade Ku gehért also zu 7’. 

Wir zeigen jetzt, daB 7’ den Bedingungen 1)—6) aus Satz 2 geniigt. 

Zu 1): Es sei Ku eine Gerade aus 7’. Wir diirfen annehmen, daB das Tripel u 
die Eigenschaften (10) hat. Da M der Bedingung (a) des Theorems 2 geniigt, 
ist kuz € P, also 

f(u, vu) = uf + ug mod P. 


Daraus folgt.f(u, v) € S. Ware namlich u? + u3 ¢ P, so ware erst recht u?, u3 € P 
und.damit auch u,, u, € P, im Widerspruch dazu, da8 uv normiert ist. Wegen 
f(u,u)€S8 ast f(u, uv) +0. Die Gerade Ku ist also nicht selbstorthogonal. 

Zu 2): Es seien Ku, Kv zwei zueinander orthogonale Geraden aus 7’. Wir 
kénnen annehmen, daB die Tripel u,v die Eigenschaften (10) haben. Der 
Schnittpunkt von Ku und Kv wird dargestellt durch das Tripél 

Us Us| [Uy U,| [uy Wel) 

(11) cow a ((* v3)’ vs v,)” s a) 
Wegen us, v, € M und weil uv und v normiert sind, folgt z,, z, € M. Zu zeigen 
bleibt, daB x, € S ist. 

Wegen der Bedingung (a) des Theorems 2 ist 

kug, kvg cP. 
Wegen 
|kusvs| S Max (|kug|, |k§|) 


ist also auch ku,v, ¢ P und daher 
f(u, Vv) = u,v, + ugv, mod P. 
Da Ku und Kv zueinander orthogonal:sind, ist f(u, v) = 0, also 


U,V, + Ugv,= 0mod P. 
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Ware nun z, ¢ S, also 
x, = |" “*l = 0 mod P, 
My U3) 
so waren die Paare u,,u, und v,,v,mod P zueinander proportional, etwa 
U, = Cv,, Uy = cv, mod P mit c € R. Daraus folgte 
uj + uj = c(u,v, + ugv,) = 0 mod P. 
Das widerspricht der Tatsache, daB8 wu normiert ist [vgl. den Beweis von 
Bedingung 1)]. 

Kx ist also ein Punkt von der Form (9) und gehért daher zu 7’. 

Zu 3): Es seien Ka, Kb, Kc kollineare Punkte aus 7. Wir kénnen an- 
nehmen, daB die Tripel a, b>c von der in (8) angegebenen Form sind. Der 
vierte Spiegelungspunkt wird dargestellt durch das Tripel 
(12) d = (d,, d,, ds) = g(b, c)a — g(a, c)b + g(a, b)c 
(AGS § 8, Satz 6). Dabei ist g(a, b) die metrische Form (1’). Die Bedingung (a) 
des Theorems 2 liefert 

ka,b,, ka,b, € P 
[vgl. den entsprechenden SchluB8 unter 2)]. Hieraus folgt 
g(o,b)€R, g(a,b)=1lmodP. 
Ferner erhalt man die entsprechenden Beziehungen fiir g(a, c), g(b, c). Damit 
ergibt sich aus (12): 
d,,d,€M, 
sowie d, € R, d,= 1 mod P, also d, € S. Der Punkt K d ist also von der Form (9) 
und gehért daher zu 7’. 

Zu 4): Nach der Annahme des Theorems 2 enthalt M ein Element zx + 0. 
Dann sind K(0,0,1) und K(z, 0,1) zwei voneinander verschiedene Punkte 
aus 7’. 

Zu 5): DaB die Menge der Punkte (8) konvex ist, folgt aus der Tatsache, 
daB M ein R-Modul ist [vgl. § 3, (7)]. 

Zu 6): Ist Kx mit x = (x,, 2, 1) ein Punkt von der Form (8), so ist mit 
X,, 2 € M auch |z,| + |z,| € M. Wayn 


V2i + 23 < |2,| + |, 
schlieBt man mit Hilfe von (3) auf /z} + 23¢M. Die Bedingung (b) des 
Theorems 2 ergibt dann, daB 


g(x, x) = k(xj + 23) +1 


ein Quadrat eines Elementes aus K ist. Wegen k(zj + 23) € P [Bedingung (a) 
des Theorems 2] ist g(x, x) + 0. 

Wegen Satz.2 ist hiermit das Theorenr 2 bewiesen. 

Fir die zweite Klasse von Hilbertschen Eigentlichkeitsbererchen, die wir 
zu betrachten haben, machen wir die Voraussetzung, daB die metrische Kon- 
stante k < 0 ist. Ist —k Quadrat in K, so gibt es in Z selbstpolare Punkte, also 
Punkte Kx mit g(x, x) = 0. Die Menge dieser selbstpolaren Punkte bezeichnet 
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man dann als den Fundamentalkegelschnitt von EZ. Die ,,inneren‘“‘ Punkte des 
Fundamentalkegelschnittes sind die Punkte Kx mit g(x, x) >0. Ist dabei 
X = (z,, %q, 1),80 kann man sich die GréBe g(x, x) als ,, Abstand“ des Punktes K x 
von-dem Fundamentalkegelschnitt veranschaulichen. Ist —k nicht Quadrat 
in K, d.h. besitzt E keinen Fundamentalkegelschnitt, so ist diese Veranschau- 
lichung auch noch méglich, wenn man die erweiterte projektiv-metrische 
Koordinatenebene ‘betrachtet, die entsteht, wenn man y—k zum Korper K 
adjungiert; in dieser erweiterten projektiv-metrischen Ebene gibt es dann ja 
wieder einen Fundamentalkegelschnitt, und die Anordnung ist auf die er- 
weiterte projektiv-metrische Ebene fortsetzbar. 

Wir betrachten in dem folgenden Theorem 3 nun solche inneren Punkte des 
Fundamentalkegelschnittes, fiir die der Abstand vom Fundamentalkegelschnitt 
eine gewisse GréBenordnung nicht unterschreitet, genauer: fiir die dieser Ab- 
stand nicht in einem gewissen Primideal von R liegt. Diese Punkte bilden dann 
einen Hilbertschen Eigentlichkeitsbereich. 

Theorem 3. : Es sei E eine projektiv-metrische Koordinatenebene von der 
in Satz 1 angegebenen Art mit einer metrischen Konstanten k < 0. Ist Q ein 
Primideal’®) + R von R mit der Eigenschajt 

(c) Ist 1 + kaz* > Ound 1 + k2* ¢ Q, so ist 1 + kx* Quadrat eines Elementes 


aus K, 
80 bilden die Punkte 
(13) Kx mit er (x, 72, 1), g(x, x) > 0, g(x, x) ¢ Q 
einen Hilbertschen Eigentlichkeitsbereich von E. 
Beweis. Es sei — unter den Voraussetzungen von Theorem 3 — T7' die 


Menge der Punkte (13) und der mit mindestens einem dieser Punkte inzidieren- 
den Geraden. Wir geben als erstes die folgende Charakterisierung der Geraden 
von T: 

Eine Gerade gehért dann und nur dann zu T', wenn sie durch ein Tripel 
U = [u,, Uy, Uy] mit 


(14) ui + ug=1 
und 
(15) f(u,u)>0, flu,v)€Q 


dargestellt werden kann. ; 
Beweis. Es sei Ku eine Gerade aus 7. Es gibt also einen Punkt von der 
Form (13), der mit Ku inzidiert, d.h. es ist 


(16) tl, %, + Ut, + uy =0. 

Wir dirfen annehmen, da8 das Tripel u der Bedingung (14) geniigt. Wegen (16) 
kann namlich nicht u, = u, = 0 sein, so daB man das Tripel u nétigenfalls 
durch /uj + u¥ dividieren kann. Wir benutzen jetzt die Identitat 

(17) (uy + w8) (xi + 23) = (uy xy — Ug x,)* + (uy x, + Uyxq). 


1°) Das Nullideal ist hierbei zugelassen. Ist k = —1, so erhalt man fir Q = (0) ein 
Kleinsches Modell der hyperbolischen Geometrie. 
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Wegen (14) und (16) erhalt man aus (17): 
g(x, x) = k(xj + 23) + 1 = b[(u, x, — uyx,)* + uf] + 1 
= k(u, x, — u,x,)* + f(u, uv). 
Wegen k < 0 ist also 
g(x, x) S f(u, uv). 
Hieraus schlieBt man wegen g(x, x) > 0 auf {(u, v) > 0 und wegen g(x, x) ¢ Q 
mit Hilfe von (3) auf f(u, v) ¢ Q. Das Tripel u geniigt also den Bedingungen (15). 
Es sei nun umgekehrt vu ein Tripel, welches den Bedingungen (14) und (15) 
geniigt. Der Punkt Kx mit 
X = (—Ug ty, — tg tg, 1) 
inzidiert dann mit der Geraden Kv und es ist 
g(x, x) = kug + 1 = f(u, uv). 


Hieraus schlieBt man, weil vu den Bedingungen (15) geniigt, daB der Punkt K x 
von der Form (13) ist, also zu 7’ gehért. Daher gehdért auch die Gerade Kv zu 7’. 
Wir zeigen jetzt, daB 7’ den Bedingungen 1)—6) aus Satz 2 geniigt. 
Zu 1): Fir eine Gerade Ku aus T' ist, wie eben gezeigt wurde, f(u, uv) > 0. 
Zu 2): Es seien Ku, Kv zwei zueinander orthogonale Geraden aus 7’. Wir 
kénnen also annehmen, daB die Tripel u = [u,, uw», us), Vv = [v,, ¥,, v3] den 
Bedingungen (14) und (15) geniigen. Der Schnittpunkt der beiden Geraden 
wird durch das Tripel (11) dargestellt. Es gilt dann die Lagrangesche Identitat 


g(x, x) = f(u, uv) f(v, v) — fP(y, v) . 

Wegen der Orthogonalitét von Ku, Kv ist hier {(u, v) = 0. Man kann daher auf 
g(x, x) > 0 schlieBen und daraus, wegen k < 0, auf z, + 0. Der Schnittpunkt 
wird also auch durch das Tripel x’ = z3x dargestellt, und es ist 
(18) x5 g(x’, x’) = f(y, vu) f(y, v). 

Wir zeigen nun, daB x3 ¢ R ist. Mit Hilfe der Identitat (17) erhalt man 

x5 = (u,v, — ugv,)* = fuj + uf) (v] + v7) — (u,v, + ugv,)* . 
Da vu und v der Bedingung (14) geniigen und da wegen der Orthogonalitaét von 
Ku und Kv 
U,V, + Ugt, = —kugvs 

ist, ergibt sich 
(19) x5 = 1 — (kugv,)*. 
Wegen f(u, v) = 1 + kuz > 0 ist |kug| < 1. Ebenso ist |kv3| < 1. Also ist auch 
|kugv5| < 1, also ku,v, € R. Aus (19) folgt daher 23 € R. 

Ware nun g(x’, x’) € Q, so wire wegen 23 € R nach (18) auch 


f(u, v) fv, v) EQ. 


Da Q ein Primideal ist, miiBte dann einer der beiden Faktoren in Q liegen, 
was nicht der Fall ist. Also ist g(x’, x’) ¢ Q. Der Schnittpunkt K x’ ist also ein 
Punkt von der Form (13) und gehért daher zu JT. ~ 
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Zu 3): Es seien Ka, Kb, Kc drei kollineare Punkte aus 7'. Wir kénnen also 
annehmen, da8 die Tripel a = (a,, a,, 1), b = (0,, bg, 1), ¢ = (ce, cg, 1) den Be- 
dingungen aus (13) geniigen. Der vierte Spiegelungspunkt wird dargestellt 
durch das Tripel (12); dabei ist 

g(d, d) ae g(a, a) g(b, b) g(c, c) 
(AGS § 8, Satz 6). Aus der letzten Beziehung schlieBt man auf g(d, d) > 0 und 
daraus, wegen k < 0, auf d, + 0. Der vierte Spiegelungspunkt wird also auch 
durch das Tripel d’ = dy'd dargestellt. Dann ist 
(20) d§ g(d’, d’) = g(a, a) g(b, b) g(c, ¢). 

Wir zeigen nun, daB d,¢€R ist: Wegen g(a, a) = k(a} + a3) + 1 > 0 ist 
\ka?| < 1, und ebenso |kb?| < 1. Daher ist |ka,b,| < 1, und ebenso |ka,b,| < 1. 
Daraus folgt g(a, b) € R, und entsprechend: g(b, c), g(a, c) € R. Aus (12) folgt 
also: d, € R. 

Ware nun g(d’, d’) € Q, so ware wegen.d, € R nach (20) auch 


g(a, a) g(b, b) g(c, c) EQ. 
Da Q ein Primideal ist, miiBte dann einer der drei Faktoren in Q liegen, was 
nicht der Fall ist. Also ist g(d’, d’) ¢ Q. Der vierte Spiegelungspunkt Kd’ ist 
also von der Form (13) und gehért daher zu 7’. 
l 


Zu 4): Es sei x + 0 ein Element aus K mit z?< De: Dann ist 1 + kz? > = 
also 1+ k2?¢P. Wegen Q+R ist QC P, also 1+ kz? ¢Q. Der Punkt 
K(x, 0, 1) gehért also zu 7’. AuBerdem gehért der Nullpunkt K (0, 0, 1) zu 7. 

Zu 5): Es seien Ka, K b zwei Punkte aus 7’, und Kc ein Punkt, der zwischen 
Ka und Kb liegt. Es sei 

a = (a,,a,,1), b= (b,,5,,1), c= (e,¢,,1). 
Dann ist also 

c=aa+bb mit a+b=1, a,b>0. 

Daraus folgt 
(21) g(c, c) = a*g(a, a): + b?g(b, b) + 2abg(a, b). 
Nun ist aber 

29(a, b) = g(a, a) + g(b, b) —g(a— b,a— b). 
Darin ist 

g(a — b, a— b) = k[(a, — b,)? + (a, —6,)*] = 0. 

Es folgt also, wenn wir etwa g(a, a) < g(b, b) annehmen, 


g(a, b) = g(a, a). 
Daher erhalten wir aus (21): 
g(c, c) =} (a? + b? + 2ab) g(a, a) = g(a, a). 
Hieraus folgt g(c,c) > 0 und g(c, c) ¢ Q, da das Entsprechende fiir g(a, a) 
gilt. Der Punkt Kc gehért also zu T. 
Zu 6): Die Behauptung ergibt sich direkt aus der Bedingung (c) des Theo- 


rems 3. 


Damit ist Theorem 3 bewiesen. 
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Es soll jetzt gezeigt werden, da8 umgekehrt auch jeder Hilbertsche Eigent- 
lichkeitsbereich, der den Nullpunkt enthalt, von der in Theorem 2 oder von der 
in Theorem 3 angegebenen Form ist. Es gilt: 

Theorem 4. Es sei E eine projektiv-metrische Koordinatenebene von der 
in Satz 1 angegebenen Art mit einer metrischen Konstanten k +0 und B ein 
Hilbertscher Eigentlichkeitsbereich von E, der den Nullpunkt enthédlt. Dann gibt 
es einen R-Modul M + (0) mit den Eigenschaften (a), (b), so daB B aus den 
Punkten (8) besteht, oder es gibt ein Primideal Q + R von R mit der Eigenschaft 
(c), so daB B aus den Punkten (13) besteht. Ist k > 0 oder ist k nicht von der 
Form sa® mit s € S, so ist B immer auf die erstgenannte Art darstellbar. 

Zum Beweis nehmen wir an, da es in Z einen Hilbertschen Eigentlichkeits- 
bereich B gibt, der den Nullpunkt enthalt. Aus dieser Annahme beweisen wir 
die folgenden Aussagen (i)—(vi). Wir benutzen dabei die Spiegelungsformel 
(AGS § 8,3): 

, g(x, y) 
(22) w= —X+ Boy): 
Darin bedeuten x, x’, y Tripel von Punktkoordinaten, und zwar ist Kx’ der 
Bildpunkt des Punktes K x bei der Spiegelung am Punkte Ky (vgl. FuBnote 6). 

Nach Satz 2, 5) sind alle Punkte aus B von der Form K(z,, x», 1). Mit M 
bezeichnen wir die Menge der Elemente z ¢€ K, fiir die K(z, 0,1) in B liegt. 
Es gilt nun: 

(i) Ist |x| < |y|, so liegt mit y auch x in M. 

Beweis. Da die Spiegelung am Nullpunkt die Punkte K(z,0,1) und 
K(—zx, 0,1) miteinander vertauscht, ist dann und nur dann z¢ M, wenn 
|z| € M ist. Entsprechendes gilt fir y. Die Behauptung folgt jetzt aus der 
Tatsache, daB B konvex ist. 

(ii) Ist x € M, so ist |kx*| < 1. 

Beweis. Ware |kx*| => 1, s0 ware 7 <= |z|. Mit (i) folgte daraus : — i eM. 


| 
Der Punkt 
) (ee. 
K (gz 01) 
lage also in B. Dieser Punkt ist aber polar zum Punkte K(x, 0,1), welcher 
ebenfalls in B liegt. Da die durch B definierte Teilebene nicht elliptisch ist 
(vgl. FuBnote 7), kann B aber nicht zwei zucinander polare Punkte enthalten. 
Das ist ein Widerspruch. Also gilt (ii). 
(iii) Aus 2 €M folgt =~", € M. 
Die Spiegelung am Punkte K(z, 0, 1) fiihrt nimlich den Nullpunkt in den 
Punkt 
, 2x 
K (7 par + % 1) 


iiber. (Wegen (ii) ist 1 — ka* + 0.) 
(iv) Der Punkt K(2,, 2. 1) gehért dann und nur dann zu B, wenn 
Vxi + 23 € M ist. 
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Beweis. Die Drehungen der projektiv-metrischen Ebene Z um den Null- 
punkt™) werden dargestellt durch solche orthogonalen Transformationen des 
durch die Form (1’) metrisierten Vektorraumes der Tripel x = (2, 2, 23), die 
das Tripel (0, 0, 1) und den zu diesem Tripel orthogonalen Teilraum der Tripel 
(21, %q, 0) fest lassen. Jedes Tripel der Form x = (z,, 2, 1) geht bei einer solchen 
Transformation daher iiber in ein Tripel x’ = (xj, x3, 1). Wegen der freien 
Beweglichkeit in der durch den Eigentlichkeitsbereich B gegebenen Teilebene 
kann jede Gerade durch den Nullpunkt durch eine Drehung um den Nullpunkt 
in die Gerade K (0, 1, 0] tibergefiihrt werden. Daher kann auch jeder Punkt 
von £ durch eine solche Drehung in einen Punkt der Geraden K [0, 1, 0] iiber- 
gefihrt werden. Man kann also die Drehung so wahlen, daB das Tripel 
x = (x,, 2, 1) durch die zugehérige orthogonale Transformation in ein Tripel 
der Form x’ = (xj, 0, 1) tibergefiihrt wird. Da g(x, x) = g(x’, x’) ist, folgt 


|2j| = V2i + 23 
Nun liegt Kx dann und nur dann in B, wenn K x’ in B liegt, d. h. wenn x; € M 
ist. Wegen (i) ist das gleichwertig mit: |x;| = //z? + 23 € M. Damit ist (iv) 
bewiesen. 
(v) Ist kz* € P fiir alle x € M, 80 ist M ein R-Modul + (0) mit den Eigen- 
schaften (a), (b) und B besteht aus den Punktén von der Form (8). 
Beweis. Es sei kx® € P fiir alle x € M. Dann ist fiir alle natiirlichen Zahlen n 


k2tj<+ faralle 2¢M. 
n 


Setzt man hier n = 3, so folgt aus der entstehenden Ungleichung die Be- 
ziehung 
3 | 22 


| 
= | S|}; Fr alle xem. 





Daraus schlieBt man mit Hilfe von (i) und (iii), daB mit z stets auch bs zin M 
liegt. Durch Wiederholung des Schlusses ergibt sich, daB mit x stets auch 
(5's in M liegt, und zwar fiir jede natiirliche Zahl n. Daraus folgt mit (i) 
weiter, daB mit x auch nz in M liegt, fiir jede natiirliche Zahl n. Wegen 


|2— y| S 2 Max(|z}, |y/) 


ergibt sich mit (i) weiter, daB mit z, y auch z— y in M liegt. Ist schlieBlich 
r€Rund z € M, so gibt es eine natiirliche Zahl n mit |r| < n, also |rz| < |nz|. 
Daraus folgt rx ¢ M. M ist also ein R-Modul. Da B nicht nur aus einem Punkt 
besteht, ist M + (0). M geniigt der Bedingung (a), und (b) folgt aus Satz 2, 6). 
Die letzte Behauptung von (v) ergibt sich aus (iv). Wegen 


||, |z,| S Vx + 23S |x| + |29I 


ist namlich dann und nur densi Vx + 23 € M, wenn 2z,, x, € Mist. 


ny ‘Das heiBt, die Produkte von zwei Spiegelungen an Geraden, die durch den Null- 
punkt gehen. Zu den folgenden Betrachtungen vgl. AGS’§ 8. 
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Wir kénnen jetzt die letzte Behauptung des Theorems 4 beweisen. Ist 
k > 0, so ist wegen (ii) fir alle x ¢ M: 


0< 1—k2?sl. 
Daraus folgt 
| 22 
|22| < |}. 


Hieraus schlieBt man mit (i) und (iii) auf 2x € M, und weiter auf 2"z ¢ M fiir 
jede natiarliche Zahl n. Wegen (ii) ist dann |k2®* zx*| < 1 oder 


1 
|ka*| < 335 


fiir jede natiirliche Zahl n. Das bedeutet: kz* ¢ P. Die Voraussetzung von (v) 
ist also erfillt; B kann daher durch einen R-Modul auf die dort genannte Art 
dargestellt werden. 

Ist andererseits k nicht von der Form sa? mit s € S, so liegt kz* nicht in S. 
Ist x € M, so ist aber wegen (ii): kz* € R. Also ist kz* € P. Die Voraussetzung 
von (v) ist also auch in diesem Fall erfillt und erlaubt den gleichen SchluB 
wie eben. Damit ist die letzte Behauptung des Theorems 4 bewiesen. 

Wegen (v) haben wir nun nur noch fiir den Fall, da8 es ein Element x ¢ M 
mit kz* ¢ P gibt, etwas zu beweisen. In diesem Fall muB, wie wir eben sahen, 
k < 0 sein. Wir wollen zeigen, daB B unter diesen Voraussetzungen auf die in 
Theorem 3 angegebene Art darstellbar ist. 

Die Menge derjenigen Elemente a € K, fiir die 


ja|<1+k2* firalle x€M 
gilt, sei mit Q bezeichnet. Dann ist offenbar fiir z ¢ M 
(23) l+ka®>0O und 14+ k2t¢Q 
und_.es gilt auch die Umkehrung hiervon; geniigt das Element 2 den Bedin- 
gungen (23), so gibt es namlich ein Element y ¢ M mit 
l+kysl+ kz’. 
Wegen k < 0 schlie8t man mit (i) hieraus auf x = M. 
Mit Hilfe von (iv) erhalt man jetzt: 
Der Punkt K(x,, 2, 1) gehért dann und mir dann zu B, wenn k(x? + 23) + 
+ 1>0 und k(x? + 23) + 1 € Q ist. 
Das Theorem 4 wird also bewiesen sein, wenn wir gezeigt haben, daB Q ein 
Primideal +R von R ist. [Die Bedingung (c) ergibt sich aus Satz 2, 6).] 
Zu diesem Zweck zeigen wir als erstes: 
(vi) Ist k < 0, so gilt: Aus a, b'¢ Q folgt ab ¢ Q. 
Beweis. Es sei etwa |a| = Min(jal, |b). Wegen a ¢ Q gibt es ein Element 
x € M, fiir welches 1 + k2z* < |a| und folglich 
(1 + k2*)? < a? 
ist. Wir benutzen jetzt die wegen k < 0 geltende Abschitzung 


1+ (7745) =(F7GS) = 0 + bate. 
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Die beiden letzten Ungleichungen ergeben zusammen, wenn wir zur Abkiirzung 
, oo 
> Lae 
setzen, 
1+kz’*< a & |ad|. 
Wegen (iii) ist x’ € M. Also folgt ab ¢ Q. 
Wir zeigen jetzt, daB QC P ist. Nach unserer Voraussetzung am Anfang 
gibt es ein Element x¢€ M mit ka? ¢ P. Dann ist a= 1+ kz? = 1 modP. 
Ferner ist, wegen (ii) und k< 0,0< a< 1. Daraus folgt: 


l 1 
l< ae +1 modP. 
Es gibt daher eine natiirliche Zahl m mit 
l l 
1 + < ‘ 
a a 
Daraus folgt, fiir jede natiirliche Zahl n, 
n l 
]+—< _ 
m a 
oder 
(24) a* < — m =. 


Nach der Definition von Q ist a ¢ Q, und daher wegen (vi): a" ¢ Q fiir jede 
natiirliche Zahl n. Ist nun 6 € Q, so muB also |b| < a" sein. Dann folgt wegen (24) : 
m 


W< ate 
Das bedeutet aber: b € P. Also ist Q ¢ P. 

Wir kénnen nun schlieBen, daB, fiir jede natiirliche Zahl n, mit a stets auch 
na in Q liegt. Es sei a € Q und n eine natiirliche Zah]. Dann ist, wie wir sahen, 
a € P. Also ist 


fiir jede natiirliche Zahl n . 


— 
ja| 3 nt . 
Daraus folgt (na)? < |a|. Wegen a € Q ist also (na)? € Q, und daher wegen (vi) 
na€éQ. 
Von hier aus erkennt man nun leicht, daB Q ein R-Modul ist [vgl. den Be- 
weis von (v)]. Wegen Q ¢ P und (vi) ist Q also ein Primideal + R von R. Damit 
ist das Theorem 4 bewiesen. 


§ 5. Uber die Winkelsumme im Dreieck 

In einer Hilbert-Ebene ist die Winkeladdition erklart (H1LBERT [5]): damit 
hat auch der Begriff der Summe der Innenwinkel eines Dreiecks einen Sinn. 
In den Hilbert-Ebenen mit euklidischer Metrik, und nur in diesen, ist die 
Winkelsumme gleich zwei Rechten. Es ist iiblich, die Hilbert-Ebenen mit nicht- 
euklidischer Metrik mit Hilfe der Winkelsumme in zwei Klassen einzuteilen: 
man unterscheidet zwischen Hilbert-Eberen, in denen die Winkelsumme 
kleiner als zwei Rechte ist, und solchen, in denen sie gréBer ist. Diese Ein- 
teilung ist méglich, weil der folgende von DEHN bewiesene Satz gilt (DEHN [4]): 








“ 
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Ist in einer Hilbert-Ebene in irgendeinem Dreieck die Winkelsumme gréfer 
bzw. gleich bzw. kleiner als zwei Rechte, so ist sie es in jedem Dreieck dieser Ebene. 

Dieser Satz folgt auch aus der Tatsache, daB die Winkelsumme gréBer 
bzw. kleiner als zwei Rechte ist, je nachdem die metrische Konstante k > 0 
oder k < 0 ist (Scour [6]). Den letzteren Satz werden wir im folgenden durch 
eine einfache Rechnung beweisen. 

Die Einteilung der metrisch-nichteuklidischen Hilbert-Ebenen mit Hilfe der 
Winkelsumme beruht wesentlich auf der Anordnung und der freien Beweg- 
lichkeit. Ein Einteilungsprinzip, welches nicht von derartigen Forderungen 
abhangt, und z. B. auch allgemein bei metrischen Ebenen (im Sinne des 
Axiomensystems von BACHMANN) anwendbar ist, gewinnt man, wenn man die 
Idealebenen betrachtet. Die Idealebene einer metrisch-nichteuklidischen 
Ebene ist entweder eine elliptische oder eine hyperbolische projektiv-metrische 
Ebene. Hiernach kann man unterscheiden zwischen metrischen Ebenen mit 
elliptischer und solchen mit hyperbolischer Idealebene. 

In diesem Paragraphen soll nun an Beispielen gezeigt werden, daB die 
Einteilung der Hilbert-Ebenen nach der Winkelsumme von diesem all- 
gemeineren Gesichtspunkt aus nicht sinnvoll erscheint: Fiir die Hilbert- 
Ebenen fallen naémlich die beiden Einteilungsprinzipien, Winkelsumme 
bzw. Metrik der Idealebene, nicht zusammen. 

Hilbert-Ebenen, in denen die Winkelsumme gréBer als zwei Rechte ist**), 
besitzen stets eine elliptische Idealebene; ist die metrische Konstante k 
namlich positiv, so ist die metrische Form offenbar nullteilig, d. h. {(u, vu) = 0 
gilt nur fiir v = [0, 0, 0). Die bekanntesten Hilbert-Ebenen mit einer Winkel- 
summe von weniger. als zwei Rechten, die hyperbolischen Ebenen, haben eine 
hyperbolische Idealebene. Es gibt aber, wie die im folgenden betrachteten 
Beispiele lehren, auch Hilbert-Ebenen mit einer Winkelsumme von weniger als 
zwei. Rechten, deren Idealebene elliptisch ist; man kann sogar metrische 
Ebenen mit fréier Beweglichkeit konstruieren, in denen es zwei Anordnungen 
gibt, derart daB die Winkelsumme im einen Fall kleiner und im anderen Fall 
gréBer als zwei Rechte ist (s. das unten angegebene Beispiel 2). 

Zunachst beweisen wir den oben erwaihnten Satz iiber die metrische Konstante. 

Satz-5. Es sei H eine Hilbert-Ebene, die nach Satz 1 algebraisiert sei. 
In jedem Dreieck aus H ist die Summe der Innenwinkel kleiner, gleich oder 
groper als zwei Rechte, je nachdem, ob die metrische Konstante k kleiner, gleich 
oder gréBer als 0 ist. 

Beweis. Ist k = 0, so ist H Teilebene einer euklidischen Ebene und daher 
die Winkelsumme im Dreieck gleich zwei Rechten. Wir brauchen also nur noch 
den Fall k + 0 zu betrachten. 

Es geniigt nun, den Satz fiir solche Dreiecke zu beweisen, deren einer Eck- 
punkt der Nullpunkt ist. Jedes Dreieck kann namlich durch eine Bewegung 
in diese Lage gebracht werden, und die Eigenschaft der Winkelsumme, kleiner 
bzw. gréBer als zwei Rechte zu sein, bleibt bei Bewegungen erhalten. 








12) Das erste Beispiel einer solchen gab DEHN mit seiner nichtlegendreschen Geometrie 
(Dexn [4)). 
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Wir betrachten jetzt ein Dreieck OA B.O sei der Nullpunkt. In jedem 
Dreieck sind mindestens zwei Winkel kleiner als ein Rechter (s. FuBnote 7). 
Wir dirfen annehmen, da8 in unserem Fall die bei A bzw. B liegenden Winkel 
a, 6 kleiner als ein Rechter sind. 

Zwei Geraden seien als parallel bezeichnet, wenn ihr Schnittpunkt (in der 
Idealebene) auf der Polaren K (0, 0, 1] des Nullpunktes lieg’. A’ B’ sei eine zu 
AB parallele Gerade durch O, und zwar liege A’ mit A auf derselben Seite der 
Geraden O B und B’ mit B auf derselben Seite der Geraden C A. 

Wir zeigen nun, daB «< < AOA’ oder 
R’ 0 A’ «> AOA’ ist, je nachdem k < 0 oder 
2 — ” k> 0 ist. Der gleiche SchiuB liefert dann 
auch die entsprechende Aussage fiir #. 
Damit wird Satz 5 bewieser: sein. 

Es sei r cin von O ausgehender Halb- 

strahl, der auf derselben Seite der Geraden 

Fig. 1 OA liegt wie A’, und der mit OA den Win- 

kel « bildet. Fiir die folgende Rechnung 

nehmen wir an, daB OA die z,-Achse, d.h. die Gerade K [0, 1, 0] ist, daB 

dabei A auf der positiven 2,-Achse liegt, und daB ferner die Seite von OA, 

auf der A’ liegt, die Seite positiver z,-Werte ist. Da « kleiner als ein rechter 
Winkel ist, hat die Tragergerade von r die Darstellung 


(25) K[{s,—1,0] mit s>0. 


Wir berechnen nun die Darstellung der Geraden A B, indem wir die Tatsache 
benutzen, daB man A B als Bildgerade erhalt, wenn man auf die Tragergerade 
von r die Spiegelung am Mittelpunkt M der Strecke O A anwendet. Wir benutzen 
dazu die Spiegelungsformel [vgl. (22)] 











Vv 
cone 
Hierbei ist Kv die Polare des Punktes, an dem gespiegelt wird, und Ku’ die 
Bildgerade von Ku. Hat M die Darstellung K (a, 0, 1), so ist also v = [ka, 0, 1] 
zu setzen. Man erhilt als Bild von (25), also als Darstellung der Geraden A B, 
wenn man das Bildtripel noch mit —1 multipliziert : 
-—_ 2 = 
K qs 6,1, e- 
Da OA’ parallel zu A B ist, hat OA’ die Darstellung 
1 — ka? 
1 + ka* 
Beim Ubergang von der Tragergeraden von r zu der Geraden 0A’ wird dic 
Steigung s also mit dem Faktor 


vu’ =—u+2 





K s,—1, 0]. 


1 — ka* 

1 + ka? 
multipliziert. Dabei ist |ka*| << 1 [Aussage (ii) im Beweis von Theorem 4]. Die 
Steigung wird also gréBer oder kleiner, je nachdem k < 0 oder k > 0 ist. Daraus 
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folgt unsere Behauptung tiber die Winkel « und < AOA’. Damit ist, wie gesagt, 
Satz 5 bewiesen. 

Wir geben jetzt die Beispiele von Hilbert-Ebenen, in denen die Winkel- 
summe im Dreieck kleiner als zwei Rechte (d. h. k < 0) ist und deren Ideal- 
ebene eine elliptische projektiv-metrische Ebene ist. 

Da der Kérper K als pythagoraéisch vorausgesetzt werden muB, ist die 
Forderung, daB die Idealebene elliptisch sein soll, d.h. daB es kein Tripel 
u + [0, 0, 0] mit f(u, v) = 0 geben soll, offenbar gleichwertig damit, daB —k 
nicht Quadrat eines Elementes aus K ist. Um ein Beispiel der obengenannten 
Art anzugeben, miissen wir also einen geordneten pythagoraischen Kérper K 
konstruieren, in dem es ein positives Element a = —k gibt, welches kein 
Quadrat ist, in dem aber andererseits 1 + k2* fiir gewisse x ein Quadrat ist 
[vgl. die Bedingungen (b) in Theorem 2 und (c) in Theorem 3]. 

Wir geben zunachst eine Klasse von Beispielen, unter denen sich auch solvhe 
mit archimedischer Anordnung befinden. 

Beispiel 1. Es sei A, ein Kérper, welcher zwei verschiedene Anordnungen 
besitzt. Wir bezeichnen diese Anordnungen mit < bzw. > und <’ bzw. >’. 
A sei die algebraisch abgeschlossene Hiille von Ky, und L bzw. L’ sei ein in A 
liegender reell abgeschlossener algebraischer Erweiterungskérper von Ko, 
dessen Anordnung die durch < bzw. durch <’ bezeichnete Anordnung von K, 
fortsetzt!*). Als Koordinatenkérper fiir unser Beispiel nehmen wir den Durch- 
schnitt K = L 7 L’ mit der Anordnung <, die durch die Anordnung von L in K 
induziert wird. K besitzt auBerdem die durch die Anordnung von L’ induzierte 
Anordnung <’. Ist c € K unde > 0, ¢ >’ 0, so ist c in K ein Quadrat, denn die 
Quadratwurzeln aus c liegen dann sowohl in L als auch in L’, also in K. Hiermit 
kénnen wir schlieBen, daB.K ein pythagoraéischer Kérper ist. Fir c ¢ K ist 
namlich 1 + c? > 0 und 1 + c? >’ 0. 

Es gibt in K ein Element k mit k< 0 und k >’ 0, und man erkennt wie 
eben: Ist 1 + ka? > 0, so ist 1 + k2® Quadrat eines Elementes aus XK; es ist 
nimlich auch 1 + kz? >’ 0. 

Wir betrachten nun die projektiv-metrische Koordinatenebene tiber dem 
Kérper K mit der durch < bezeichneten Anordnung. Die metrische Form sei 
die Form (1) mit der eben angegebenen Konstanten k. Da K auch eine An- 
ordnung besitzt, fiir die k positiv wird, ist die metrische Form nullteilig, die 
projektiv-metrische Ebene also elliptisch. Wir kénnen mit Hilfe von Theorem 3 
schlieBen, daB die Punkte Kx mit g(x, x) > 0 einen Hilbertschen Eigentlich- 
keitsbereich bilden; die oben gemachte Bemerkung beziiglich der Elemente 
1 + k2z® besagt néimlich, daB die Bedingung (c) des Theorems 3 erfiillt ist. 
Die Winkelsumme ist wegen k < 0 kleiner als zwei Rechte. 

. Die Tatsache, daB die Menge der Punkte Kx mit g(x, x) > 0 eine metrische 
Teilebene definiert, erkennt man iibrigens einfacher mit Hilfe des Theorems 7 
aus AGS § 10 als durch die hier im Beweis von Theorem 3 benutzten Schliisse. 

Ist die Anordnung < von K, archimedisch, so ist ihre Fortsetzung auf den 
algebraischen Erweiterungskérper K ebenfalls archimedisch. 

18) Vgl. v. p. WAERDEN [7], § 72. 
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Im folgenden Beispiel konstruieren wir metrische Ebenen mit freier Be- 
weglichkeit, in denen zwei verschiedene Anordnungen definiert werden kénnen, 
derart. daB jeweils bei beiden Anordnungen eine Hilbert-Ebene entsteht und 
daB die Winkelsumme im Dreieck bei der ersten Anordnung kleiner als zwei 
Rechte und bei der zweiten Anordnung gréBer als zwei Rechte ist. 

Beispiel 2. Es sei K ein Kérper, der so konstruiert ist, wie der Korper K 
im ersten Beispiel. Wir betrachten nun den Kérper K ((t)) der Potenzreihen"™) 


(26) a= J ati mit a,€K. 
Dabei bedeutet n eine ganze Zahl. Ist in der Darstellung (26) n = 0, a, + 0 und 
a, in K ein Quadrat, so ist a in K ((t)) ein Quadrat, wie man auf die tibliche Art 
durch Ansatz mit unbekannten Koeffizienten und Koeffizientenvergleich 
erkennt: 

K((t)) ist ein pythagoraischer Kérper. Zum Beweis betrachten wir ein 
Element 1 + a*, wobei wir zunachst annehmen, daB in der Darstellung (26) 
des Elementes a n = 0 ist. Dann ist 


l+at?= 3S bt mit 6,¢€K, 
i=0 
und hierin ist 6) = 1 + aj. b, ist also in K ein Quadrat und daher nach der zuvor 
gemachten Bemerkung 1 + a® in K((t)) ein Quadrat. Den Fall, daB in der 
Darstellung (26) des Elementes a n < 0 ist, fihrt man mit Hilfe der Identitat 


1+ a*= a (1 + =) 


auf den eben behandelten Fall zuriick. 
Jede Anordnung von K kann durch folgende Vorschrift auf K((t)) fort- 
gesetzt werden: Ist 


a= J a,t' mit a,¢K,a,+0, 
‘=n 

so sei genau dann a > 0, wenn a, > 0 ist. Jede derartige Anordnung von K ((¢)) 
ist nichtarchimedisch. Nehmen wir etwa an, daB die beiden Anordnungen < 
und <’ des Koeffizientenkérpers K archimedisch sind (vgl. die letzte Bemerkung 
zu Beispiel 1), und denken wir uns beide Anordnungen in der angegebenen 
Weise auf K((t)) fortgesetzt. Dann besteht der Ring R der ganzzahlig-ein- 
schlieBbaren Elemente von K ((t)) bei beiden Anordnungen aus den Elementen 
(26) mit n > O und das Ideal P besteht beidemal aus den Elementen (26) mit 
n> 0. 

Wir betrachten nun die projektiv-metrische Koordinatenebene £ iiber dem 
Kérper K((t)) mit der metrischen Form (1). Die metrische Konstante sei ein 
Element k € K mit k< 0 und k >’ 0. Wegen k >’ 0 ist E wieder eine elliptische 
projektiv-metrische Ebene. Wir wollen Theorem 2 anwenden. Die Bedingung 
(a) ist fir jeden R-Modul M ¢ P erfillt. Man erkennt ferner entsprechend wie 


14) Vgl. etwa Boursaki [3], Chap. IV. 
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beim Beweis der Tatsache, daB K ((t)) ein pythagoraischer Kérper ist, daB auch 
die Bedingung (b) fiir alle R-Moduln MC P erfillt ist. Man kann also 
z. B. M = P setzen. 

In der projektiv-metrischen Ebene £ erhalten wir also Punktbereiche, die 
beziiglich der beiden angegebenen Anordnungen Hilbertsche Eigentlichkeits- 
bereiche sind. Bei der einer Anordnung ist die Winkelsumme kleiner als zwei 
Rechte, bei der anderen ist sie gréBer als zwei Rechte. 
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Nested Recursion 
By 
W. W. Tart in Stanford 


Let < be an (irreflexive) well-ordering of the set N of natural numbers, and 
for convenience, suppose that 0 is the least element with respect to <. In what 
follows, ‘‘well-ordering” will always mean a well-ordering of this sort, and 
“function” will always refer to functions from N x--- x N into N. 

Nested (eingeschachtelte) recursion on < occurs when the value ¢/(#, 0) 
of a function ¢ is defined as a given function of the variables # = (2, . . ., Z»), 
and (2, y + 1) is defined explicitly in terms of given functions and certain 
values p(t, l,) (j= 1,..., p) of p, wheret,,,...,&,,, and |, are numerical terms 
built up out of “gp”, the variables z,,..., z,,, y and given function constants, 
and where (writing y’ = y + 1) 


(1) (4) (y) (h<y'] Gj=1,...,p) 
holds. Included in the definition of nested recursion is the special case 
(2) + 0) = y(2) 

p(2, y’) = x[4, y’, (4, O(4, y’))], 


of (unnested) ordinal recursion on <; or <-recursion, where the function 6 is 
subject to the condition 


(1’) (2) (y) [6(2, y’) < y’ 4 6(2, 0) = 0). 

A function which can be obtained by means of a sequence of explicit defi- 
nitions and nested recursions on <, starting with the primitive recursive 
functions, will be called a nested <-recursive function. Providing that all the 
recursions in the sequence are ordinal recursions, we shall call the function 
simply a <-recursive function. The notions “‘¢ is (nested) <-recursive uniformly 
in the functions Y” and “@ is (nested) <-recursive uniformly in Y for V 
restricted by the condition P(¥)” are carried over by analogy from [4], 
§§ 47 and 55. E.g., if p is defined by (2), then @ is <-recursive uniformly in y, 
z and 6 for @ satisfying (1’). We shall say that <-recursion is reducible to 
nested <’-recursion, for example,.to mean that, for any gy, Y and P, if ¢ is 
<-recursive uniformly in ¥ restricted by P(?), then ¢ is nested <’-recursive 
uniformly in ¥ restricted by P(¥). 

Lower case German letters will be used throughout this exposition to denote 
numerical terms. If t is a constant numerical term, f will denote its numerical 
value. The expression 0‘) (x > 0) will denote the symbol 0 followed by x 
successor symbols ’. 
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From the set-theoretic or intuitionistic standpoint, the distinction between 
ordinal recursion and the more general nested recursion is of small importance, 
at least as far as proving the existence of functions is concerned. For, within 
both of these frameworks (though with a difference in meaning), it can be 
proved that nested recursion on any well-ordering has a unique solution g 
(which is computable in the given functions). The situation is otherwise, 
however, from the point of view of the finitist conception of function; in this 
case, a function may be introduced by a definition only after we see directly, 
i.e., without the aid of abstract objects, that a value can be computed from the 
definition for each argument'). The difference here between ordinal recursion 
and nested recursion is evident: justification for the definition (2) consists 
simply in proving directly that, for a certain (finitist) function u(2, y), the 
sequence 
(3) y’, 6(2, y’), 6(2, 6(2, y’)), sels 
terminates with 0 in at most u(#, y) steps. The case of the nested recursion, 
e.g., p(0) = 0, p(y’) = t(y’), differs in two respects from this. In the first place, 
the elimination of the y-term g(l) from the computation of y(y’) by means of 
the equation 9 (l) = t({) in general involves the ‘introduction of several new: 
g-terms (in contrast to the single g-term (6(I)) in the case (2) of ordinal 
recursion), so that the computation has the form of a fan 

p(t) 
4 | ms (xt 
ff \ 
Pll)... p(ly) ... ply) 
Here we must find a function u(y) for which we can prove that each branch of 
the fan terminates with 0 in at most u(y) steps. A more important difference is, 
however, that in the case of ordinal recursion the step from the term (I) to 
(1) can be made immediately (on the basis of the given functions), whereas 
in the general case | itself may contain g-terms-which have to be evaluated 
before [ can be computed. That part of the computation fan following from 
y(t) then has the form 

p(t) 

p(t) = p (ty) 

~ ply) 





p(f) — p(P) —---— p(t) 


where each step up until the last one is obtained by replacing some g-term 
y(t), where t does not contain gy-terms, by 0 or by t(f) in the previous step 
(so that P=---f =1). Now, it is not at all evident that we could not have a 
well-ordering < such that (a) for every finitist function 9 such that (1’) holds, 
there is a (finitist) bound u(#, y) for the descending sequences (3), but that (b) 


1) We wish here to express our thanks to Professor G. Kretset for the many interesting 
conversations we have had on topics connected with the present work and for his numerous 
and helpful criticisms and suggestions concerning this paper. 
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no such bound exists for the computation fan corresponding to some nested 
recursion on <. : 

On the other hand, the analysis suggests a connection between nested 
recursion on the well-ordering < of type « and ordinal recursion on the 
ordering <* of type w* which is obtained in the natural way from <. (A precise 
definition of <* and of the ordinal product < @ <’ of two well-orderings is 
given in §1.) We can conceive of the computation of g(y’) from a nested 
recursion as a sequence do, 0,,... of finite sets o, = {p/(l,,),.-., p(l,,)} of 
g-terms, where o, = {p(y’)} and where o,,, is related to o, as follows: We can 
assume that [,,, contains no g-terms. Let f, be 0 if oo = 0, otherwise it is 
t(l,,,). For j = 1,...,7;— 1, 4,, is the result of replacing g/(l,,,) in l,, by &,, 
and for j => r,, the terms g([,,,;) are all the m-terms (if any) occurring in f,. 
Suppose now that for each i > 0 andj = 1,.. ., r;, we denote by y/ the ordinal 
< a represented by [, ; in the ordering <. Then set num(o,) equal to the number 

"% hi 
which represents 3° w’‘ in the ordering <*, where ye= yeho2-::2 ym. 
j=1 

Since 7/4,= yj forj=1,...,r,—1, and yj,,< y/' forj 2 1, it is clear that 
num (¢;,,) <* num(a,). In this way, making use of the definition of p (to 
evaluate the [,;), we see that the computation of p(y’) can be put in the form 
of a descending sequence with respect to <*. However, if our aim is to justify 
nested recursion on < by means of induction on <*, num(o,) must be defined 
independently of the definition of g. We accomplish this in § 2 by means of 
a further analysis of the computation of p(y’), and we use this idea to prove 
there that (Theorem 2) nested recursion on “standard” well-orderings < is 
reducible to ordinal recursion on <*. (The conditions imposed on a standard 
well-ordering are given in § 1.) 

Theorem 2 is an improvement of the known results concerning the usual 
orderings <,, of type w,4, (where w,= 0 and w,,,= 0). E.g., in [5] it is © 
proved that if @ is defined by nested recursion on <,, from <,-recursive func- 
tions, then @ is <,-recursive for some r. The proof proceeds by noting, first, 
that if e is the Gédel number of the nested recursive definition of m and Y 
is the set of given (<,,-recursive) functions, then for suitable primitive recursive 


6 and ¢ and suitable terms ¢,, {,, the formulas 
a i(e, &, 0, 6(2)) 
and 
TS. 1 (e, t, L, %) afc hm A 1(e, t,, i. Z») ts + ie, &, y’, e(2)) 
are provable in the system Z, of [3]. Furthermore, it is always possible to 
choose the [; so that the formulas (1) are theorems of Z, (see 1.3). Since the 
induction axiom for <,, is also provable in this system [2], it follows that 
Z,,(2) (y) (Ez) T. 1(e, 2, ¥y, 2) * 
Consequently, by Ackermann’s analysis [1], m is <,-recursive for some r. 


It is clear that this argument can be extended to prove that if p is nested 
recursive on <,, uniformly in Y, then it is <,-recursive uniformly in ¥ for some r. 
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Indeed, simply catry out the same argument for the system obtained by 
adding to Z, new function constants for the functions in Y. The Gesamt- 
ersetzungen of [1] are now defined uniformly primitive recursive in Y, and the 
remainder of the argument carries through without change. Whether the 
argument can be extended to other standard well-orderings < by adding the 
corresponding imduction axioms to Z, remains an open question. Also, by a 
close look at Ackermann’s analysis, it might be possible to obtain r = n + 1, 
thus capturing the full content of Theorem 3. However, this method is less 
direct than the one employed here. For, although both arguments are meta- 
mathematical, one involves the analysis of proofs in Z, and the other involves 
only the analysis of the simpler notion of a computation. 


In §§3 and 4, the method of §2 is applied to special kinds of nested 
recursion on standard well-orderings. In § 3, we give a new proof that nested 
<-recursion is reducible to primitive recursion [8], and in § 4, we show that if, 
roughly speaking, no term of the form g/({) occurs in the computation of (y’) 
for any y, where [ contains g-terms, then the nested <-recursion is reducible 
to <-recursion. 

Just as the classical proof that nested recursion on < has a unique solution. 
fails to provide, in particular cases, a finitist bound on the length of the 
computation fans, the analogous situation holds regarding ordinal recursion 
on <*. L.e., from the fact that <-recursion is justified on finitist principles it 
does not follow by the classical argument that the same holds for <*. In §5 
we show that, indeed, the two situations are essentially the same; namely 
that for standard well-orderings, <*-recursion is reducible to nested recursion 
on < @ <, and consequently, if < is of type « = w - a, it is reducible to nested 
recursion on <. 

Remark. We note here the well-known fact that every computable func- 
tion g can be obtained by explicit definition and <,-recursion from primitive 
recursive functions, where <, is a primitive recursive well-ordering of type w, 
constructed from the computations of g [7; 10]. This is indeed a “‘stumbling- 
block”’ in the way of a classification of computable functions according to the 
ordinal on which they can be defined by recursion, unless some restriction is 
placed on the class of (primitive recursive) well-orderings involved. In looking 
for a characterization of finitist functions, there is of course such a restriction, 
namely, if 6 is a finitist function, satisfying (1'), we must be able to prove 
finitistically that the sequences (3) terminate. And, we cannot expect that this 
restriction will in general hold for the ordering <,, since the proof that this 
is a well-ordering depends upon the (possibly non-constructive) proof that 
is computable?). 





*) It is not prima facie clear that the class C of finitist functions can be characterized 
at all by means of a class of well-orderings (i.e., on which the functions in C can be obtained 
by ordinal recursion). For example, finitist justification of < recursion demands not that 
every descending sequence terminates, but only those of the form (3), where 0 € C. 
However, see [6]. 
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1. The aim of this section is to discuss the class of well-orderings to which 
the results in the subsequent sections apply. 
1.1. Let x(z, y) =z (e+ y) (x + y+ 1) + a. Then the inverse x~’ is the 


enumeration (0,0), (0,1), (1,0), (0,2), ... of N*, and the components x, and x, 
of x—', determined by x [x,(z), x,(x)] = z, are primitive recursive. 
The product < = <’ @ <” of two well-orderings is defined by 


z< y= Hq(x) <" %g(y) + V + %_(x) = x9(y) 
A % (2) <' m4 (y) . 


Since x, (0) = x,(0) = 0, the least element with respect to < is 0. < is primitive 
recursive uniformly in <’ and <”, and if the latter well-orderings are of 
types « and f, respectively, then < is of type « - £. 


Let 9, Pi, Pe, --- be the (primitive recursive) enumeration of the prime 
numbers in increasing order, and let 
(4) 2+1= IT Pre» 
i=0 
be the prime decomposition of z + 1, where 
(5) z,>0 (i= 0,..., 1%) 
and 
(6) v(z, 0) > v(z, 1) >+++ > v(z,1,), 
for a given well-ordering <. Then the well-ordering <* is defined by 
0 <*y' 
and 
a! <* y' += - (Ej) j<r, (i<j [Prey = Pry, 4° 


rt, =j—1 V{v(z,j) < v(y,9) + V v(x, 7) = (y, 9) A 2; < y;}). 


Thus, 0 represents the ordinal 0 in the well-ordering <*, and if »(z, 0), 
v(z, 1),..., (z,7,) represent the ordinals yo, y,,..., 7,, in the ordering <, 
then z+ 1 represents w”*- z+ w”-z,+--+++ "+z, in the ordering <*. 
If < is of type a, then <* is of type w*. It is evident that <* is primitive 
recursive uniformly in <. 

1.2. We do not attempt here to explicate completely what is to be meant 
by a standard well-ordering ; rather, we simply list certain minimal conditions 
which are needed in one or another of our proofs. Namely, we assume that if 
< is standard, then (i) < (i.e., the characteristic function of <) is <-recursive, 
(ii) primitive recursion is reducible to <-recursion, (iii) <-recursion is reducible 
to <*-recursion, and (iv) if < and < @ < are similar, then nested recursion 
on < @ < is reducible to nested recursion on <. In any case, the orderings <,, 
satisfy these four conditions. To establish this, we first prove a lemma. Suppose 
that < is of ordinal less than that of <’ and that z is a similarity mapping 
of < into <’, i.e., 


x <y > a(x) <' a(y). 
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Then we define # by 
y, if aly)=z 


ra f. if (y) [x(y) + 2]. 
We shall sometimes call # the inverse of x. 

Lemma 1. If the similarity mapping x of < into <', together with #, is 
nested recursive on <' (<-recursive), then nested recursion on <: (<-recursion) 
is reducible to nested recursion on <' (<'-recursion). 

Without any loss of generality, we can suppose that 1(0) = 0. Suppose now, 
for example, that 2 and # are <’-recursive, and define for each ¢ the function 


P(x) = x[p(4 (2), . . ., #(%m))] - 
Then it suffices to show that if g is <-recursive uniformly in Y, then @ is 
recursive uniformly in WY, since y(2) = #[9(x(2))]. Suppose, e.g., that @ is 
defined by the ordinal recursion (2), where (1’) holds and where #, % and 6 are 
<'-recursive. Then 


(2) (y) (6(2, y’) <'y'), 
since 2 is order-preserving, and 

9 (2, 0) = (4), 

g(4, y') = a{z [2 (2), 2(y’), p(A(z’), 

O(% (2), #(y’)))}} = Z(4, y’, (4, y’, (4, y’))) , 

which is an instance of <’-recursion. Similarly, we can transform explicit 
definitions of g into explicit definitions of ¢. The argument is the same for the 
part of the lemma concerning nested recursion. 

For each well-ordering <, we define <,= <, <,,,=— <%. Then <,, under 
this definition coincides with the usual orderings <,, of type w,,, a8 defined 
in [3), p. 361. 

Theorem 1. If < is a standard well-ordering, and moreover, there is a simi- 
larity mapping x of < into <* such that x and & are primitive recursive, then <,,, 
is standard for eachn = 0, and there is a primitive recursive similarity mapping 7,,, 
with <,,,,-recursive inverse 7, of <,, into <,.,. In particular, the orderings <,, 
are standard, and the similarity mapping of <,, onto the initial w, , .-segment 
Of <n+1, and its inverse, are primitive recursive. 

For m = 0, we are given that <,, is standard and that there is a similarity 
mapping z,, of <,, into <,,,, such that z,, and #,, are primitivé recursive. 
Assume that this is also true for m = n. By (ii) and (iii) for <,, (ii) holds for 
<n+1- Also, since <,,,,— <% is primitive recursive in <,, (i) holds for <,,,,. 
Define 

7% +1(0) = 0, 


f, 
Tn +3 {2’) =I Pris.» 
here 


v, (2, i) = 2,(v(z, é)) 
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and 2’ has the form (4) with (5) and (6) holding for < = <,. Then 


“Fn +1(0) <n+2 Msi (y’) - 
Suppose that zx’ <,,,,y’. Le., for some j < r,, 


(7) i< i] —- Pris, i) - Priy,i) ’ 
and either r, = j — 1 or r, = j and either 

(8) v(x,9) <n ¥(y,9) 

or 

(9) v(x,9) = v(y, J) AX <y- 


From (6), since 2, is order-preserving, it follows that, for all z, 
¥, (z, r,) <n+1 ok: <n+1 v, (z, 1) <n+1 v, (z, 0); 
from (7) it follows that 
4 <j > Die.) = Pry.iy » 
and from (8) and (9) follow, respectively, 
v, (2, }) <n+1 “%4(y, i) 
and 
¥, (2,7) = ¥(y, 9) AL, <Y;- 
This: proves that 2,4,(2") <n+22%n4:(y’). Therefore, 2,,, is a similarity 
mapping of <,,,, into <,,,,, and since 2, and #, are primitive recursive, it is 
clear that z,,, and #,,, are, also. Hence, by Lemma I, (iii) holds for <,,,. 


If n> 0, then <,, is of the same type as < @ <,, (since <,, is of type w* for 
some a = w, and w - w* = w'+*= w*). If we set 


2(0) = 0, x(z’) = (2 It p9) ’ 
i=1 


then 2 is the similarity mapping of <,, onto < @ <,, and it is evident that x 
and # are primitive recursive. Therefore, by Lemma 1, (iv) holds for <,,. 
Regarding the orderings <,, it is clear that < is standard and that 


(x) = 


defines the similarity mapping of < onto the initial w-segment of <*. Since 2 
and # are primitive recursive, the theorem applies. By the construction of z,,,, 
out of 2,, it is evident that each z,, is a mapping onto the initial w,, , .-segment 
of nti: 

1.3. Note that if < satisfies condition (i), then the bounding function [x], 
for <, defined by ‘ 


xz, if a<y 
(sles 0, otherwise 


is <-recursive. Consequently, in the definition of the nested <-recursive 
function, we can restrict definition by nested recursion to the case where [, in (1) 
is of the form [t;],,. In this case, the formulas (1) hold independently of the 
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interpretation of the function constants in t,. Similarly, assuming condition (i), 
we can dispense with the non-effective condition (1’) in the ordinal recursion 
schema by using instead of (2) the schema 


p(2, 0) = (2) 
v(, y') = x(2, y’, pC, [6(4, y')ly)) » 
which defines a function @ for all y, y and @ ([5], p. 43). 

2. Theorem 2. If < satisfies conditions (i), (ii) and (iii) of 1.2, then nested 
recursion on < is reducible to <*-recursion. 

It will suffice to show that if @ is defined by nested recursion uniformly 
in ¥ = {y, o,, .--, @,}, then @ is <*-recursive uniformly in V. L.e., let “t(4,b)” 
stand for a numerical term built up out of the variables a,,...,a,,, 6, the 
constants 0, ’, h, and the function letters /,,..., /, and /, where h(x, y) = [y], 
is the bounding function for <, and f occurs in t(4, 6) only in contexts of the 
form 


(10) f(t, hi’, 0). 
Then we must show that the equations 


{(4, 0) = g(a) 
f(a, b’) = t(d, b) 


determine a function g (as the value of /) uniformly <*-recursive in 
Y = {y, Oy, .--, Py} (as the values of g, /,,..., f,, respectively). 

2.1. By one of the usual methods, a Gédel number gn(b) is assigned to each 
constant numerical term 6 built up out of 0, ’, /,,...,/,,g, 4 and f. If such a 
term 6 contains f only in contexts of the form 
(12) #@ hO™, D) 

(where 0, n > 0, denotes 0 followed by n successor symbols ’), we call > a 
normal term (n.t.). A n.t. of the form (12), itself, will be called an /-term, and 
a n.t. which contains no occurrences of f will be called a proper term. 

Relative to the interpretation Y of the function letters g, /,,...,/,, each 
proper term 6 denotes a unique number b. We set 6(gn(b)) = b, and 6(z)=0 
whenever z is not the Gédel number of a proper term. It is clear that 6 is 
primitive recursive uniformly in Y and [x],, and therefore, since < is standard, 
<-recursiye uniformly in VY. 

2.2. Let b be a n.t. containing at least one /-term 


(13) #00), 


(2’) 


(11) 


where €,,...,,, and | are proper terms. Then 6 is said to be reducible, and b+ 
is called a reduction of 6 if it is the term with least Gédel number which results 
from replacing exactly one occurrence of an /-term of the form (13) in 6 (with 


f and [ proper) by 
(I) g(t), if O(gn(l))=0 
(II) t(,0M), if O(gn())—n+1. 
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Thus, relative to the equations (11) and the interpretation Y, the equation 
b = b+ holds. Each reducible n.t. 6 has a unique reduction )+ which is also a n.t. 
(This is evident if it is recalled that t@t, 0) can contain f only in contexts 
f(t, 4(0, |,)).) The property 
R(x) =~ x is the Gédel number of a reducible n.t. , 

and the function 7 defined by 

wre gn(b*), if 2=gn(b) and b* is the reduction of b , 
fo 0, if ~R(2) 
are clearly <-recursive uniformly. in Y. If 6 is a n.t., then ~R(gn(b)) just 
in case b is proper. 

2.3. Let < be of type a, and let »(xz) be the ordinal <a represented by x 
in the ordering <. To each f-term (12), we assign the ordinal number y < w* 
where, if p is the number of occurrences of / in t (4, b), 

w” [8(gn(h(O™, 1)))]-p, if Lis proper 
t a if {is improper . 

Let f,, fe, ---» fs (@ = 0) be all the distinct occurrences of nage in the 
n.t. b. (Note that the f,; need not be distinct terms.) Let y, S y, 5 -***S y, 
be the ordinals associated with these /-terms, pegectivaly. We define E(gnib)) 
to be the number which represents the ordinal y, + ---+ y+ y, < w* in 
the ordering <*, and we set §(x) = 0 if x is not the Gédel number of a n.t. 
Note that if 6 contains no f-terms, &(gn(b)) = 0. It is evident that é is <-re- 
cursive uniformly in V. 

Lemma 2. If (x) = 0, then &(n(2)) = 0; if E(z) > 0, then E(n(z)) <* &(2). 

Indeed, if ~ R(x), then &(y(x)) = (x) = 0. This proves the first part of the 
lemma, since if (x) = 0, then ~ R(x). It suffices then to show that if + is the 
reduction of the n.t. h, then &(gn(b*)) <* E(gn(b)). 

Let 5+ be obtained from 6 by replacing a single occurrence $ of (13) in 
by the term u (determined by conditions (I) and (II)). Let f,, f, . . ., f, be all 
the occurrences of f-terms in §, with corresponding ordinals y, < y, < 

* S y, < «. Then the occurrences of f-terms in }+ can be listed in the form 
faas - - +> fates far» - + ~> fate ---> fer +--+» foe,» With ordinals y,,,..., Ys¢,. Tespec- 
tively, where 

(a) If f; does not contain s, then ¢; = 1, f;, is j;, and consequently, y;, = y,; 

(b) If f, contains 6 but is not identical with it, then ¢; = 1 and f,, is the 
result of replacing $ in f by u. If f, is tt, h(0), [,)) for some k. Then f,, is of 
the form tt, h(0®), {,)), and, either [, is proper in which case |, is [, and 
¥s1 = Y% OF |, is improper and y, = w’® 2 y,,. 

(c) If f, is s, then either 6(gn(l)) = 0 and t;= 0, or O(gn(l))=n+1,t;=p 
and the f;, are the p occurrences of /-terms in t(f, 0). Let f,;, be th, h(O, 1,)). 
If {, is proper, then y,; = ow” [6 (gn(h(Om, t,)))]- p<o')— y,. If |, is im- 
proper, then y,, = w’), but (if p > 0) at most p — 1 of the |, are improper 
(since if [, is improper, there is an f;, in it where |, is proper). Thus, if we list 
the f;, 80 that yy) S yyy S °° psy then yyy, + ° °° + Ysat Yar < Ys 








st 


pe 


he 
Ys 
») 
.. 


re- 


x). 
he 


Es 


eB: 


Yas 


| of 
ind 


) 


im - 


per 
list 





Nested Recursion 245 


From this it follows that §(gn(b*)), ie., the sum of the 4, + t,+---+4, 
ordinals y,, in decreasing order is strictly less than y, +--+ + y_+ y,=&(gn(b)). 

2.4. We define the iteration function for n by 

n(0, y) = y, n(2’, y) = n(z, n(y)) - 
Thus, if x is the Gédel number of a n.t. by, and for j = 1,..., — 1, 6,4, is 
the reduction of 6,, then »(n, x) is the Gédel number of b,. We now need a 
function t which, applied to the Gédel number of by, will yield the (unique) n 
such that b,, is proper. First, define 
(14) (z, y) tr wy 
z,y)= ; 
Oh WL + olLEC(yIE n(y)), if REY), 
where [uw] is the bounding function for <*, and then set 
t(y) = o(E(y), y)- 

Now, t is <*-recursive uniformly in ¥ if 0 is R, &, » and [u]* are all <*-re- 
cursive uniformly in Y (indeed, are <-recursive uniformly in Y), but (14) is 
not quite the form of a <*-recursion, since “‘y(y)” is substituted for “y’” on 
the right-hand side. However, write 


0, (2) - aa o(%(z), %(z)) ’ 
8 (x) = x([E (Gaz) 1%, ce» (%a(2))) » 
then 6 is <*-recursive uniformly in Y, and 
6(z’)/< @ <* 2’. 


and 


Then, since 
0, Af ~R(x,(z)), 
attra aide Bete) 

0, is < ® <*-recursive and therefore <*-recursive uniformly in ¥ (by Lemma). 
Then, since g(x, y) = 0,(%(z, y)), @ is <*-recursive uniformly in V. 

Lemma 3. If 6 is a n.t., then n[t(gn(b)), gn(b)] is the Gédel number of a 
proper n.t. dbiained from b by a finite (null if b is proper) sequence of reductions: 

We prove the lemma by induction on &(b). If b is proper, then ~R(gn(b)), 
and therefore, t(gn(b)) = e[&(gn(b)),gn(b)]=0 and n(t(gn(b)), gn(b)) 
= (0, gn(b)) = gn(b). If 6 is not proper, then it has a reduction 6+. Let 
k = gn(b), kt =gn(b+). By Lemma 2, &(k+) <* £(k), and therefore, by the 
induction hypothesis, m(r(k+), k+) is the Gédel number of a proper term ++ 
obtained from )+ by a sequence of reductions. Hence, h*++ is obtained from 
by a sequence of reductions, and 


(k) = c(E(k), k) = 1 + c(LE(R*) Fa, &*) 
=1+ r(E(kt), kt) = 1+ t (kt) 


‘Therefore, 


(x(k), k) = (x(k) + 1, B) = n(x (k*), kt) = gn(b**) . 
This completes the proof of Lemma 3. 
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The required expression now for @ in terms of the ¥’ is evident. Let y(2, y) 
be the Gédel number of the n.t. /(0(, . . ., 0»), h(OM, OM)) (rather than of 
{(0™,.. ., 0), OM), which is not a n.t.). Then y is primitive recursive, and 


9 (2, y) = O[n(t(y(4, y)); (4, y)))- 

This completes the proof of Theorem 2. ° 

3. A slight modification of the argument in § 2 yields a new proof of 

Theorem 3. Nested recursion on < is reducible to primitive recursion [8]. . 

Again, let @ (as the value of /) be defined by the nested recursion (10) on < 
uniformly in Y (as the values of g, /,,..., f,). The construction of an ordinal 
recursive definition for g in Y remains essentially the same, except that 
instead of the function é satisfying Lemma 2, we define a function é, satisfying 

Lemma 4. Jf &,(x) = 0, then &,(y(x)) = 0; if &,(x) > 0, then &,(x) > &,(n(z)). 

Let 

B(0) = 0, Bly’) = p*?- Bly) +1. 

To each /-term (11), we assign the number p- £[6(gn(l))] if | is proper, and 
otherwise the number  (n). Let f,, . . ., f, (¢ = 0) be all the distinct occurrences 
of f-terms in the n.t. b, and let m,,...,m, be the numbers associated with 
these terms, respectively. Then 


Ex(gn(b)) = my + +++ + m,; 
and if z is not the Gédel number of a n.t., &,(x) = 0. 

As in the case of Lemma 2, to prove Lemma 4, we need to show that if b+ 
is a reduction of b, then &,(gn(b*)) < &,(gn(b)). Again, if f,,...,f, are the 
occurrences of /-terms in 6 with associated numbers m,, .. ., m,, respectively, 
then the occurrences of f-terms in + can be listed in the form f,,, . . ., fyz,, 
fer, ---> fee, With the associated numbers m,,, . . ., ™;,, My, . - -, Msz,, Tespec- 
tively, where (supposing that + is obtained by replacing an occurrence $ 
of (13) in b according to (I) and (II)) 

(a’) If f; does not contain s, then ¢; = 1, /;, is f;, and m;, = m,. 

(b’) If f, contains s but does not coincide with it, then ¢; = 1 and f,, results 
from replacing s in f; by a certain term u. Just as in (b), we can conclude that 
M3, S M;. 

(c’) If f,; iss, then either 6(gn(l) = 0 and ¢; = 0, or O(gn(l)) =n+1,t;=p 
and the f,;, are the p occurrences of /-terms in t (f, 0). Let f,; be f(t,, ,(0, ,)). 
If |, is proper, then m,, = p. B[6(gn(h(0™, {,)))] < p- B(n). If |, is improper, 
then m,;; = {(n’). Since there are at most p — 1 improper |, and at most p 
proper I,, we have in this case m,, + «++ + m,,, < (p — 1)+ B(n’) + p® > B(n) < 
< p- B(n’). 

Therefore &(gn(h+)) =m, + ++: + My, < m+ +++ +m, = &,(gn(b)). 

The remainder of the proof of Theorem 3 is exactly like that of Theorem 2. 

4. Consider again the nested recursion (11). A n.t. 6 will be called a regular 
term (r.t.) if it contains no f-terms f(¢, !) where | is improper. A term 5* is 
called an immediate derivative of a n.t. 6 ‘f it results from replacing a part . 
tie, 1) of b, where [ is proper, by a term t: where u is determined by the con- 
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ditions (I) and (II) of 2.2. If ,,, is an immediate derivative of b, (j = 1,..., ), 
then we say that b,, ,, is a derivative of b,. The recursion (11) is called essentially 
unnested if each derivative of {(0, 0), for each # and y, is a r.t. By another 
modification of the idea of § 2, we can prove 

Theorem 4. If (11) is essentially unnested and < — (i), (ii) and (iii), 
then — is <-recursive uniformly in VP. 

The notion of a complete reduction of a r.t. b is s defined as follows: Let 
f,---»f, be all of the f-terms occurring in 6, listed, say, in order of non- 
increasing Gédel number. We can assume (by appropriate choice of the Gédel 
numbering) that this means that f, never occurs in f,;,,. Let g, be 6, and let 
Gi+1-(¢ = 0,..., 7 — 1) be the result of replacing each occurrence of f,,, in g, 
by a term u,, according to conditions (I) and (II) in 2.2. Then g, is called the 
complete reduction of h. Note that if b is a derivative of {(0,0(), then so is g,, 
and so in this case g, is a r.t. 

In place of the function &, we define &, as follows: If 6 is a r.t., then 
£,(9n(b)) is the maximum with respect to < of the numbers 9 (I), where 10) 
occurs in 6. If z is not the Gédel number of a r.t., then &,(2) = 0. Then, if b+ 
is a complete reduction of b, it is clear that £,(gn(b*+)) < &(gn(b)). Now the 
argument is completely analogous to that of 2.5. 

Note that the conditions of Theorem 4 are satisfied providing there are no 
f-terms 1 1) in t(4, 6) where / occurs in any of the terms ¢,,...,&,,,1. For 
< = <, this includes as special cases, e.g., the results of §3 and §5 of [9]. 

5. The converse of Theorem 2, namely that <*-recursion is reducible to 
nested <-recursion, is not in general true, even for standard well-orderings. 
For example, nested <-recursion is reducible to primitive recursion, but 
<*-recursion is ot [9]. However, we can prove 

Theorem 5. Ij < ® < satisfies conditions (i) and (ii) of 1.2, then <*-recursion 
is reducible to nested recursion on < ®@ <. 

For each function 6, set (writing 6(u, 2, y) = 0*(2, y)) 


6°(2, y) = y, & (2, y) = (4, 0(4, y)). 

Lemma 5. For any two well-orderings < and <' such that <' satisfies 
condition (ii), <-recursion is reducible to (nested) <'-recursion just in case for. 
each @ satisfying (1') there is a function u which is (nested) <-recursive uni- 
formly in 6 such that for all Zand y, 


(15) : 6(u(2, y), 2, y) = 
Suppose that <-recursion is reducible to (nested) <’-recursion. The 
equations 
(2, y’) =1+ u(%, 6(4, y’)) 


define 4 by <-recursion uniformly itr >, where_6 satisfies (1’), and clearly (15) 
holds. Consequently, 4 must be (nested) <’-recursive uniformly in @ (satis- 
fying (1°). 
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Conversely, suppose that yu satisfying (15) is (nested) <’-recursive in @ 
satisfying (1'). Let @ be defined by the ordinal recursion (2) with (1’) holding. 
Define the successive approximations ¢, to m by 

Po(%, y) = p(x) 
y(z), if y=0 
x[4, y's pul#, O(4, y')], if y>O. 
Then Auzy~ %,(2,y) is primitive recursive, and therefore <’-recursive, 
uniformly in y, x and 6. Moreover, by induction on y (with respect to <) it is 
easy to prove that 


Pu’ (2, y) = 


P(2, ¥) = Pua, (2, y) - 
To prove Theorem 5, suppose that 


(16) (2) (y) [0(4, 0) = 0 a 6(4, y’) <* y). 
Let z’ be represented by (4) with (5) and (6) holding, and set 
min (r;,¢)—1 


A,(0) = 0, A,(z’) = if Prie,i) « 


Thus, . 
O = Ay(z’) <* +++ <* Aaa (2) = 2’ =A, 4 (2). 
Also,‘ define 
@,(0) =0 
: w(z,,(z,4)), if, is, 
a(2) = * otherwise . 


Then, writing <®° = < @ <, 


tS 1, > 0541 (2’) <° 0, (2’) 
and 


Acta (v) <* Agar (y) * =: Ay(v) <* Ay(y) x 
x V+ Ag(v) = Ag(y) A O441(¥) <° a; (y) - 
We shall define a function y,(2, y) which is nested <°®-recursive uniformly 
in 6 (satisfying (16)), such that, writing @; = m,(2, y), 
0% (4, y) = 0 V A,(6%(2, y)) <* A(y). 
Then Theorem 5 is proved by setting 
H(4, y) = Mol, y); 


and applying Lemma 5, since /,(6"*(2, y)) =0<«x* 0 =-A,(y), and therefore, 
6+(#, y) = 0. 
It suffices to take 
M4 (4, y) = 1 
if 0:+;(y) = 0. Suppose that 9,,,(y) > 0 and that y,(2, v) is defined for all j 
and v such that 9,4;(v) <° 0,4; (y)- In particular then f,4,= ;41(4, y) is 
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defined and 

(17) O4+1(4, y) = 0 

or else 

(18) Ags (0%+*(8, y)) <* Aga ly) - 


If (17) holds, we can set 
My (2, ¥) = fear t+ K 
for any constant KX; if (18) holds, then either 


(19) A, [0%+*(2, y)} <* A,(y) 
or else 
(20) 014+1(0"**(2, y)) <° O:41(y) - 


If (19) holds, then again we can define yu,(2, y) = &,4,+ KX. If (20) holds, then 
a, (2, 0°*+*(2, y)) = A, is defined and 

GA + M+s(&, y) = OM (2, OM +(2, y)) = 0 
or 


A, [0% + Be+s(8, y)] <* 2,[0%++(2, y)] <* Ay(y) - 
Thus, in case of (20), we can set 
(21) M(2, y) = Ag+ Biss: 
To put this definition in the form of a nested <®-recursion, we write [x]? for 
the bounding function of <°. By assumption this is <°-recursive. Define 
y,(0, 2, y)=1 


v,(u’, 2, y) = Fart %{ [Ors 1(0"**(4, y)) 1, 2, 0%+(2, y)}, 
where 
Fi41= %4+1([Or+aly)-, 2, y) - 
Then v(i, u, 2, y) = »,(u, 2, y) is nested <°-recursive, and 


My (2, y)= ¥ (O41 (Y), é, y)- 


Corollary. If < is a standard well-ordering of type « = w+ a, eg., if < is 
of the form <)},, 1, where <' is standard, then <*-recursion is reducible to nested 
<-recursion®). 

Note that if the hypothesis of the Corollary holds, then there is a normal 
form for nested recursion on <. Indeed, nested <-recursion is reducible to 
<*-recursion (Theorem 2), and this in turn reduces to nested recursion on < 
where the recursion equations are just those needed to translate (22) into 
nested recursion on <. In particular, if there is a similarity mapping 2 of < 

*) This yields another derivation of the induction principle for the orderings <,, in Z,. 
From the premiss (y) [y <, 4,2 — A(y)] — A(z) we can obtain a function 8 for which (1’) 
and the formula A (6(z)) - A(z) are derivable. Set »(0) = 0, v(z’) = 1 + »(6(z)). This 
is a <,,4,-recursion, and therefore a nested <,-recursion, so that the equations for v can be 
proved in Z,, (see the discussion of this in the introduction). Now, it is easy to prove by 
induction on y(with respect to <) that A(6” -»(z)), and since z = 6”) -*), we obtain A(z). 
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onto <° such that 2 and # are <-recursive (e.g., when ~< is of the form <j, , ;, 
where <’ is standard), then the normal form is (22) with “[z]}” replaced by 
“e ini”. 

We have no general results concerning the possibility of reducing <*-re- 
cursion or nested <-recursion to <-recursion. E.g., for < = <, the former is 
not possible [9], but the latter is. If we define 


Bey Y= * H(z) < my (y) + V + 26 (2) = 2 (y) A %9(=) <x, (2) %2(Y) 

then <,, is of type ¢), and so is <$. Moreover, the similarity mapping of <,, 
onto <* and its inverse are primitive recursive. Now, nested <,,-recursion is 
redueible to <-recursion, which by Lemma | is equivalent to <,,-recursion. 

Using the method of [9], § 11, we can construct, for standard <, a function 
which is nested recursive in < ® < such that Az: p(n, x)(n=0,1,...) 
enumerates all <-recursive functions, but it is not clear under what conditions 
@ is <*-recursive. 
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Zur Spektraltheorie in lokalkonvexen Algebren II 


Von 
GERHARD NEUBAUER in Heidelberg 


Einleitung 


In [3] wurde ein Funktionalkalkiil fiir Elemente lokalkonvexer Algebren 
angegeben. Dabei wurden Funktionen zum Kalkiil zugelassen, die wesentliche 
Singularitaéten in allen den Punkten des Spektrums o(a) haben durften, in 
denen die Resolvente existierte und in jede iiberall konvergente Potenzreihe 
substituiert werden konnte. Wo die Resolvente die letzte Bedingung nicht 
erfiillte, wurden nur Pole, also endliche Laurententwicklungen zugelassen. 

Nun ist es méglich, daB in einem solchen Punkte zwar nicht alle, aber doch 
gewisse nicht abbrechende Laurentreihen konvergieren, wenn man die 
Resolvente einsetzt. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Algebra der zum 
Kalkiil zugelassenen Funktionen um eine médglichst groBe Klasse solcher 
Funktionen zu erweitern, so daB wieder eine Algebra mit stetiger Multiplikation 
entsteht, auf der der Operator U (s. [3], Def. 5.1) stetig ist. Dies geschieht 
in §9 und § 10 und man erhalt wieder einen Homomorphiesatz (11.3). Fiir die 
durch den erweiterten Kalkil definierten Spektralmengen ergibt sich, wenn 
auch nicht fiir alle Funktionen, ein Spektralabbildungssatz (11.4) und unter 
den gleichen Einschrankungen gilt auch ein Schachtelsatz (11.5). 

Definitionen und Ergebnisse aus [3] werden durchweg vorausgesetzt. Um 
die Riickverweise zu erleichtern, schlieBt sich die Numerierung der Paragraphen 
an die von [3] an. 


9. Die Algebren @ (5, «of; Z)” 

sei eine kompakte (nicht notwendig echte) Teilmenge der komplexen 
Voilebene Q, F eine beliebige Teilmenge von 2. 

9.1. Definition. (A) sei eine Menge von Folgen positiver Zahlen o,, mit 
folgenden Eigenschaften: 

1.1 S On S Oni; 2. Mit zwei Folgen {0,} und {0;,} gehdrt auch eine dritte 
Folge {0;;} zu of (A), fiir die 0,’ = 0, und 0; = o,, gilt fiir jedes n. 

9.2. Definition. (.0/(A)) besteht aus allen Folgen komplexer Zahlen {«,}, 

1 


fiir die lim |a,|*" 0,,= 0 gilt fiir {0,} € (A) und y=1,2,.... 
n-—> 2 


1 1 1 
Aus 9.1.1 folgt fiir diese {a,} lim |a,|" = 0, da Jaq!" < lan!" op. 
n-> @ 


Math. Ann. 143 18 
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9.3. Definition. of = of (£) = {of (a)|A € 5}. 
9.4. Definition. 


HG, 0) = {10/10 = 5 a(t 07%, {ay} € va ay| rn 


Y (co, wf (ce) = {1 1 = 5 ant {a,} € va =p , 


Die Topologie in ¥ (A, of (A)) werde durch die Halbnormen p = p({0,}; ¥; R) 
definiert, wo {0,} € (A), v=1,2,...,R>O und p(f)= D |a,| 077 R. 
n=1 


9.5. (A, of (A)) ist ein vollstindiger separierter lokalkonvexer Vektorraum. 

Beweis: Offenbar gehért {«,} genau dann zu ’(.0 (A)), wenn alle Reihen / (/) 
konvergieren. p(af/ + Bg) konvergiert aber, wenn /(/) und #(g) dies tun und 
es ist p(f+9) < Pf) + P(g), P(af) =|a| P(f). Also ist Y (A, (A) ein lokal- 
konvexer Vektorraum. Wegen 9.1.1 ist p(f)+ 0, wenn {a,} nicht identisch 
verschwindet, Y (A, of (A)) also separiert. Die Vollstandigkeit folgt nun in analoger 
Weise wie beim Banachraum der absolut konvergenten Reihen, 

9.6. Definition. Die topologische Summe 


©(8;9; 5) + Z PC, f(a) 
aE 
werde mit (5, of; Z) bezeichnet. 

Zur Bezeichnungsweise s. Def. 3.6. Jedes Element in 6(5, «/; 5) ist also 
die Summe aus einer in einer Umgebung von £ lokalholomorphen Funktion 
und endlich vielen Hauptteilen, die jeweils in den ¥(A, of (A)) liegen (vgl. 8.1). 
Setzt man 

WN, of (N); A) = Y,(0; 8; A) + Pp (A, of (A) 
- 


(s. Def. 3.1 und 3.6), so folgt hieraus und aus der Definition von 0(0;8; 2), 
daB (5, sf; Z) der induktive Limes der ¥/(N, /(N); 4) ist, wo N alle end- 
lichen Teilmengen von E und A eine Schar von Umgebungen von 2 durch- 
lauft (of (N) = {0f(A)|A € N}). Nun sei in 6(E,.«/; Z) die Multiplikation 
zweier Funktionen in der tiblichen Weise eingefiihrt. Dann gilt: 

9.7. Satz. B(2, of; Z) ist eine vollstiindige lokalkonvexe Algebra mit stetiger 
Multiplikation. 

(S. § 1). Zum Beweise zwei Hilfssitze: 

9.8. W(N, of(N); A) ist eine topologische Algebra. 

Beweis: W(N, o/(N); 4) ist das topologische Produkt der Algebren A, 
(j=1,2,...,2), wobei A, = Y,(0,8;4) und A; = W(A,, o(A,)) far j + 0. 
Sei ®, die Algebra aller Hauptteile in A (s. § 8): Dann ist Y(A, «/(A)) (alge- 
braisch) in ®, enthalten. Sei B, = Ay, B; = ®,, fiir j + 0. Es folgt JT A;c I] B; 
(algebraisch). Das Produkt zweier Funktionen aus ¥ (N, «/(N); 4) liegt nun 
mit Sicherheit in J7 B;, da keine neuen Singularitéten hinzukommen kénnen. 
Zu zeigen ist, daB es schon in J7 A; liegt und dort stetig ist. Sei Z; die Projek- 
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tion auf B,. Dann geniigt es zu zeigen: Z, (fg) ist cine stetige bilineare Abbildung 
auf A, x A, mit Werten in A, fir alle vorkommenden Kombinationen i, j, k 
(wobei man die Kommutativitaét der Multiplikation beriicksichtigen kann). 

1) i+ 0, 7+, k+i. Es folgt Z,(fg) = 0 und damit sind beide Behaup- 
tungen richtig. 

2) i+ 0,k+)j =i. Esist f(t) = by a, (A; — ¢)-*. In einem abgeschlossenen 


kleinen Kreis K, malt (nur von 4 und N abhangendem) Radius 9 um A, kon- 
vergiert g(¢) = y Bm(A; — ¢)" gleichmaBig. Sei M (g) = _ ig(¢)|. Dann 
ist |2,,| = M@)o-™ . Sei {0,} € &(A,), R > 0,» eine natiirliche Zahl, 

p = p({on}; v; R), (EZ; (fg)) (¢) = x ynlAy v y=. Es ist Va = = GeBo-w 


Ist k = 0, so sei g’(g) = x (g) mit K € (0; 8; A), K> K, (s. 3.4). Dann ist 
M (9) S Px(9) = 7'(9)- 

Ist k + 0, 6 der Abstand von A, zu K,, so sei g’ = p({0;,}; 1; R,), wobei {0,} 
beliebig aus o/(A,) und Ry = (0;46)"? gowehit sei. Dann ist fiir ¢ ¢ K, |g(C)|: 
=| 5 bate - or < F idnld"< FS alee R =). Es gilt also 
auch hier M(g) < q’'(g). 

Sei g = $({0,}; ¥; Ry), wo R, = max(R, 20-"). Es folgt 


Ne Ne ) 
~, lyalorn Rs 2 = lo] |Bo-nloreRe < 


<3 z ao |Bo-nloreRe Ro? S 


o=1 n=l 


< z laoless REE! [Bue < aif) XM (g)o-™ Re" 
= 9(f) a toe S 29(f) 9’ (9) - 


Es folgt, daB by \ynlo?2-R" konvergiert. Also liegt {y,} in Y(.0/(A,)) und 
n=1 
E;,(fg) in A,. SchlieBlich ergibt die Ungleichung noch #(Z;(/g)) S 2¢(/) ¢'(g) 
und damit die Stetigkeit. 
3) i=j—=k+0. 
He) = _E aele— 0-*, 90)—= EF Bale - 0-% 


n—1 


Butto)) (©) = 0) C= EF rale-L0-% yu= FG Br-e 


Sei {0,} €.of (A,), v eine natiirliche Zahl, R > 0, R, = max(R, 1). b= p({e,}; 7; R), 
1s* 
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q = P({en}; 2¥; Ri). Dann ist 
Zi, lrlest Res SE lea in-el eh Mt 5 


s z Bm F || Or{mt os} Rt? . 
Es gilt 
X |e] S 2 |etel 
und entsprechendes fiir |,,,|. Damit folgt 


Ne 
' ~ lynl oo Rts 
s 2 bal 2 leo] Osfm to} RY *°+ * 4 lag] Z |Bmn| oristy Rete < 
ss J bal, lao] o8%e Ri? + la. oy Bul 085% RI" < 


= 2q(f) 9(9) . 


Also konvergiert }'|7,| 0°, R", d.h. fg €A,; und (fg) S 29(f)9(g), die 
Multiplikation ist in A, stetig. 
4) +=0. Da B, = Aj, bleibt nur die Stetigkeit zu zeigen. Sei p = bx eine 
Halbnorm in A,(K ¢€ 4 (8; 9; 4)). M(f) = ue \f(¢)|. Es lassen sich wie in 2) 
T(K) 


Halbnormen gq, bzw. g; in A, bzw. A, ag so daB M(f) = g,(/), M(g) s 
= 9i(g), da der Abstand von J"(K) zu allen A; positiv ist. fg hat auBer in A, 

héchstens noch Komponenten in A,; und A,. Nach 2) und 3) gibt es Halb. 
normen g, bzw. g; in A, bzw. A,, so daB 4,(E,(fg)) S 293(f) 92(9) 
bzw. 9;(Z,(t9)) S 292(f) 92(g) falls j + 0, baw. k+ 0. Nun ist Z,(fg) = fg — 
— » En (fg), wo m héchstens zwei Indizes durchlauft. Also ist 


P(Eo(f9)) = bx (Eo(f9)) = M(Ey(f9)) S 
=< M(fg) + 2 M (En (f9)) = 9 (f) %1(9) + 49a(f) 92(9) - 


Damit ist der Satz insgesamt bewiesen. Der Fall 4; = co wurde nirgends ge- 
sondert behandelt, da der Beweis véllig analog verlauft. 

9.9. Set A der induktive Limes einer Familie A, von Algebren mit stetiger 
Multiplikation. Die Multiplikation in A, (a < B) stimme dort mit der durch A, 
definierten tiberein. Dann ist A eine Algebra mit stetiger Multiplikation. 

Beweis: Die Ubereinstimmung der Multiplikationsdefinition in A, und A, 
sichert eine eindeutige Definition der Multiplikation in A. Sei nun die Abbildung 
x—+>ax (bzw. x 2a) von A in A betrachtet (fiir festes a). Es geniigt die 
Stetigkeit der Abbildung auf jedem A, zu zeigen’). Nun liegt a in einem Az, 
also ax in einem A,{a < y, 8 < y). Die Topologie in A, ist feiner als die von A 
induzierte, also geniigt es, die Stetigkeit der Abbildung von A, in A, zu be- 
weisen. Da andererseits nach Voraussetzung diese Abbildung ein stetiger 


1) Boursakr [2], p. 62. 








lA 


(9) 
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Endomorphismus von A, ist, folgt damit die Behauptung, da die von A, in A, 
induzierte Topologie gréber ist als die von A,. 
Beweis zu 9.7: Aus 9.8 und 9.9 folgt alles bis auf die Vollstaindigkeit. Diese 
ergibt sich aber aus 9.6, 9.5 und der Vollstandigkeit von ®(0;9; 2) (s. § 8). 
Zum SchluB dieses Abschnittes seien noch zwei Aussagen iiber Y’(.9 (A)) 


9.10. Sei 0<t< oo, {a,} € P(o(A)). Dann gilt auch 
{lanl} € (97 (a) . 


Beweis: Es gibt ein m, so da8 — < t. Fir hinreichend groBes n ist |aq| < 1, 
1 
also |a,|' < |x,|" . Es geniigt also, die Behauptung fiir ¢ = <u zeigen. Hier 
gilt aber 


3\2_ tet a 
(\a,/*) *® Ovn Ss lon! wae Oman 9 ° 
, 1 1 
9.11. Sei {a,} eine Folge mit |x,|" + 0, &, = ( max leal™) - Dann gilt: 
man 


{a,} gehért genau dann zu P(e (A) wenn dies a" {&,} der Fall ist, genauer : 
lim arn Ga™ lim leah Orn - 


n-> Cc 


1 1 1 
Beweis: 1) |a,|" < &* , also auch lef? < a" und damit 


lim leah? ** On & i= an Orn: 
nm— Cc 
1 a 1 
2) Da |a,/" +0, i as = |a,,|™ mit on aia nm und m(n)-—> oo fiir 
1 uh 
n->co, Also ist aon ae yal Orn = lnni7™ Ovm wad Ea ao" Orn = 


= lim | Ot (nd | Tar Ovm (n) s in A ”® Ovn: 


no 


10. Die Algebra @ (a) 

Sei a ein beliebiges Element von A, A wieder eine Algebra mit stetiger 
Multiplikation. Voraussetzungen iiber die Vollstandigkeit von A werden wieder 
von Fall zu Fall gemacht. Sei 7 ein Fundamentalsystem von Halbnormen 
in A, p €F, n eine natiirliche Zahl. 

10.1. Definition. 


1 
1. |aly , =max (max. p(a™)™ , 1). 


2. A (00, a) = {{|alp,n} |p € FP}. 

3. W (cc, a) = P(A (00, a)). 
Man sieht sofort, daB die Bedingungen 1. und 2. von Definition 9.1 fiir / (co, a) 
erfiillt sind. 
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: 1 
10.2. Sei |a,|* > 0, » eine natiirliche Zahl, m’ = [>=] , & wie in 9.11. 
Dann liegt {a,,} genau dann in ¥ (co, a), wenn 


ae 1 
(10.2.1) lim &7”" p(a™)™ = 0 


gilt fiir alle p und ». 

Beweis: {a,} liegt genau dann in Y’ (co, a), wenn {Z,} darin liegt (9.11). 

1. Sei {a,} € (co, a). Mit m geht auch m’ gegen oo und es gilt m’y = m. 
Es folgt: 

—— _ oe a a 
Erm p(a™)™ S arm |alp,m SEL” |A|p,om’ - 
Der letzte Ausdruck geht aber gegen 0 fiir m’ + oo. 
1 
2. Es gelte (10.2.1). Ist {piamy=} beschrankt, so auch {ja|,,,,,} und es 
1 


bleibt nichts mehr zu beweisen. Sei nun |~(a™)™ { nicht beschrankt. Dann gibt 
es (fir hinreichend groBes m) ein s = s(m) < m mit 8(m)—+ co fir m— oo, 
1 


so daB p(a*)* = |a|,,,. Aus mn > s(yn)»-! folgt auBerdem n = s(yn)’. Daraus 
ergibt sich : 
aa J. ~ ee ~ 
an laly, on = an plat”) #7) s ary plat?) sm) , 
1 
da &™ aauriaan fallt. Es -. 


. = 
in aon lal, ie in aay p(aremreay < lim an” p(a™)™ «n®. 


103. Sei in A a "Produkt beschriinkter Mengen beschriinkt (s. §1). Sei 
ferner a,b € A, ab = ba. Dann ist 

1. Y(co, Aa) > PF (co, a). . 

2. Y (co; a + b) > PF (co, a) \ P (00, 5). 

3. Y (co, ab) > F (co, a) \ PF (00, b). 

Beweis: 1. Offenbar ist |Aa|, ,< (1+ |A|) jal), Daraus ergibt sich un- 
mittelbar die Behauptung. Fiir A + 0 folgt . af die epeamerene 


2. Sei {a} € P (co, a) \ F (co, b). 6, = = |eK, also fi, = a8, {Bn} € PF (00, a) 0 


r\ P(co, b) nach 9.10. Sei p € Y, » eine natirliche Zahl, m’ = [™*2-+]. 
oe ee 8 - 
Nach 10.2 gilt 67” p(a™)™ + 0, also auch (f%-)"™ p(a™) > 0 fir jedes 4, 
1 


d. h. (Br )"™” a™ + 0, ebenso fir 6. Es folgt wegen der Voraussetzung 
(jar ann) = My. 1 1 
(a) p((ad)™) = (Big p (Bry amon) = (ig My 


- + ger MED & 
(Gm) ”"™ p((ab)™)™ =< nd M? ° 








Set 


| 


ip, 


ang 
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Dies geht aber gegen 0, folglich liegt nach 10.2 {a,} in Y/ (co, ab). 
> a 


3. y, = max (B%-)"™ . Bz” <1 von einem hinreichend groBen m ab. Also 
mon 


1 
ist y, = (Bn)** fir geniigend groBes n. Es folgt y,a"+0, y,b"—+0. y,, ist 
monoton fallend und p(y, y,-,@76"-°) = M; fiir alle o und m. 


(a) p((a + by") = Bae Bee p (= (") abn--) < 
< ier ve E (2) prom 


Ss iw 5 (") Ym—o Yo P(a°b™-") S Baw 2M, ’ 


also 
1 1 


1 eee 1 
&2™ p((a + b)™)™ < Bow 2M," +0 
und damit {a,} € (0c, a + 6) nach 10.2. 
Aus 10.3 folgt unmittelbar: 
10.4. Sei A kommutativ, ferner in A das Produkt beschriinkter Mengen 


1 
beschriinkt (etwa A folgenvollstindig), ||" +0. Dann bildet die Menge der 
Elemente a mit {a,} € Y (co, a) eine Teilalgebra mit Einselement. 

Diese Teilalgebra braucht nicht abgeschlossen zu sein (vgl. 12.2). 

Sei A € 9’ (a) (s. 2.6), A + 0. 

10.5. Definition. 

1. A (A, a) = A (00, (Ae — a)-"). 

2. P(A, a) = P(A (A, a)) = P00, (Ae — a)-*). 
Um die Algebra der zum Kalkiil zugelassenen Funktionen zu erhalten, sei nun 
in 9.6 5 =o(a), S =a(a) A 0' (a) und (A) = of (A, a) gesetzt, also Y(sf (2)) 
= P(A, a). 

10.6. Definition. 


D(a) = B(o(a) A @' (a), {of (A, a)}; o(a)) = D, (a) + ; Py k Rahat f(A, a)). 
a(a) 9 ¢' (a 
Vgl. 8.1 und Def. 9.6 und 4.1. 


11. Funktionalkalkiil und Spektralabbildungssatz 


Der Funktionalkalkiil soll wieder mit Hilfe des Operators U (s. 5.1) de- 
finiert werden: U=I1+ ¥' U,-(¢' €a(a)\ 0'(a)). I verschwindet auf den 
WA; (4, a)); denn es verschwindet auf jeder endlichen Summe aus W (5.4.6 
und 4.7) und die unendlichen konvergieren auf dem Integrationsweg J'(K) 
(s. 4.2), der positiven Abstand von jedem ¢’ hat, gleichmaBig. Auf ®,(a) ist J 
stetig, also ist J ein stetiger Operator auf O(a). U; verschwindet auf ®,(a) 
und jedem ¥(A; «f(A, a)) mit A+ ¢’. Es bleibt also nur zu zeigen, daB U;. auf 
W(t’; f(t’, a)) definiert und stetig ist. Sei » eine Halbnorm in 4A, 
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EPC’; (C',a)), g=P (fends 151), wo On = |(C’e — a)-Ip,4. Es gilt dann 
p ( Dy Pn,¢'(f) (t’e — a)-*) <3 len. e7(f)| P((Z’e — a)-*) S 


< J lyme (A (tea) *.n=a(f) (analog fir ¢’ = oo) . 


Daraus folgt, daB U;-(f) konvergiert und daB #(U;-(f)) < 9(f), also ist U,- 
definiert und stetig. U,-(f) braucht allerdings ebensowenig wie I(f) in A zu 
liegen, wenn dies nicht folgenvollstandig ist. 

Sei A’ wieder die folgenvollstandige Hille von A. Dann folgt aus dem 
Vorangehenden : 

‘11.1. U ist eine stetige lineare Abbildung von (a) in A’. 

11.2. Definition. , (a) = {f|f ¢ O(a), U(f) € A}. 

Sei U(f) = /(a)_ gesetzt. 

11.3. Satz. 1. }, (a) ist eine Algebra mit stetiger Multiplikation. 2. U ist 
ein stetiger Homomorphismus von &, (a) in A. 3. &, (a) enthalt C(z) -\ (a) 
(8. §3), insbesondere alle Polynome, und es gilt U() =a, U(1) =e. 4. Ist A 
folgenvollstindig, so ist &, (a) = B(a). 

Beweis: Der Beweis verliuft véllig analog zum Beweis von 5.8. Man kann 
wieder den Operator U’ einfiihren, der C(z) \ &(a) homomorph in A abbildet 
und dort mit U iibereinstimmt. Offensichtlich ist (algebraisch) 


O(z) A B(a) = O(z) A O(a) = G, (a) A C(z) + S VA; (A, a)) A Cle). 


Damit ist 3. bewiesen. In jedem der Summanden liegt sein Durchschnitt mit 
C(z) dicht. Fir ®, (a) wurde dies in § 3 bewiesen, fiir die ¥ folgt es unmittelbar. 
Also liegt C(z) \ @(a) dicht in O(a) und der Beweis von 5.8 laBt sich mit 
Hilfe von 11.1 wortlich iibertragen. Damit sind 1, und 2. gezeigt und 4. folgt 
nun unmittelbar aus der Definition von &, (a). 

Sei nun f € ®’(a) (s. 4.1), A folgenvollstandig. Dann ist /(o’ (a)) = o’ (f(a) 
und f(o(a)) = o(f(a)) (6.9). Liegt uw in o(f(a)) 4 o’(f(@)), so liegt daher 
{-*(4).-\ o(@) in oe’ (a) und enthalt nur endlich viele Punkte. Es gilt nun: 

11.4. Satz. Sei A folgenvolistindig, f ¢@’(a). Dann ist VP (yu, f(a)) 
=f P(A, a), wobei A alle Punkte von f-*(u) -\ (a) durchléuft. 

Beweis: Sei h(t) = (u — (0) fir w +00, h(C) = f(¢) fiir w= co. h liegt 
dann ebenfalls in ®’ (a). 

1. Sei {a,} € Y(A, a) fiir jedes A, d. h. {a} € P (oo, (Ae — a)-}) fiir A+ oo. 
I(h) = U(hy), hho € ®,(a) ist spektralbeschrankt (6.11), also ist auch 
{a,} € (co, I(h)). Ferner folgt aus 10.3 {a,} € Y (co, (Ae — a)-™) baw. {a,} € 
€ Y (co, a™) (fiir A = co) fiir alle m und damit {«,} ¢ ¥(co, U,(h)), da h in A nur 
Pole hat, also alle Summen in U,(h) endlich sind. Da h sonst keine Pole hat, 
folgt damit wieder aus 10.3 


{a,,} € ¥(co, I(h) + 5 Uj (h)) = Y(co, h(a)) = P(u, f(a) . 


2. Nun sei {a,} € ¥(u, f(a)), g(¢) wie im Beweis zu 6.6. Ist h nicht rational, 
dann ist o(a) + 2, man kann wieder ein h, bestimmen (s. Beweis zu 6.6), das 








Idet 
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in diesem Falle wegen / ¢ ®’(a) sogar in ®,(a) liegt. Mit Hilfe von 10.3 folgt 
dann hier in gleicher Weise wie in 6.6, daB {a,} € P(co, k(a)) und 
{an} € W(co, k,(a)) und damit schlieBlich {a,} ¢ Y(op, g(a)) = (A, a). 

Ist h rational, so lassen sich wie in 6.6 rationale Funktionen g,(¢) und 
Pm(C) bestimmen, es gelten die dort ausgefiihrten Identitéten und Ab- 
schétzungen und damit schlieBlich 


. v—1 
pyiay)s MYX Mia(h(a)) s MM, Myy|h(a)h. S 
< Mi|h(a)f,, also |g(a)|,, < M,|h(a)|,,., 


wobei # eine beliebige Halbnorm in A ist und », M, M,, M,, M, und g nicht 
1 
von s abhangen (s. 6.6). Nun geht fiir jede natiirliche Zahl v |a,|°" |A(@)|,on 
1 


gegen 0 fiir n> co, also auch |«,|** |g(a)|,.., und damit ist {«,} € Y(co, g(a). 
Damit ist die Behauptung auch in diesem Fall bewiesen. 

Man kann auch fir { ¢ ®(a) Verallgemeinerungen von 6.3 und 6.6 erhalten, 
mit den gleichen Abschwachungen wie dort auch. Der Beweis des Analogons 
zu 6.6 kann wie oben verlaufen, da es geniigt h,(¢) wie in 6.6 aus ®’’(a) zu 
nehmen. h,(a) ist dann wieder quasi-spektralbeschrankt und damit 
{a,} € ¥ (co, k(a)). Eine direkte Ubertragung auf den Fall / ¢ 6(a) scheitert 
daran, da8 kein 5.9 entsprechender Satz gilt (s. 12.4). 

11.5. Satz. Sei A folgenvollstindig, g(¢) ¢ ®'(a), f(f) < P(g(a)). Dann ist 
h(2) = f(g(C)) € D(a) und h(a) = f(g(a)). 

Beweis: Es gibt eine Folge f, von rationalen Funktionen in 6(g(a)) mit 
{,>fin O(g(a)). Die Hauptteile von f,in den Punkten von o(g (a))/\ 0’ (g (a)) sollen 
dabei die s-ten Teilsummen der Hauptteile von f sein. Die /, liegen alle in 
©’(g(a)). Sei f(g (C)) =h, (C). Nach 6.14 liegt h,(C) in @(a) und es gilt /,(9(a)) 
=h,(a). Nach 11.3.2 gilt f.(9(@)) es f(g(@)). Sei k,(C) = h(t) - h,(C) 
=(f—f,)(g(¢)). Dann bleibt nur zu zeigen: k, (2) ¢ &(a) fir hinreichend groBes 
8 (da dann auch h(¢) = k,(¢) + h,(C) € O(a) und &,(a) + 0. 

U,(k,) verschwindet (unabhangig von s) fiir alle bis auf endlich viele A. 
Sei k,,, der Hauptteil von &, in 4. Es geniigt dann zu zeigen, dab 
ky, s€ Y(A, f(A, a)) fiir alle A und hinreichend groBes s, sowie daB U,(k,) > 0 
fiir alle A und I(k,) > 0. 

Sei g in A — a(a) lokalholomorph (s. 3.1), K € 4° (8; 8; 4) (3.4) so gewahlt, 
daB I°(K) von g in A’ — o(g(a)) abgebildet wird, wo f — /, lokalholomorph 
sein soll. Das Bild von J"(K) liegt dann in einem K’ ¢ 4 (8; 8; A’) und hat end- 
lichen Abstand von allen Singularitéten von /,—/. Die Folge f, kann so 
gewahlt werden, daB die Komponente von f, in O(6; 8; o(g(a))) gleichmaLig 
in K’ gegen die entsprechende Komponente von / konvergiert. (Es waren bisher 
nur die ibrigen Komponenten von f, festgelegt worden.) Damit folgt, daB 
(fs — f) (g(¢)) auf I'(K) gleichmaBig gegen 0 konvergiert und damit I (k,) > 0. 
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Nun sei g(A) = yw, uw eine Singularitat von /, m die Vielfachheit von / als 
p-Stelle. 


hy s(0) = z P(A —O-*, 


Hr—— st | Egan u— ott)* A - ttae 


o=e+l1 


=-35 E Gan (H- gt))-*(A—fy-4de, 


wo oy= max (s+ 1, [= ]) wna r= {| la - 0] = 9}. Sei M= (min|y— 9(¢)I)*. 


Mit {o, at liegen auch {Go.u} und (és, yi in P(u, g(a) Cc P(A, a) (9.10, 9.11 
und 11.4). Sei n’ tel: dann ist 3mn’ > 2n. 2 (Go, oF M’ konvergiert, also 


geht M(s) = z Gaal? M° gegen 0 fiir s+ 00. G,,,(f) > 0 fiir o> 00; sei 


cane to gab gah, daB ¢,,,(f) < 1 fir o > s. Dann ist 


oo oo 1 1 
als DL Gop) Mee= DY Go)? *Gs,.)2 MS 


1 2 1 
= (Go, »)? &* » (Ga, ve M’< Gn’, oF oo = (Gorn) * M 


= @arag)® 6" M(s) . 
Fir hinreichend groBes n ist ¢,.,,,< 1 und damit 
lem fi mm |(Ae — a)""Ip, on S Gr’ Je (omy (Ae — @)""Ipon S 


1 
= Gv, JOR |(Ae — a)lp,cormynr(O"-M (8))** + 0, 


1 
da (6"M(s)) ** beschrankt bleibt. Es folgt {¢/’,} € ¥ (A, a), also ky, ,€ W(A;.f (A)). 
AuBerdem ist fiir 


> P ({on}; ¥; R), On = \(Ae = @)“"Ip.n 


9 (ki, 5) = BY |g] (Ae — a) "pron < 


s M(s) 2 Ge J \(Ae —a)- aS "n(Rd)" +0, { 


da die Reihe unabhangig von s konvergiert und M (s) > 0. Damit ist der Satz 
bewiesen. 








ei 


4)). 


satz 





——>s 


9 
’ 


Spektraltheorie in lokalkonvexen Algebren II 261 


12. Beispiele 


12.1. Seien Z, E und of wie in §9, 0¢ 5 — EF. Dann liegt a=a(t)=t 
in B(E, of; Z) und es ist o(a) = Z, o' (a) = L— F und Y(A; a) = P(A (A). 


Beweis: a(t) «@ folgt aus co ¢ Y — } 4 (A — ¢)-* liegt genau dann in é, 
wenn A¢ Z— , also ist T — Y= o' (a). Ist A, € Z, so liegen fiir 2+ A, alle 
(A — ¢)-? nicht in Y(Ao, (A,)), kénnen deshalb auch nicht gegen (A, — ¢)-? 
gehen. Umgekehrt liegen fiir A, ¢ 2 auch fiir eine ganze Umgebung von A, die 
(A — ¢)-* in ©(9; 9; 2). Dort ist aber die Resolvente stetig. Entsprechendes 
gilt fiir A, = co. Also ist Y = o(a). Nun sei {0,} € (A). p = p({0,}; »; R) in 
W (A, of (A)). Dann ist p((A—€)-*) = @rRR, also |(A—C)“ip.n=OlnR (es 
geniigt, R => 1 zu betrachten). Fir »y = 1, R = 1 ergibt dies, wenn # alle Halb- 
normen durchlauft, alle {o,}. Also ist o/(A,a)>.o(A) und daher ¥'(A, a)c 
Cc P(x (A)). Sei andererseits {a,} ¢ Y(/(A)). Dann ist 


1 1 1 ’ 
Jonl** (A — Cy" p, n= letnl”* Crunk = (\a,|00% cone) R. 


Der Ausdruck in der Klammer konvergiert gegen 0, und damit auch das 
Ganze, d. h. {a,} € P(A, a). 

Ein weiteres Beispiel liefert die Algebra L” aus [1]. Diese ist sogar eine 
metrische vollstandige topologische Algebra (vgl. §1), in der alle spektral- 
beschrankten Elemente dicht liegen (némlich die Elemente aus L®). Es ist ja 
(s. 5.15 und 5.12) fir a = a(t) € Le: 


1 
la|..= sup lim |a(¢)"|* = sup lim ja(¢)|,, = sup |a(t)|.. = |a(¢)|q0 - 
Pp n—+>o Pp no pP 


1 

12.2. Zu jeder nicht abbrechenden Folge {«,} mit \a,|" > 0 gibt es ein a = a(t) 
in L*, 80 daB {a,} ¢ xf (co, a). 

Beweis: {a,} liegt genau dann in .a (co, a), wenn dies fiir {é,} gilt. Es folgt 

1 
aus der Definition von &,, daB alle &,, + 0. Sei (a) = ||a(¢)|,. Dann ist p(a")* 
1 1 

= |\a(¢)|,, und es geniigt &* |a(t)|, = 1 zu-zeigen, da daraus a lalp.n 2 1 und 
damit {@,} ¢ 2f (co, a) folgt. 

Sei M,, = 2°71, e, = e+ ah-12-"", Sc, konvergiert offenbar und ¢ kann 
so gewahlit werden, daB » «, < 1 wird. Man kann also in [0, 1] abzahlbar viele 


sich nicht iiberlappende abgeschlossene Intervalle J, der Lange ¢, unter- 
bringen. Sei a(t) = M, in J, und verschwindé sonst. Es ist zu zeigen, daB 
1 


{ \a(t)|" dt endlich ist fiir jedes n. Sei m > n so gewahlt, daB M, > 1 fiir » > m. 
0 
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Dann ist 


1 
/ lowra= Samt= Sours F ours 
0 


v=m+i1 


m co 
<= DeMe+ ZF 2M 


v=l1 v=m+i1 

m co 
=SeMpte S e-2-¢ a-rae-v 
v=1 voam+i1 

m co 
= DieMi+e D' 2-’<o. 

v=1 v=am+1 


Also liegt a in Z”. Andererseits folgt 
1 
fla(|" dt = e, Me = ah-2 2-"' an Oe = Za, 
0 


1 1 
d. h. ja(¢)|, = &, * und damit £* |a(é)|, = 1. 
Andererseits gilt: 


12.3. Ist A metrisierbar, so liegt in jedem (co, a) wenigstens eine nicht- 
abbrechende Folge, d. h. jedes V(A, of (A))senthalt wenigstens eine nichtrationale 
Funktion. 


1 
Beweis: {x,} liegt in W(co, a), wenn |«,|" |a|},,,> 0 fiir jedes p und ». 
p und » durchlaufen jeweils eine abzihlbare Menge. Folglich ist die Menge der 
Folgen {\a|},,,} abzihlbar. Sei {ol}, w=1,2,... eime solche Abzahlung. 
Dann majorisiert die Folge {o,} mit 9, = max o”) jede Folge {o} von einem 
pan 
1 
gewissen Index n ab. Daher folgt aus |a,|" 0, > 0 {a,} € P(cc, a). Ist {o,} 
1 


beschrankt, so gilt die Behauptung fiir jede Folge {a,} mit |«,|" > 0, ist {o,} 
unbeschrankt, so ist {«,,} = {o;2"} eine gewiinschte Folge. 

12.4. Um zu zeigen, daB sich 5.9 nicht unmittelbar iibertragen laBt, sei 

1 


noch einmal L* herangezogen: a = a(t) = log|log |, p(a) = jal, , p(a")* 
= ||a|,,, > 0 fiir das gegebene a. Also liegt co in ¢(a). Es soll untersucht werden, 


1 
ob {1} in Y (co, a) liegt. Hierzu muB |al,,,, und dazu p(a")* = |jal|,,, betrachtet 
werden. 


; .¥ 
la]. = (J jaw at)” ; 
o 0 

Sei s = —log { , dann ist 

1 ) 

f llog |log $|\"dt—4 f (logs)™e~*ds 
0. log4 


4m'* ) 


8 
=4 F togey e~*ds+4 J togsy e 2e 2ds. 
logé 4m* 





ler 


om 


On} 
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1 « 
Fir s > 4m? ist (logs)" = m logs < ms? < $ < e® , also 


1 oo 
[ ja(t)|" dt < 16m*(log(2m)*)" 2 + fot ds = 4m*(2log2m)™ + 8. 


Es folgt |a|,, < 3log2m fir hinreichend groBes m und |a|,,,, < 3log(2pn) fir 
geniigend groBes n. AuBerdem gilt n! > n*e-*, also 
1 1 1 
(nm!) ** |alpon Sm ” €* Slog(2pyn)+0, 
also {-};} ¢ W (co, a). Mithin liegt e* in O(a) und es ist offenbar e* = |log {| 
= log +. Man sieht aber sofort, daB {-} nicht in Y/(co, e*) liegen kann, da 
sonst e) — 4 wire, ¢ aber nicht in L* liegt. 
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Bordered Riemann Surfaces 
By 
Martin JURCHESCU in Bucarest 


This paper is concerned with the classification problem for bordered Rie- 
mann surfaces, and, especially, with the prolongation problem. The last is 
part of the classification problem and requires to obtain conditions which be 
necessary and sufficient that a bordered Riemann surface X be maximal or 
essentially maximal, that the maximal prolongation of X be conformally or 
topologically unique, and that harmonic functions of certain classes on X be 
extendable over the maximal prolongation of X. 

In §1, preparatory statements of general topology are given and the 
concept of nowhere disconnecting and 0-dimensional ideal boundary of a space 
is introduced. § 2 contains a discussion of the concept of bordered Riemann 
surface; in particular relative homology is considered, and relatively planar 
surfaces and surfaces of finite relative genus are introduced. In § 3 the concept 
of modulus of an ideal boundary set is discussed; results obtained in [11] for 
the ordinary case are generalized to the bordered case; the proofs are generally 
similar to those of [11] and are therefore omitted. § 4 is devoted to the classifi- 
cation problem; here for bordered Riemann surfaces, the harmonic classes 
Ogr, Or yr, Orr, = H, K, A, S and F= B, D, BD, the modular classes M,, 
M,, M, and M, and the mixed classes Myy, E= H, K and F= B, D, BD are 
considered and discussed; also Sario’s linear operator method is extended to 
the bordered case and used in studying the classes 0g». §§ 5—7 deal with the 
prolongation problem. The main result of § 5 states the equivalence between 
the properties of an arbitrary bordered Riemann surface X of belonging to M,, 
of being essentially maximal and of having a topologically unique maximal 
prolongation. In § 6 it is shown that there is equivalence between the properties 
that X € Mx p and that the maximal prolongation of X is conformally unique; 
furthermore each mixed class Mx p is connected with the property of functions 
€ EF of being extendable over the maximal prolongation of X. In §7 the 
notion of Q-quasiconformal prolongation and related questions are discussed. 
§8 contains a proof, for spaces without countable basis, of Freudenthal’s 
theorem on the existence of a 0-dimensional and nowhere disconnecting ideal 
boundary. 

Certain of the results, given in the paper, where announced in two Notes in 
Comptes Rendus [12, 13]. Note that M, of the paper is M, of [12, 13]. 
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§ 1. Topological preparation 

Let X be a topological space. A connected non-empty open set of X will be 
called a region in X, or also a subregion of X when X is connected. 

Definition 1. A nowhere dense subset B of X is said to be nowhere dis- 
connecting in X if for any x € X and any region U containing z there exists an 
open neighborhood V c U of zsuch that the set V — B is open and connected’). 

We note that if B is nowhere disconnecting in X, Br-\ Y is nowhere dis- 
connecting in Y for any open subspace Y of X. 

Lemma 1. A nowhere dense subset B of X is nowhere disconnecting if and 
only if for any region U c X, the set U — B is open and connected. 

Proof. Only necessity need be proved. Let B be nowhere disconnecting 
in X, and let U be any region in X. If x € U — B, we have an open neighborhood 
V c U of x with V — B open, so that U — B is open. It remains to show that 
U — B is connected. Assume to the contrary that U — B= V,u V,, where 
V, and V, are disjoint non-empty open sets. As B is nowhere dense, 7 = 0 — B 
=V,uU V,, so that U=V,.1UUV,AU. Each of the sets V7 U and 
V,. U is non-empty and closed in U. Let B, = V,- V,. Connectedness of U 
‘angllen Bio U +0. Let x € B,7\ U and V be any open neighborhood, con- 
tained in U, of x. Then V—- B= (U — B)A V= Vi, Vu VN V. Each of 
the sets V, \ V and V,/ V is non-empty because each of the sets V, ~\ V and 
V,- V contains the point z. Hence V — B is non-connected. As V is any open 
neighborhood, contained in U, of x, we have a contradiction and the lemma is 
proved. 

Corollary 1. If B is a nowhere disconnecting subset of X and B, a nowhere 
disconnecting subset of X — B, then the set B _ B, is nowhere disconnecting 
in X. 

Proof. Let U be any region in X. We have to show that U — (Bu B,) 
= (U — B) — B, is open in X and connected. Since B is nowhere disconnecting 
in X, U — Bis a region jn X and hence also in X — B; and since B, is nowhere 
disconnecting in X — B, (U — B) — B, is a region in U — B and hence also 
in X. 

Corollary 2. If X is locally connected, any nowhere disconnecting subset B 
of X is closed. 

Proof. If X is locally connected and B nowhere disconnecting in X, the 
set U — B is open for any connected component U of X. Hence X — Bisa 
union of open sets, and this establishes the corollary. 

We recall that, given two locally compact spaces X and X’, a continuous 
map »: X + X’ is said to be proper if for any compact set K’ c X’, p-1(K’) 
is compact. We shall prove an extension lemma for proper maps, which will be 
extremely useful in the sequel. 


1) See Gravert and Remmesrt (7), and Srery [31]; we note that the sets considerid 
in [7] under the name “nowhere disconnecting” satisfy the condition of Definition 1 only 
for the points z € B, so that sets, nowhere disconnecting ip the sense of Gravert and 
REMMERT, may also be called “locally nowhere disconnecting’:. 
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Lemma 2. Let Z be a locally connected and locally compact space, EL’ a 
locally connected compact space, B a nowhere disconnecting subset of EZ and 
B’ a 0-dimensional*) closed subset of Z’. Then any proper map g,: Z — B+ 
— E’ — B’ has a unique continuous extension g : Z + E’ and we have p(B) c B’. 

Proof. By Boursaki [4], we have only to prove that for each b € B there 
exists lim p(x), that is there exists a point b’ € Z’ such that for any 

x—+>b, 2€ E—B 
acighibathaed V’ in E’ of b’ thereisa neighborhood V in £ of b with g(V — B) c V’. 

Let 6 € B and (V,),<; be a basis of open and connected neighborhoods at b. 

Then the set n V, is formed by the single point 6. Let A’ = n Po(V, — B). 


Since the sets ‘g(V.- B), « € I, are connected and form a filter base in the 
compact space Z’, the closed set A’ is non-empty and connected. We assert 
that A’ c B’. In fact, suppose this is false, and let b’ € A’ - (#’.— B’) and 
K' c E’ — B’ be any compact neighborhood of b’. Then each of the sets 
9(V, — B), « € I, meets K’, consequently each of the sets V,— B meets the 
compact set K= gj1(K’). Hence (V,7\ K),¢; is a filter base in the compact 
space K, and therefore the set n V, has a point in K, which is a contradiction. 


Thus A’ c.B’. As B’ is totally disconnected, A’ contains a single point, say 6’. 

If V’ is any neighborhood of b’, it is immediate that y,(V,— B) c V’ for some, 

ie. b’= lim p(x). Thus the existence of ¢ is established, and from the 
a+b, ze E-B 

proof it follows that p(B) c B’. 

Lemma 3. Let Z and £’ be locally connected compact spaces, B a nowhere 
disconnecting set in Z, B’ a nowhere disconnecting and 0-dimensional set in E’, 
9%: E — B+ E’ — B' a proper map with the property: if U’ is any region in 
E’ — B’, so is gyq1(U’). Then, if p: 2 + E’ is the continuous extension of 9p, 
the connected components of B are exactly the fibres y-1(b’) with b’ € B’. 

Proof. Since B’ is totally disconnected, each connected component of B is 
contained in a fibre g-*(b’). Now let 6’ € B’. If V’ is any connected open 
neighborhood of b’, the set g-*(V") is open, and, by the hypothesis, the set 
Goi (V' — B’) = p-*(V’) — Bis a region in Z. As B is nowhere disconnecting 
in EZ, g~*(V’) is also a region*). Hence, if (V‘{),<; is a basis of connected open 
neighborhoods of 6b’, the sets m-1(V{) form a connected filter base in the 
compact space HZ, and consequently the fibre‘) g-'(b’) = n. g(Vi) is 


connected. This completes the proof. 
An immediate consequence of Lemmas 2 and 3 is 


2) A topological space is said to be 0-dimensional if it has a basis made up of both 
open and closed sets; we note that a locally compact space is 0-dimensional if and only’ if 
it is totally disconnected; see HurEwicz and WaLLMAN [9]. 

*) If A is a nowhere dense closed set in a topological space X and U an open set with 
U — A connected, then U is connected, for U — AC UC U— A. 

*) If X and X’ are topological spaces, X’ regular, y: X > X’ a continuous map, 
a’ €X’ and (U‘)cz @ neighborhood basis for x’, then g-4(z’) = n ¢(U.); for let 








A= 9), then g(x)CA, and 9(A)C NOP OC NEF O)=00 
= {z’}. 
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Theorem 1. Suppose that E and E’ are locally connected compact spaces, that 
B and B’ are nowhere disconnecting and 0-dimensional sets in E and E’ respec- 
tively, and that h, is a proper topological map of E — B into E’ — B’. Then h, 
can be extended, uniquely, to a homeomorphism h of E into E’ ; if hy is onto, so ish. 

Definition 2. If a topological space X is imbedded in a locally connected 
compact space X* in such a way that the set 6 = X* — X is nowhere dis- 
connecting in X* and 0-dimensional we say that £ is the (nowhere disconnecting 
and 0-dimensional) ideal boundary of X; the ideal boundary of X is then 
denoted by §(X) or simply by # when X is fixed. A subset « of 8(X) is said 
to be an ideal boundary set of X, and a point y € 8(X) an ideal boundary com- 
ponent®) of X. 

We note that the (nowhere disconnecting and 0-dimensional) ideal boundary 
of a space X (if it exists) is unique, i.e. 8(X) is a topological invariant of the 
space. If X is compact £(X) is empty and vice-versa. 

If X has an ideal boundary £(X), clearly X is locally compact, locally 
connected and has a finite number of connected components. Conversely, we 
have 

Theorem 2. (FREUDENTHAL). Any connected locally connected and locally 
compact space has a nowhere disconnecting and 0-dimensional ideal boundary. 

Freudenthal’s proof [6], founded on the notion of exhaustion, is explicitly 
given only for spaces with countable basis. In § 8 we shall give another proof. 


§ 2. Bordered Riemann surfaces 


A bordered Riemann surface is a connected Hausdorff space X together 
with a covering with regions U and homeomorphisms 4 from U onto the unit 
circle D = {z; |z| < 1} or onto the unit half-circle D’ = {z; |z| < 1, Im(z) = 0} 
such that, if U, and U, are any two overlapping regions of the covering and A, 
and A, are the corresponding homeomorphisms, the homeomorphism 
A, © Az?: A,(U) + A,(U) is directly conformal*). If always A(U) is D, we say 
that X is an ordinary Riemann surface. 

Let X be a bordered Riemann surface. The points of X which have no 
neighborhoods, homeomorphic to D, form a closed set in X ; we call this set the 
border of X and we denote it by B(X), or also simply by B when X is fixed. 
As each point of B has neighborhoods which are homeomorphic with D’, B is 
clearly nowhere disconnecting in X. This implies, in particular, that the set 
R = X — B is connected. The conformal structure of X canonically induces a 
conformal structure of ordinary Riemann surface on R; we write X = Rw B. 
On X we naturally have the notion of (real single-valued) harmonic function, 
and also the notion of (directly or indirectly) conformal map of X into another 
bordered Riemann surface X’ = R’ u B’. If the function u on X is harmonic 
and the map /: X + X’ is conformal, u|R is harmonic on R and /|R is a con- 


5) The concept of ideal boundary component is due to Ker#xJsArté; see FREUDEN- 
THAL [6] and Sromow [32]. 

*) See, for example, Roypen [25] and Privucer [21]. 

Math. Ann. 143 19 
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formal map of R into R’. A relatively compact region U in X is called a para- 
metric neighborhood if we have a directly conformal homeomorphism of U 
onto D or D’. A conformal map /: X + X’ is not generally open, i.e. f(B) is 
not generally contained in B’. 

Definition 3. A harmonic function u on X is called distinguished it <* — 0 
on B. A map /: X + X’ is called distinguished if {(B) c B’. 

A non-constant conformal map f: X + X’ is distinguished if and only if 
it is open. We note that a distinguished continuous map /: X > X’ is con- 
formal if and only if {| R : R + R’ is conformal. 

Since the spaces X and R are connected, locally connected and locally 
compact (by Rapo, they are also with countable basis), there exist the (no- 
where disconnecting and 0-dimensional) ideal boundaries §(X) = X* — X and 
B(R) = R* — R. The closure of B in X* will be denoted by B*. 

Lemma 4. There exists a continuous map o : X* + R* having the following 
properties : 

1° o| RB is the identity map of R. 

2° The connected components of the set B\ 8(X) are exactly the fibres 
o~*(y) with y € B(R). 

3° B* is connected if and only if B is contained in a single fibre o—1(+). 

Proof. By Corollary 1, the set BW 8(X) is nowhere disconnecting in X, 
and, by Lemma 2, the identity map of R has a (unique) continuous extension 
o: X* + R*, and we haveo(Bw £(X)) c B(R). By Lemma 3, o has property 2°. 
If B* is connected, o(B*) contains a single point y € 6(R), so that Bc o-*(y). 
Conversely, if B c o-!(y), then B* c o~1(y); further, as 8(X) is 0-dimensional 
and B* is closed, any point of 6(X) — B* is clearly a connected component of 
Bu B(X) and therefore is a fibre o~*(y’) with y’ € 6(R) and y’ + y; thus 
B* = o—1(y). This completes the proof of the lemma. 

Definition 4. If B is contained in a single fibre o~(y), y € 8(R), we shall 
say that B is situated on a single element y € 8(R) and denote this by y = yp. 

Lemma 5. Suppose X has a non-empty border B; then there exist an 
ordinary Riemann surface X and an indirectly conformal automorphism s of X 
such that: X c X with a directly conformal inclusion map, s| B is the identity 
map, X/\s(X)= B, and s-!= 8. Moreover, the pair (X,s) is uniquely 
determined by these properties. 

Proof. The existence of X and s with the mentioned properties is known 
(for example, PriuceEr [21], pp. 14—15). Now let (Ff, s) and (F,, 8,) be two 
pairs having the properties stated in the lemma. We define the map h: F + F,, 
by setting h(x) = x if x € X and h(x) = s,(s(z)) if x € s(X). Then clearly h is a 
directly conformal homeomorphism of F onto F,, with A(z)=2 for any 
x € X, and which maps s(X) onto s,(X). This established the lemma. 

Definition 5. X (together with s) is called the (Schottky) double of X. 

The inclusion map X c X is obviously proper, so that, by Theorem 1, it 
can be extended, uniquely, to a homeomorphism of the compact space 
X* = Xu B(X) into the compact space X* = Xu B(X). We identify X* 











Bordered Riemann Surfaces 269 


with its image by this homeomorphism. Then X* (= the closure in X* of R) 
is a compact and hence closed subset of X*, so that X* coincides with the 
closure in X* of R. Similarly B* (= the closure in X* of B, by definition) coincides 
with the closure in X* of B. Furthermore, by Theorem 1, the automorphism 
s of X is extendable to an automorphism s* of X*. Then we have 

Lemma 6. s*| B* is the identity map, X* - s*(X*) = B*, and (s*)-!= s*. 

Proof. The set of fixed points of s* is closed and contains B, so that it 
‘contains B*, which proves the first assertion. Hence it follows that 

r\ 8* (X*) > B*. Now let y € X* 4 8*(X*) and let V* be any connected open 
neighborhood in X* of y. Then V = V*— (2) is a region in X= RU Bu a(R). 
The sets VR and V7r\s(R) are open and disjoint. Moreover, as the auto- 
morphism s* maps the closure (in X*) of R onto the closure (in X*) of s(R), 
that is s*(X*) is the closure (in X*) of s(R), from y € X* and y €s*(X*) it 
follows that V* contains points of R and of s(R), so that V ~\ R and Vr s(R) 
are non-empty. But V= VA RUVA BU Vor \8(R) is connected, conse- 
quently V +.B is non-empty. As V is arbitrary, we conclude that y € B*, which 
proves the second assertion. The last assertion is immediate. 

Let Y be a region in X. As the set Y - R is a region in R and the set Y\ B 
is open in B, Y is canonically endowed with a structure of bordered Riemann’ 
surface with the border B(Y) = Y¥ 7 B. Let’) 0¥Y = Y — Y be the relative 
boundary of Y, and consider the following conditions: 

1) @Y is nowhere disconnecting in Y. 

2) @Y is locally jordanian, i.e. each point x € 0 Y has a neighborhood V in X | 
with the property that V ~ 0 Y is a non-degenerated Jordan arc. 

3) Any connected component c of R /\ 2 Y is a closed analytic Jordan curve 
or an open Jordan are with é an analytic arc on X having the ends on B and 
being normal to B. 

4) @Y is non-empty and compact. 

Definition 6. A region Y in X is called distinguished if it satisfies condi- 
tions 1) and 2), and normal if it satisfies conditions 1)—4). 

If @ Y is nowhere disconnecting in Y, so is B(Y) = Y— YA R= B(Y)Uay 
by Corollary 1. Further, if @Y is nowhere disconnecting in Y and locally 
jordanian, so is B(Y). It follows that, if Y is distinguished, for each point 
ax € B(Y) there exists a neighborhood V in Y of x and a homeomorphism A 
from V onto D’ in such a way that 4|(V— B(Y)) is directly conformal and 
AV B(Y)) = {z; |z| < 1, Im(z) = 0}. Hence, for any distinguished region Y 
in X, Y naturally becomes a bordered Riemann surface having the border ‘B(Y). 
In a similar way we see that, for any distinguished region Y in X, there exist 
a bordered Riemann surface X, = R, v B,, a region Y, satisfying conditions 1) 
to 3) in X, and a homeomorphism hf of Y onto Y, such that h| Y is directly 
conformal and h(@ Y) = @ Y,. Hence we see that condition 3) can generally be 
omited. 


_ *) If A is any subset of X, we shall use A for the closure in X of A; in particular 
R= XanddR = B. 


19* 
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Definition 7. Let Y be a relatively non-compact normal region in X; a 
sequence (Y,),ncv, N = the set of natural numbers, of relatively compact 
normal regions of X, contained in Y, is called a relative exhaustion of Y if: 
a)OY c ¥,, b) ¥,,c Yas; ¢) ¥Y— Y, is free from relatively compact connected 
components, and d) any connected component of @ Y,, disconnects Y, n € N. 
For Y = X we have the notion of exhaustion of X. If Y is a finite union of 
mutually disjoint normal regions Y‘ in X, the sequence (Y,),cw is a relative 
exhaustion of Y if, for each i,.(Y, 7 Y¥*)ncw is a relative exhaustion of Y*. 

The proof of the existence of a relative exhaustion for a normal region is 
similar to that used in the ordinary case. 

Definition 8. Let « be an ideal boundary set of X, ie. a C B(X), and let 
Y*>« be a finite union of regions Yf in X*, with mutually disjoint closures 
in X*, with «-\ Y¥ +0 for each i, and with Y,; = Y¥# 7 X normal regions. 
Then we shall say that Y = u Y, is a normal neighborhood in X of «. 

We note that any normal neighborhood of an ideal boundary component y 
is connected. From the existence of an exhaustion of X it immediately follows 
that any ideal boundary set « of X has a basis of normal neighborhoods (in X). 

Definition 9. Let « be an ideal boundary set of X. A property which is 
common to all the pairs (Y, «), where Y is any normal neighborhood in X of «, 
is called an a-property of X; in the case « = 8(X), we say boundary property 
instead of #(X)-property. 

In view of introducing further notions, it is necessary to consider relative 
homology on X: For g= 0,1, 2, a g-chain (see Nevanutinna [18]) in X is a 
q-cycle (we say simply cycle for 1-cycle) if its boundary is contained in B. So we 
have the relative homology groups H,(X, B). Furthermore, as in the ordinary 
case (NEVANLINNA [18]), we have the notion of dividing cycle and of dividing 
homology class ¢€ H,(X, B). 

Definition 9a. We say that X is (relatively) planar if all homology classes of 
H,(X, B) are dividing; we say that X has finite (relative) genus if H,(X, B) 
has only a finite number of non-dividing classes. 

Lemma 7. Suppose X has a non-empty border. Then the following three 
conditions are equivalent: 

1° R is planar and B is situated on a single element yg, € 8(R). 

2° & is planar. 

3° X is (relatively) planar. 

Proof. First suppose that 1° holds. Then y, is hyperbolic [11, Theorem 6], 
so that [11, Theorem 10] we may assume that X is a region in the unit disc 
D= DUT, where I'= {z; |z| = 1}. Then we have B c I’. Lets, be thesymmetry 
map with respect to J" in the extended complex z-plane. Then X = X vu s,(X) 
is planar and all homology classes on X are dividing. Conversely, if R is non- 
planar, clearly X is non-planar. Furthermore, if o(B) contains two points 
V1 + V2, there exists a Jordan arc c on R* joining y, and y, such that c-\R 
is a non-disconnecting open Jordan arc on R and such that o—1(c) is a Jordan 
arc on X with the ends on B; clearly é = c U s(c) does not disconnect X. This 
completes the proof. 
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Remark. Similarly we may see that the following assertions are equivalent : 

a) R has finite genus and o(B).is finite. 

b) X has finite genus. 

c) X has finite (relative) genus. 

Definition 10. An ideal boundary component y of X is said to be of planar 
type if there exists a normal neighborhood Y of y having a planar closure Y. 
The set of all ideal boundary components of planar type of X is denoted by 
B,(X). 

Clearly B,(X) is an open subset of 8(X) and B,(X) = B(X) if and only if X 
has finite (relative) genus. 


§ 3. Modulus of an ideal boundary set 


Let X= Rw B be a bordered Riemann surface. We consider cycles c on X 
having the form c= 5’ c,, where each c, is either a closed Jordan curve con- 
‘ 


tained in R or a Jordan are such that c,;\ B contains exactly the ends of ¢,. 
We shall also attribute to c the set meaning, i.e. c= Y % The set c disconnects 


X if and only if the cycle c is dividing. Since 6(X) is nowhere disconnecting, ° 
ec disconnects X if and only if c disconnects X*. If A, and A, are sets in X, 
we shall say that a dividing cycle c separates A, from Ay it X* —c= Ufu Uj, 
where Uf and U$ are disjoint open sets and A, cC Uf and A, U$. 

Let B be the (nowhere disconnecting and 0-dimensional) ideal boundary 
of X, « a subset of 8, Y a normal neighborhood (in X) of a, a= 2Y. Let 
(Y,)new be a relative exhaustion of Y, and let 8, = 0(Y,) — a, » € N. Then 
the set #,, has only a finite number of connected components, say £,,,. We shall 
also attribute to £, the cycle meaning, i.e. f, = > .f,,. Since f, is a dividing 

i 


cycle on X which separates « from a», there exists a miriimal subcycle of f, 
having the same property; this subcycle is uniquely determined and will be 
denoted by «,. We shall also consider a, a8 a subset of £,,. 

Definition 11. A distinguished harmonic function u on Y will be called 
admissible for a, and « if*) u = 0 (continuously) On de» J fdti=l,and [ di=0, 


Bai Ean 
ne€N. 
Lemma 8°). In the class of admissible harmonic functions u on Y,, for ag 


and a, there exists one, say u,, which satisfies the following two equivalent 
conditions : 


1) u= const= yu, on a,, and u,, = const= p,, on each B,, ¢ a. 

2) D(u,)= min D(u). 

Definition 12. We say that u,, is the extremal function of Y,, for a» and «,,, 
and that uw, = D(u,) is the modulus of Y,, for a and «,; the notation yu, = “ 
(Y,,; &, &) is used. 


*) If u is harmonic, we shall use @ to denote the conjugate harmonic function of w. 
*) For the proofs of the statements of this § we refer to [11]. 
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Theorem 3. a) The sequence (U,),cw 18 relatively compact for the compact 
(= uniform on each compact set) convergence in Y. 

b) Each limit function u,, of (u,,) is admissible on Y for a» and «, and satisfies 

D(u)= D(u,) + D(u — u,) , 
where u is any admissible function Y for a and «. 

c) The sequence ( Un)nc w 18 non-decreasing and D(u,) = lim u,. 

It is clear, by Theorem 3, that if lim u, < oo the extremal function u, is 
unique. 

Definition 13. We say that u, is the extremal function of Y for a, and a, 
and that u,= D(u,) is the modulus of Y for a and «; the notation u(Y; a, «) 
is used. 

By Lemma 8, Theorem 3 and the uniqueness of u, in the case lim yu, < , 
we see that Definitions 12 and 13 are consistent. 

If.u( Y ; a, «) = co for a normal neighborhood Y of a, then u(Y’; a», «) = ce 
for any other normal neighborhood Y’ of « [11, Lemma 3]: - 

Definition 14. An ideal boundary set « of X is said to be parabolic if 
fa = co and hyperbolic if uw, < oo. If u, = oo for any y €a, we say that « is 
absolutely disconnected. 

We note that the property of « of being parabolic or absolutely disconnected 
is an a-property of X. 

Remark. Suppose Y = X, and let z € Y, and z be a local parameter at z 
(z= 0+ 2). Call admissible on X for a, z, z any real function ¢ on X satisfying 
the following conditions: ¢ is harmonic distinguished on X — {z}, t= log|z| + p 
in the parametric neighborhood of z with a harmonic g and with g(0)= 0, 


jf a=2 and f di= 0, n€N. Let I(t) = lim pra. Let t, be the 


admissible tinee te Y,, for a,, x, 2 satisfying ¢,— const= k, on a, and 
t, = const= k,, on each f,,¢a,. Then we have the following theorem of 
Sarto [29]: 

The sequence (t, new i8 relatively compact for the compact convergence in X ; 
any limit function ¢, of (¢,) is admissible on X for a, z,z, and satisfies J (t) 
= I(t,) + D(t — t,), for any admissible ¢; the sequence (k,,) is non-decreasing 
and I(t,) = limk, = k, (say). 

t, is called the capacity function of X for «, z,z, and c,= e~** the capacity 
of X for a, z,z. We have c,= 0 if and only if « is ic [11, Theorem 3}. 
Furthermore, setting g, = k, — t,, the sequence (g,) a finite limit g, if and 
only if « is hyperbolic. For « hyperbolic, the function g, = g,(z’, x) is positive, 
harmonic in z’ on X — {xz}, and symmetrical: g,(z’, x)= g(z, x’). We call g, 
the Green function of X for « and z. 

We now consider conformal metrics on X. If o is any conformal metric on 
an open set containing the cycle c= 3" c,, we define the o-length of c by the 


+ 
lower Darboux integral l(9;c)= D* /[ o(z)|\dz|. 
i | 








x) 
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Further, if @ is any measurable (in Lebesgue’s sense) conformal metric on 
an open subset V of X, we define the o-area of V, by the Lebesgue integral 
A(o; V)= f o*(z) do,, where o, is the local Lebesgue measure. Clearly, for 

v 


0. = |gradu,|, A(Q,; ¥)= a. 

Definition 15. A measurable conformal metric 9 on Y is said to be admissible 
for a and « if (9; c) = 1 for any cycle c on Y separating « from ap. 

Clearly, if a harmonic function u on Y is admissible for « and «, so is the 
conformal metric 9 = |grad u|. 

Theorem 4. In the class of admissible conformal metrics on Y for a and «, 
0, = |gradu,| gives the minimum of A(o; Y); moreover A(o; Y)=p, + 
+ A(o — 0,; Y), for any admissible o. 

Remark. From the proof given in [11] it follows that the theorem remains 
true if we define admissibility by requiring condition /(g;c)=1 only for 
analytic cycles c separating « from ap. 

An immediate consequence of Theorem 4 is 

Theorem 5. An ideal boundary set « of X is parabolic if and only if for any 
measurable conformal metric 9 on Y with A(o; Y) < co, there exists a cycle c on Y 
separating « from a and having an arbitrarily small length. 

Corollary 3. If « is parabolic, so is any «, C «; hence if « is parabolic, 
then « is also absolutely disconnected. 

Corollary 4. A finite set « C 8(X) is parabolic if and only if all y € a are 
parabolic. 

Let X, be a distinguished region in X; then X, is a bordered Riemann 
surface with the border B, = Br X,. 

Corollary 5. If 8(X,) is parabolic (resp. absolutely disconnected), then so 
is B(X). 

If », € B(X,), the set 7, = a V,,, where (V,,)ncw is a basis of normal neigh- 
borhoods in X, of y, and where J, is the closure in X of V,,, is a closed subset 
of X. We have [11, Theorem 6]: 

Theorem 6. [f 7, contains a continuum, y, is hyperbolic. 

Corollary 6. If £(X,) is absolutely disconnected, X — X, is 0-dimensional. 

Corollary 7. If X is planar and £(X) absolutely disconnected, 
X*= Xu B(X) is the unit disc D when B+ 0 and the extended complex 
plane (w) when B= 0. 

Proof. If X is planar and B +0, X may be considered as a region in D 
{1l, Theorem 10]. If, in addition, 8(X) is absolutely disconnected, then by 
Corollary 6, D — D is 0-dimensional and hence also nowhere disconnecting 
in D. Consequently X* and D are homeomorphic by Theorem 1. The proof is 
similar in the case B= 0. 

We suppose now that B is non-empty. Let X= XV s(X) be the double 
of X, P= Yus(¥), &q= aU 8(%), = aU s*(x), and wz the modulus 

of ¥ for & and &. Let 4, be the harmonic function on Y defined by @, (x) = u, (2) 
if x € X and 4, (x) = u,(s(z)) if x € s(X). Clearly @, o s= @,. 
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Lemma 9. The function $ 4, is extremal on Y for & and &, and hence 
; 
Me=y be 
Proof. Let fi, be the harmonic function on ¥,,= Y, U s(¥,) defined by 
4, (z)=u,(x) if «€Y, and @,(z)= u,(s(x)) if x €s(X). It follows from 


Lemma 8 that ; fi, is the extremal function of f,, for d and & = a U 8 (an). 


As clearly 4, is a limit function of the sequence (4,), the lemma follows. 

Corollary 8. « c £(X) is parabolic (absolutely disconnected). if and only 
if @ C B(X) is parabolic (absolutely disconnected). 

Let R, be a region in the unit circle D of the extended. complex plane (w) 
satisfying the following conditions: 

a) There exists a sequence of (closed or not) segments 6, c D — R, on 
argw= const., such that each point of b,; has a neighborhood V with V ~ 6, 
= Vr (D— R)). 

b) Let b= y b, and ‘R, = R, u b; then the set D— ‘R, is closed in D, has 


a vanishing area and each connected component of D — ‘R, is a point or an 
are on |w|= const. with at most one point belonging to },. 

For such an R, we may naturally obtain a.bordered Riemann surface 
X,= R, vu B, in such a way that we have a continuous map t : X + ’R, having 
the following properties: 1|R, is the identity map, t(B,) = 6, for each w € b, 
t~1(w) contains exactly two points, say x, and z,, and t| B, is locally topological 
in x, and 2,%). We shall call X a bordered slit circle, and say that the border B, 
of X, is situated on b. Similarly we have the notion of a bordered slit annulus. 

Now let y € 8(X) and Y a normal neighborhood of y with a connected 
relative boundary a. Let j,= e*“+'*). If YR is planar, f, is clearly 
single-valued. Moreover, we have (cf. the proof of Theorem 9 in [11]): 

Theorem 7. If Y - R is planar and y hyperbolic, the direct conformal map 
f,: YA R- (w) is topological and f,( Y) is a bordered slit annulusin 1 < | w| < 
< e*"7 with |\w|= 1 and |w|= e®*"” corresponding to a, and y respectively. 
If, in addition, Y is planar; then at a suitable determination for %,, the border of 
t,(Y) is sitwated on the negative real axis. 

Again suppose y € 8(X) be hyperbolic. Let x¢€X, let g, be the Green 
function of X for y and x, and let h, = e~%~*?, From Theorem 7 it follows 
(cf. Lemma 4 in [11)). 

Theorem 8. Jf R is planar and y hyperbolic, h,: R — (w) is topological and 
h,(X) is a bordered slit circle with |w|= 1 corresponding to y. If, in addition, 
X is planar, then, at a suitable determination for j,, the border of h,(X) is situ- 
ated on the negative real axis 


§ 4. Classification 


Let X= Ru B be a bordered Riemann surface. We consider the following 
properties of a harmonic function u on X: 


H = harmonic distinguished. 


10) b is the interior of 6, ; for w € D 7\ (6,— b,), t-1(w) contains a single point. 
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K= H and { di= 0 for any dividing cycle c on X. 


¢e 
A= H and u + i@ single-valued. 
S = K and u + i@ univalent on R (only for a planar R). 
H° = harmonic and u= 0 on B. 
K° = H° and { di= 0 for any dividing cycle c on X. 


ec 

A° = H° and u + ti single-valued. 

S° = K° and u + i% univalent on R (only for a planar R). 

B= bounded. 

D= with a finite Dirichlet integral. 

BD= Band D. 

Let E= H, K, A, S and F= B, D, BD, and let EF (resp. E°F) be the 
class of all functions u on X having properties Z and F (resp. E° and F). 

Definition 16. We define the harmonic classes of bordered Riemann surfaces 
Og rv, Og » and Of» as follows: Og» (resp. Oy: ) is the class of all bordered Rie- 
mann surfaces X on which there exist no non-constant functions of the 
class EF (resp. E°F). Of is the class of all bordered Riemann surfaces X with 
the property that every distinguished region Y of X belongs to the class 
SOg,, i.e. any u € EF on Y, satisfying u = 0 (continuously) on 0 Y is = const 
(= 0, if OY + 0)"). 

It is clear that Orr c Og p, On rC Oxr and One rc Ox: p. 

Definition 17. We define the modular classes M,, i= 0,1, 2,3 (M,= M), 
as follows: M, (resp. M,) is the class of all bordered Riemann surfaces X with 
parabolic (resp. absolutely disconnected) 8(X). M, is the class of all bordered 
Riemann surfaces X having the property that for any distinguished subregion Y 
with a planar closure Y, Y ¢ M,. M,= M is the class of all X ¢ M, which are 
free from planar ideal boundary"). 

It is clear that, for bordered surfaces of finite genus, M,= M, and M 
contains only compact surfaces. We note that the property of belonging to a 
modular class is a boundary property of X. 

Let Y be a normal neighborhood (in X) of 8(X). We say that the unrestricted 
maximum principle holds on X if for any u € HB on Y, continuous on Y, we 


have supu < maxu. The following lemma generalizes a well known theorem 
Y Xo 
of MyRBERG (see, for example RoypEn [25)). 


Lemma 10. X ¢€ M, if and only if the unrestricted maximum principle 
holds on X. 


4) For ordinary Riemann surfaces X = R, 0g7= O0g-y, and these classes are well 
known (see AHLFors and Beur.ine [1], and Sarto [26—30]). The classes 0, y, Oge y, for 
B + 0, and 03,, for B = 0 and for some £ and F, were introduced by Kuropa[15, 16], 
who used the notations NO,z, for Og» and SO,» for 0,-7; see also Roypen [25], and 
ConsTaNTINEscU and Cornea [5]. 

12) Suppose we are in the ordinary case: the class M,, for planar surfaces, was intro- 
duced by Antrors and Bevuruine [1], and, for arbitrary surfaces, by Sarto [29]. The 
class M, may be considered as a further generalization of Ahlfors and Beurling class 


Ose = Os p- 
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Proof. If X ¢ Mg, the extremal function on Y for a, and £ clearly violates 
the unrestricted maximum principle. Conversely, let X ¢ M, and u ¢€ HBon Y, 
continuous on Y and satisfying u < m on a». Then for each e > 0, we have 
u < m+ ep, on B,, forn 2 n(e), whence u < m + eu, on Y,, bécause u and u, 
are distinguished. Hence u < m+ eu, so that, for e+0, u < m, which 
completes the proof. 

Theorem 9. The inclusion diagram 


COgpC 


MM, 0 
o One COg pc 


Onc M, 
holds for arbitrary bordered surfaces. Moreover Oy pp = Oy p and Og gp = Ox p.- 

Proof. The inclusion M,C 0y, follows from Lemma 10, the inclusion 
Og gC 0g gis obvious, and the inclusions 0g zp C Og p and 0g pC 0g p and equalities 
Ow pp = 7p and 0g gp = 0gp may be proved by extending Sario’s method 
of [28]. The inclusion-0, p) C M, will be proved below (Corollary 11). 

The inclusion diagram, being throughout strict in the ordinary case [1, 30, 
35], is a fortiori throughout strict in the bordered case. 

Theorem 10. For planar bordered surfaces, M,= M,= Osr = Ose p, 
F= B, D"). 

Proof. We already know that M, = M, for the finite genus case. Also, it is 
clear that 0gp= Os-p. Finally the equalities M,= 0s», F = B,D, may be 
proved by means of the reasoning used in [11] for the ordinary case. 

Corollary 9. For planar bordered surfaces, = H, K, S and F = B, D, 
BD, Orr U Og pC M,= M,. 

-Lemma 11. Let 2 be a region in the extended complex plane (w), con- 
taining w= co; if 2 € M, — 0g p, the set 8(Q) = (w) — Q has infinite length"). 

Proof. We shall show that if 2 € M, and the length of £(Q) is finite, then 
2 €0xgp. By a theorem of Sarto [26], it will be enough to show that any 
directly conformal homeomorphism h of 2 onto a region 2’ in the extended 
complex. plane (w’) is (the restriction to Q of) a linear map. By Corollary 6, 
8(Q) and £(Q’) are 0-dimensional and hence also nowhere disconnecting. It 
follows from Theorem 1 that h can be extended to a homeomorphism h* of 
(w) onto (w’). Since 8(Q) has a finite length, it follows from a lemma of Parn- 
LEVE-PomPEIv (see [22]), whose proof is by the familiar argument of Cauchy’s 
integral, that h* is conformal, and hence linear. This establishes the lemma. 

Theorem 11. For simply connected bordered surfaces, 0g» = M,= M,,. 

Proof. X= RW B is simply connected if and only if X is planar and R 
simply connected (by Theorem 8, applied to R and yg). Hence, by Corollary 9, 
inclusion 0, pC M, is certainly true. To prove the converse inclusion, we need 
some preparations. Let X be simply connected. We may suppose B + 0 (for 
the ordinary case the theorem is obvious). Thén yz is hyperbolic by Theorem 6 


13) In the ordinary case, the equality 0; , = 0s» was first proved by AnLForsand 
Bevuriine [1]; see also Sarto [29], and author's paper [11]. 
44) In connection with this lemma and Theorem 11 see also AHLFors and Bevur.ince [1]. 
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and therefore X can be considered as a region in D by Theorem 8. Then R= D. 
Let s, be the symmetry map with respect to J" in (w). 

After these preparations, let X ¢ M, and-u be any function of KD on X. 
Let @ be the harmonic function on X= X Vs,(X) defined by (x)= u(z) if 
a ¢€X and &(x)= u(s,(x)) if x € s,(X). Clearly 4 € KD on &. Now, by Corol- 
lary 8, X € M,. As (w) — X c I’, Lemma 11 gives X € 0, p. This yields 4 = const, 
ie. u= const, and the proof is complete. 

For further investigation on the harmonic classes 0 » we need an extension 
to the bordered case of Sario’s linear operator theory [27]. To this purpose we 
consider a finite union Y = 2 Y‘ of normal regions Y‘ with mutually disjoint 
closures Y*. Let c=9Y= WAY‘. A function wv on ¢ will be called distin- 


‘ 
guished if there exist a neighborhood V'in X of c and a distinguished harmonic 
function v, on V such that v,\c=v. Let H, be the set of all distinguished 
functions v on c, and let Hy be the set of all distinguished harmonic functions 
u on Y, continuous on Y. Clearly H, and Hy are real vector spaces. A linear 
map L: H,— Hy will be called a normal linear operator if, for any v € H,, 
u= L(v), the following two conditions are satisfied : 
1) u= voncand f/di=0, 


c 
2) minv S wu S max», on Y. 
e 


ec 
Let (Y,,)ncw be a relative exhaustion of Y. For v ¢€ H,, let u® be the function 
0 
€ HB on ¥,, with u9= v on c and on 0 on £,, and let us be the function 


¢€ HB on Y,, with u} = v onc and u} = const = k,,, on each 8, ,;. Then it is not 
difficult to see that the sequences (u%),-y and (uj),<y are convergent. If 
u°= limu® and u!= limu}, we easily see that the maps v > u°= L,(v) and 
v— u! = I, (v) are normal linear operators satisfying, in addition, the following 
condition : 
3) D(u)= f vdi. 
ec 


Now let Y, and Y, be open sets in X each having the above mentioned 
properties of Y. We suppose, in addition, that Y,-\ Y,=0, that 0 Y,—0 Y,—c 
(say) and that X — c= Y, vu Yj. Let cy and c, be the two edges of c, in Y, and 
Y, respectively, each c, being traced in the negative direction with respect to 
Y,. Let Z be a normal linear operator on X — c for the two edges c, and ¢, of c. 
Let v be a single-valued real function on X — c, harmonic distinguished near c 
and such that setting v, = v| Y,, each v, is extendable to a distinguished harmonic 
function across c. Then we have the following 

Theorem 12 (Sarto). The condition [{ dit= 0 is necessary and sufficient 


Cot 
jor the existence of « function « on X, harmonte distinguished on cand ouch that 
u—v= L(u —v) on X —c. The function u is unique wp to and additive con- 
stant and u= const if and only if v= L(v) on X — c. 
Proof. Sario’s proof given for the ordinary case in [27] can, in a natural 
extension, be applied to the bordered case. 
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Definition 18. Let Y be a finite union of normal regions Y‘ with mutually 
dispoint closures Y‘, and let c= @Y. Then we shall say that Y has Sario’s 
EF-property, E= H, K and F= B,D, BD, if from u€ HF on Y, u=0 
(continuously) on c and f di = 0, it follows u = 0. 


e 

From Theorem 12 it easily follows, as in the ordinary case [27], 

Theorem 13. Let Y be as in Definition 18, and let E= H,K and F= B,D, BD. 
Then if X€Qxp, Y has Sario’s EF-property; conversely, if Y has Sario’s 

- EF -property and X — Y is compact, X € 0p. 

Hence it follows in particular that the property of X of belonging to a 
class Og r, H= H, K and F= B, D, BD, is a boundary property of X. 

Theorem 14. Let Y be a normal region in X, and let E=H,K and 
F= B,D, BD. Then if X €Ogp, Y €Ogp; conversely if Y €Qgy and X—~Y 
is compact, X € Opp. 

Proof. Let Z be a normal region in X such that Zc Y and Y — Z is com- 
pact. Then we may consider Z as a normal region both in X and in Y. Hence 
we see by Theorem 13 that if X € 0,7, Z has Sario’s E F-property, consequently, 
as Y — Z is compact, Y € Ogp. The proof of the converse is similar. 

Definition 19. For = H, K, A and F= B, D, we say that X= RUB 
is of class Og» if X = X U8(X) € Oye when B + 0 and if X € 0g, when B= 0. 

It is immediate that 0g C Ory. 

Theorem 15. The inclusions Oy pC Oy r, F = B, D, BD, are strict. 

Proof. Let R, be an ordinary Riemann surface with a single ideal boundary 
component y and such that y be hyperbolic and R, € 0, ,. For the existence of 
such an R we refer to Sarto [30] and T6x1 [35]. Let S, be a normal region 
in R, with a compact R, — S,, and let X,= S,. Then Theorem 14 implies 
X, €0,,. But, as both ideal boundary components of X, are hyperbolic, it 
follows from a theorem of NevaNLinNa [18] that X, ¢ 0,» for F= B, D, BD. 
This proves the theorem. 

Theorem 165). For bordered surfaces of finite genus, M,= Oy p= Ogp.- 

Proof. We know that M,C 0g Oy p for arbitrary surfaces. Now suppose X 
if of finite relative genus and X ¢ M,. We have to show that X ¢0,, for 
F= B,D, BD. If X ¢ M, this is clear by Theorem 10. Hence we may suppose 
X € M,. Let Y be a normal region iri X such that X — Y is compact and Y 
planar. Then it will be enough to show that Y ¢ 0, » by Theorem 14. Hence we 
may suppose that X is planar. Since the theorem is known in the ordinary case, 
we shall also suppose B + 0. Then, by Theorem 8 applied to R and yz, X may 
be considered as being a region in the unit disc D of (w). Let s, be the symmetry 
map with respept to [= D — D in (w). Then, by Corollary 8, X ¢ M, — My, 
so that the set (w) — X is 0-dimensional and has a positive harmonic measure 
in (w). It follows that D — X is 0-dimensional and has a positive harmonic 
measure in (w). Hence we may divide D — X by an analytic Jordan are c in X, 
normal to J’, in two sets %) and «, each having a positive harmonic measure 


15) In the ordinary case, this is a well-known theorem; also the theorem is known in 
the simply connected bordered case (cf. Kuropa [15]). 
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in (w). Then X — c= Y, Y,, where Y, and Y, are normal regions in X and 
where ¥,, Y, do not belong to M, by Corollary 8. Let uv, be the extremal 
function of Y, for c and a, and let v, be the extremal function of Y, for c and a. 
Then vp, v; ¢HBD on Y,, Y,. Let v be defined on X —c he v| Yo= v%, 
v| Y,= —»,, and v|c= 0. Then v satisfies the condition of Theorem 12, and 
v + L(v) on X — ¢, for any normal linear operator L. Let L be the operator L, 
or L,. Then by Theorem 12 there exists a function u on X, harmonic non- 
constant and such that u= v + L(u — v) on X —c. Clearly u€ HBD on X. 
Hence X ¢ Og r, F = B, D, BD, and the proof is complete. 

Corollary 10. For bordered surfaces. of finite genus, = H, K and 
F= B, D, BD, Orr = Og r- 

Proof. For E = H, this immediately follows from Theorem 16 and Corol- 
lary 8. For E = K one first shows that, in the finite genus case, 0x p= 0x: » and 
hence one concludes that Ox p= Ogp. 

. Remark. For simply connected bordered surfaces 0, » = 0, 7 obviously, 
and consequently 0,» = M, by Theorem 16, while the inclusions 0, pC 0g» 
are strict (cf. AHLFoRS and BEeuRLine [1], observe that for planar ordinary 
surfaces K = A). Further, for ordinary surfaces, it is known that 0¢7C 047 
strictly. We conclude that for bordered surfaces neither of the classes 0, » and 
0, r is contained in the other. 

Theorem 17. Let Y be a distinguished region in X having a planar clo- 
sure Y; then for E= H, K and F = B, D, BD, if X €Ogp, ¥ € Oxp. 

Proof. Let X € 0g”, 2=H, K, F= B, D, BD, and let Y be a distinguished 
region in X with a planar Y. Then, as it will be proved below (Corollary 13), 
ae Let X,= Y. By Theorem 8 we may suppose X, be a region in D. Let 

= D — X,. By Corollary 7, a,= 8(X;), so that-«, is 0-dimensional. Let 
y valk a, and let V be an open neighborhood in D of y such that V — V is an 
analytic Jordan curve, non-meeting «,. Then we may consider V -\ X, as a 
normal region both in X and in (w) — a,. Hence, by applying Theorem 13, 
we see that D r\ a, is EF-removable in (w) and hence also in D. Let u, ¢ EF 
on X,. It follows that u, has an extension u, € ZF on X,= D—I'r\ a. By 
Corollary 5, X, € M,, and hence, by Theorem 11, X, €0,p. Now let E= K 
and F = D. It follows u, = const, i.e. u, = const. Thus X, € 0x p, and the progt 
is complete. 

Corollary 11. For = H, K and F= B, D, BD, Oypc M, and Ogrc My. 

Proof. The first assertion follows from Theorem 17 .and the last from 
Corollary 9. 

Definition 20. Let E= H, K and F= B, D, BD. We shall say that £(X) 
is EF-null at the point y € 8(X) if y has a normal neighborhood Y in X with 
Y € Og,y. Further, an open subset a of 8(X) will be called ZF-null if B(X) is 
EF-null at all points of «; we may take in particular «= §(X) and «= £,(X) 
= the planar ideal boundary of X. 

We note that the property of §(X) of being ZF-null at y is a y-property 
of X by Theorem 14. Also the property of an open subset « of §(X) of being 
EF-null is an a-property of X. 
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Definition 21. For E= H, K and F= B, D, BD, Mg, is the class of all 
bordered Riemann surfaces X € M, for which f,(X) is F-null. We refer to the 
classes My» as to mized classes of bordered Riemann surfaces. It follows from 
Theorems 13 and 14 that an X € M, belongs to Mg, if and only if for any 
normal region Y in X with a planar closure Y, Y has Sario’s ZF-property. 

We observe that for surfaces of finite genus, My, = 0,7 by Theorem 14, 
and that for surfaces without planar ideal boundary, Myy = M,= M. 

Theorem 18. For E=H,K and F= B,D, BD, OgpC Mgy. Further, 
Mc Myp= Mygzp= Map Mypc Mgpc y,. All the inclusions are strict. 

Proof. The inclusions 047 C Mx, follow from Theorems 14 and 17. The 
equalities My,= Myxp= Myp follow from Theorem 16. The inclusions 
Myp © MgzC Mxp follow from Theorem 9, and the inclusion Mg pyc M, is 
given by the definition of mixed classes. That the inclusions My,C MgpC 
C MxypC M, are strict follows from the fact that the inclusions 04 ,¢ 0g 2¢ 
C Og pC Ogz are strict in the planar ordinary case (cf. AHLFors and Brur- 
LING [1]}). If R, is an ordinary surface without planar ideal boundary belonging 
to On, — My, and a, C R, is any non-empty compact set of a vanishing har- 
monic measure, R, — a, € My,— M, i.e. the inclusion Mc My, is strict. 
Further, in [14] we prove the existence of an ordinary Riemann surface 
R, € M — 04. As in the ordinary case 0; pC 0,4 p, this R, belongs to M — 0, p. 
Hence all the inclusions 0g7C My, are strict. 

_ Theorem 19. Let Y be a distinguished region in X ; then if X € M,, i= 0, 1, 2, 
YemM,. 

Proof. Let. X,= Y. The inclusion map X,¢ X is clearly proper, conse- 
quently it is extendable to a continuous map g: Xf X* by Lemma 2. Let 
a C B(X) and a,= g*(«). Let Z be a normal neighborhood in X of a. Then 
Z,= y(Z) \ X,= Zn X, is @ normal neighborhood in X, of a,. Let uw, be 
the modulus of Z for a,=0Z and a, and let uw, be the modulus of Z, for 
a? = a» (\ X,= OZ, and «,. It will be proved that u, < p,,. 

Let 0, be any conformal metric on Z,, admissible for «? and «,, and let 9 be 
the conformal metric on Z defined by 9 = o, on Z, and o= 0 on Z — Z,. If c 
is an analytic cycle on Z which separates « from a, then by the continuity 
of ¢"*), the analytic cycle g-1(c)= ¢ -\ X, separates a, from af. Hence, ¢ is 
admissible on Z for a and «. It follows that u, < A(o;Z)= A(o,; Z). As e, is 
arbitrary, we conclude that uw, = u,,. Hence, by taking «= £(X), «= {y} for 
any y € B(X), we see that X € M,, M, implies X, € My, M,. The assertion 
for M, follows immediately from the assertion for M,. 

Remark. If «, C g~1(a), we may say that «, is part of « defined by X, and 
the inclusion aC g~'(«). Then, combining the inequality uw, < uy.) with 
Corollary 3, we can state: if « is parabolic, so is any part of «. 

Corollary 12. M,c M,c M,and M Cc M,; all the inclusions are strict. 


%*) From X* —c = Uf} U UF, where Uf and U# are open, non-empty and disjoint, 
aC UF and ac U*, it follows X* — g-*(c) = g-*(UF) U g- (UF), where y-*(UF) and 
y~*(U}) are opgn, non-empty and disjoint, «} C g-*(U}) and a,c g-*(U}). 
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Proof. We know that M,c M, (Corollary 3). Further, the inclusion 
M, < M, follows from Theorem 19 and the inclusion M c M, from Definition 17. 
It is easy to see that the inclusions are all strict. 


§ 5. Prolongability 

Let X = R — B be a bordered Riemann surface. 

Definition 221’). If X’= R’  B’ is a bordered Riemann surface and / a 
distinguished directly conformal homeomorphism of X into X’, we say that 
the pair (f, X’) is a prolongation of X. Let (j,, X,) and (/,, X,) be two prolon- 
gations of X; if there exists a distinguished directly conformal homeomorphism 
h of X, into X, such that f,= h o f,, we say that (/,, X,) is smaller than (f,, X,) 
and write (f,, X,) < (f,, X,); if in addition h is onto, we Say that (/,, X,) and 
(f_, Xq) are equal and write (f,, X,)= (f,, X,). It is immediate that the relation 
““<” such introduced is an order relation in the set of all prolongations of X; 
a maximal element of this ordered set will be called a maximal prolongation 
of X. 

Theorem 20. (BocHNER). Any bordered Riemann surface has a maximal 


Proof. Let {(f,, X,), i € I} be an indexed totally ordered set of prolongations 
of X. We order the index set J by “i <j if (f,, X,) S (f;, X,)”. Then for any 
i <j, there exists a distinguished directly conformal homeomorphism hj of 
X, into X, such that f/,= hj o f,. Hence we have an inductive system 
{(X,, hj); i < 7, i, 7 ET}. Let X’ be the inductive limit of this inductive system 
and let h*: X,-> X’ be the canonical maps**). Then fh‘ are homeomorphisms 
into, and we can naturally introduce on X’ a structure of bordered Riemann 
surface such that all A‘ are distinguished directly conformal homeomorphisms. 
By using a diagram we easily see that for any i,j, h‘ o /,= h’o f,. Conse- 
quently, if f= h‘ o f,, (f, X’) is a prolongation of X and (f, X’) = (f,;, X,) for 
all i € J. Hence the conditions of Zorn’s lemma are satisfied and the theorem 
follows?*). 

a. The notion of prolongation for an ordinary Riemann surface was introduced by 

Rapo [24], and was further discussed by Bocuner [3], pe Posse: [23], Hers [8], 
Santo [26], Tsvs1 [36], Tamura (33, 34] and Orkawa [19, 20]; see also author's paper {11} 
and the Notes [12,13]. - 

%*) In the sum space 7 Fon inate Sangeeta relation “a, € X, and a, € X, 


are equivalent if and only if there exists k > é,j such that Af(a,) = A{(a,)” ; then X’ is the 
quotient space of Aa equivalence relation and h‘: X; > X’ is defined by h'(a,) 


= Rbcntedbiiis dite a, 

%*) This proof due essentially to Bocuyer [3] may be used also to prove the existence 
of maximal prolongations for any complex manifold. Further, call K-maximal any K-com- 
plete complex manifold X for which there exists no K-complete complex supermanifold X’ 


- with the property that any holomorphic function on X has a holomorphic extension over X’ ; 


then for any X there exists a K-maximal supermanifold X,. We observe that if X ¢ C*, 
X is K-maximal if and only if X is a holomorphy domain. 

Proofs without using Zorn’s lemma of Bochner’s theorem were given by Herns [8], 
Tsvust [36] and Tamura [34]. 
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Definition 23. X is said to be mazimal if the prolongation (i, X) is maximal, 
where # is the identity map. In the contrary case, X is called prolongable. 

For instance, if (f, X’) is a maximal prolongation of X, X’ is a maximal 
surface. Note that X is maximal if and only if for any prelongation (/, X’) of X, 
the map / is onto. 

Lemma 12. If X has non-empty planar ideal boundary, X is prolongable. 

Proof. Let y € B,(X) and Y be a normal neighborh»od in X of y with a 
planar closure Y. Then we may consider Y as a region X, in D. Since X, is 
non-compact, D — X, is non-empty. Thus X, is prolongable und hence se is X. 

Definition 24. We say that the maximal prolongation of X is conformally 
unique if (f,, X,) = (f/,, X,) for any two maximal prolongations of X. Further, 
if for any two maximal prolongations (/,;“X,) and (/,, X,) of X, we have a 
homeomorphism fh of X, onto X, with f/,= h o f,, we say that X has a topolo- 
gically unique maximal prolongation. 

Definition 25. A prolongation (/, X’) of X is said to be non-essential if 
{(X) is dense in X’ and essential in the contrary case. X is said to be essentially 
maximal if all prolongations of X are non-essential, and essentially prolongable 
in the contrary case. 

Lemma 13”). For E= H, K and F = B, D, BD, any X € Og, ts essentially 
maximal. 

Proof. We shall prove that X is essentially prolongable, then X ¢ Og,p. 
Let (f, X’) be an essential prolongation of X ; we identify X with /(X), so that 
Xc X', Bc B’ and X’'— X contains an open non-empty subset of X’. Let 
D = {z; \z| < 1} be a parametric disc contrained in R’ — R and I’ the relative 
boundary of D. If v is any non-constant harmonic function on J’, the function 
u= ,(v) is non-constant and belongs to KBD on X’ — D. But, by using 
Theorem 7, we can choose X’ such that u¢ K BD also an X. This proves the 
lemma. 

Corollary 13. Let Y be a distinguished region in X with a planar closure Y, 
E= H, K and F= B, D, BD. Then if X €Ogp, Y € M,. 

Proof. If Y ¢ M,, it follows from Theorem 8 that FY is essentially prolongable 
and hence so is X. 

Thus by Lemma 13, X ¢ Ogp. 

Theorem 21”). The following assertions about X are equivalent: 

1) X€M,. 

2) The maximal prolongation of X is topologically unique. 

3) X is essentially maximal. 

Proof. 1) 2). Let X € M, and let (f,, X,) and (f,, X,) be two maximal 
prolongations of X. It follows from Corollary 6 that the closed sets a, = X, — 
— f,(X) and a,=— X, — f,(X) are 0-dimensional and hence also nowhere 
disconnecting in X, and X,. We consider the compact spaces Xf = X, u 8(X;) 


*°) For Z = H and F = D, in the ordinary case, this lemma was first obtained by 
Orkawa (see Tamura [34]). 
%1) For X ordinary and of finite genus, this is Theorem 12 in [11]. 
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and X= X, U f(X,). The closed sets a,  #(X,) and a, U 8(X,) are 0-dimen- 
sional and nowhere disconnecting in Xf and X}, and hence they are the ideal 
boundaries of f,(X) and /,(X) respectively. Then by Theorem 1 the homeo- 
morphism f, 0 f; of f,(X) onto f,(X) can be extended to a homeomorphism h* 
of Xf onto X}. No element of 8(X,) or 8(X;) is of planar type by Lemma 12, 
so that a, is exactly the planar ideal boundary of /,(X) and a, is exactly the 
planar ideal boundary of /,(X). Hence necessarily h*(«,) =a, and h*(8(X,)) 
= B(X,). Hence h= h*|X, is a homeomorphism of X, onto X,, and clearly 
f= ho hy. 

2) + 3). Suppose X has an essential prolongation (f,, X,), X,= R, u B,. 
Then by Theorem 20, X has a maximal prolongation which compounded with 
(f,, X,) gives an essential maximal prolongation of X. Hence we may suppose 
that (/,, X,) is a maximal prolongation of X. 

The open set X,—/,(X) is non-empty. Let D be the unit circle, 
I’'= D — D and h, a directly conformal homeomorphism of D into X, — },(X), 
and let h, be a directly conformal homeomorphism of ‘D into F, where F is a 
compact ordinary Riemann surface of genus >0. Let D, = h,(D), D, = h,(D), 
I= h (I) and y= h,(I). If in the sum space (X, — D,) + (F — D,) we 
identify the corresponding points by h, o hy! of J, and J, we obtain a bordered 
Riemann surface X, and a maximal prolongation (/,, X,) of X with /,(x)=/, (2x) 
for arty x € X. Clearly /, o fj cannot be extend to a homeomorphism of X, 
onto X,. Thus 2) > 3). 

3) 1). Suppose X ¢ M,. Then there exist a distinguished region Y in X 
such that the bordered surface X,= Y is planar and £(X,) contains an hyper- 
bolic element, say y. Then it easily follows from Theorem 7 that X, is essen- 
tially prolongable. Hence so is X, and the proof is complete. 

Corollary 14. X is essentially maximal if and only if for any prolongation 
(f, X’) of X, the set X’ — f(X) is 0-dimensional. 

Proof. By Corollary 6 and Theorem 21. 

Lemma 14. X is maximal if and only: if X is essentially maximal and 
without planar ideal boundary. 

Proof. Necessity is clear by Lemma 12. To prove sufficiency, let X be 
essentially maximal and without planar ideal boundary, and let (/, X’) be any 
prolongation of X. Then the set « = X’ — {(X) is 0-dimensional by Corollary 14. 
Hence « is contained in £,(X), and consequently « is empty. 

From Theorem 21 and Lemma 14 it follows 

Theorem 22. X is maximal if and only if X € M. 

Corollary 15**). X is maximal if and only if for any simply connected 
distinguished region Y in X, ¥ €0gp. 

Proof. By Theorem 11 it is enough to observe.that if X is without planar 
ideal boundary, any distinguished region Y in X with a planar closure Y is 
simply connected. This easily follows by using Theorem 8. 


™) First stated, for ordinary surfaces, by pz Posset [23], see also Tamura [33]. 
Math. Ann. 143 20 
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§ 6. Extendability of functions 


Let X= R uv B be a bordered Riemann surface. 

Definition 26. Let X’= R’ U B’ be a supersurface of .X, ie. X’> X and 
B’> B, and let E= H,K and F= B,D, BD. Then we say that the set 
a= X’ — X is EF-removable in X’ if for any region V’ in X’ and any u € EF 
on V’ — a, uw is harmonically extendable over V’. 

Lemma 15. Suppose X is planar and B + 0, so that X is a region in D. 
Then, for Z= H, K and F= B, D, BD, X € 0g, if and only if the set D - X 
is EF-removable. 

Proof. If X €O0gp, X€0gy by Corollary 10. Hence the set (w) — X is 
EF-removable in (w). Let V be any region in D. 

Let u € EF on Vr X and define @ on V1 X VU 8,(V 1 X) by A(x) = u(z) 
when «€ VX and @(x)= u(s,(x)) when x€s,(V > X). Then @¢€ EF on 
VAX Us (VX). Since the set (w)— X is EF-removable in (w), @ is 
harmonically extensible over V Us,(V), consequently u is harmonically 
extensible over V. Thus D — X is EF-removable in D. 

Conversely, let D — X be EF-removable in D. Then any function u ¢ EF 
on X has a harmonic extension u, over D. Since clearly u, ¢ EF on D, we have 
u, = const, i.e. wu = const: Thus.X € 0g» and the lemma is completely proved. 

Lemma 16. For planar bordered Riemann surfaces X with non-empty 
border, the following assertions are equivalent: 

1) X €0xp. 

2) For any two directly conformal homeomorphisms /, and /, of X into D, 
the map /, © f7!: f,(X) > f,(X) is the restriction to /,(X) of a linear map of D 
onto itself. 

3) For any directly conformal homeomorphism / of X into D, the set 
D — {(X) has a vanishing area. 

Proof. Let X €0x»p and let f,, f,: X + D be directly conformal homeo- 
morphisms. For i= 1,2, define-/,: X > (w) by /,(x)=f,(x) if «€X and 
},(x) = f,(s(x)) if x € 8(X). Then }, is a directly conformal homeomorphism of 
X= X Us(X) into (w). As the set (w)— X is KD-removable in (w! by 
Lemma 14, we easily see that the map /, o /;" is extensible to a linear map of 
(w) onto itself. Hence f, o fz'= f, o f¢*|f,(X) is linear, so that 1) implies 2). 

We now suppose that there is a. directly conformal homeomorphism 
f,: X + D such that D — X has a non-vanishing area. If we apply Theorem 8 
to R and yg, we have a directly conformal homeomorphism /,: X + D with 
D — j,(X) of a setts area. Hence the map f, © /j! cannot be linear. Thus 
2) implies 3). 

The implication from 3) to 1) may be proved as the corresponding assertion 
in the ordinary case (cf. Sarto [26], AnLFors and BruR.ine [1)). 

Theorem 23**). The maximal prolongation of X is conformally unique if 
and only if X € Mx». 

Proof. Sufficiency. Let X € Mxgp and let (/,,X,) and (/,, X,) be two 
maximal prolongations of X. Since X € M,, the map f, 0 fyz*: f,(X) > f,(X) 
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can be extended to a distinguished homeomorphism fA of X, onto X,. For 
i= 1, 2, let.a,=— X, — f,(X). 

As in the proof of Theorem 21, we see that each a, is 0-dimensional 
and that h(a,)= a. Let y, €a,, and U, be a parametric neighborhood in X, 
of y, such that 3U = U, — U, is an analytic Jordan curve. Let y,= h(y,) and 
U,= h(U,). We may suppose U, be a parametric neighborhood in X, of +. 
Then we can define u Re(h). As U, — a, has Sario’s KD-property, u is 
harmonically extendable over U,. Hence h is directly conformal. 

Necessity. Let X have a conformally unique maximal prolongation. Then 
in particular X has a topologically unique maximal prolongation, so that 
X € M, by Theorem 21. Now let Y be any normal region in X with a planar Y. 
For i= 1, 2, let g,: ¥ > D be any distinguished directly conformal homeo- 
morphism. By identifying @ Y and g,(@ Y) in the sum space (X — Y) + D, we 
obtain a bordered Riemann surface X;. Let X, be a maximal Riemann surface 
containing X;. Then we have a maximal prolongation (/,, X;) of X, where /, is 
defined by f;(x) = 2 if « € X — Y and /,(z)= g,(zx) if x € Y. By the hypothesis 
f, © fz? can be extended to a directly conformal homeomorphism of X, onto X,. 
As f, © fz|9,(¥)= 92 0 973, the map g, 0 gz" can be extended to a directly. 
conformal homeomorphism of D onto itself, so that g, © gj? is linear. Hence by 
Lemma 16, ¥ € 0p. Thus X € Mx» and the proof is complete. 

Definition 27. Let X and X’ be bordered Riemann surfaces. A non-con- 
formal distinguished continuous map f : X + X’ is said to be a Pompeiu map™) 
if there exists a closed 0-dimensional set « in X such that the map /|(X — «) 
is directly conformal. 

We shall prove the existence of topological Pompeiu maps. 


Theorem 24. Let X be any bordered Riemann surface. Then there exists a 
pair made up of a bordered Riemann surface X' and a Pompeiu homeomorphism { 
of X onto X’. 

Proof. Let U be a parametric neighborhood in R with U — U an analytic 
Jordan curve. We may identify J with the unit disc D in (w). According to 
AHLFoRS and BrvR ine [1], there exists in D a compact set « having a positive 
area and such that (w) — « €0s,. By Theorem 8, applied to D — « and I’, 
there exists directly conformal homeomorphism h of D — « into the unit disc 
D’ in (w’) such that «’ = D’ — h(D — a) has a vanishing area. In the sum space 
(X — U) + D’ we identify the corresponding points under h of 0 — U and 
I= D’ — D’. Then we obtain a bordered Riemann surface X’ such that 
X’ — «’ coincides with X — a. As « and «’ are absolutely disconnected and 
hence 0-dimensional, the identity map of X — « onto X’ — a’ can be extended 
to a homeomorphism / of X onto X’ with {(«) = «’. As the area of « is positive 
and the area of «’ is zero, f is not conformal. 


*) For surfaces of finite genus, Mx p= 0x p and, in the ordinary case, the theorem was 


proved in Sanro [26], Ani¥ors and Bevrure [1] and Morr [17]. 
™) The existence of such maps was first proved by Pompsztu (22). 


20° 
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Theorem 25. Let R be a compact ordinary Riemann surface of genus g = 1. 
Then there exists a compact ordinary Riemann surface R’ such that R and R 
are not conformally equivalent but between which there exists a Pompeiu homeo- 
morphism. 

Proof. Again using the theorem of AHL¥Fors and BEURLING we get a 
compact set « in R such that R — «a € M, — 0p. Then, according to Orkawa*), 
there exists a compact prolongation (/, R’) of R— « with R’ of genus g and 
such that R and R’ are not conformally equivalent. Since R — « € M,, 
a’ = R’ — {(R — a) is 0-dimensional. Hence, by Theorem 1, the conformal 
map {: R — a-> R’ — «’ can be extended to a homeomorphism f of R onto R’. 
Since R and R’ are not conformally equivalent, / is not conformal. Hence is 
a Pompeiu homeomorphism. The proof is complete. 

Let (/, X,) be a maximal prolongation of X. We identify X with {(X) and 
so consider X, as a supersurface of X, ic. X,> X and B,> B. Let E= H, K 
and F= B, D, BD. Let a= X, — X. 

Theorem 26. The following three assertions are equivalent: 

1) X € Mey. 

2) Any u € EF on X can be extended to a harmonic function on X,. 

3) «a is EF-removable in X,. 

Proof. Let X € Mg,y. Then it easily follows from Lemma 14 that « is 
EF-removable in X and hence that property 2) holds. 

Let X satisfy 2). To prove that « is HF-removable in X, it will be enough 
to show that for any parametric neighborhood Y, in X, pe any compact 
subset «, of Y, 4 «, a, is HF-removable in Y,. Hence, by Lemma 15, we have 
only to show that Y, — a €0,gy. Further, by Theorem 13, we have only to 
show that for any continuous function v on Y, — «, the conditions v ¢ EF on 
Y,- a, Vr ee Cae [ee omy y= 0. Let L be the operator LZ, or L, 


on (X, — %) —¢, where ¢ c= Y, — Y,. 

By Theorem 12, we have a distinguished harmonic function u on 
X, — % satisfying u= L(u) on X,—-¥Y, and u— v= L(u—v) on Y, — x. 
Clearly u € EF on X, —'a,, so that u can be extended to a harmonic function 
over X,. Consequently, by the equality u=— E(u) on X,— ¥,, we have, on 
X,—%, minu <u < maxu. Hence u=const, and therefore v=0 by 


ec ce 
Theorem 12. 

Let X satisfy 3). Then « is in particular 0-dimensional. Hence if Y, is any 
distinguished region in X,, Y, — «= Y is distinguished in X, and moreover 
any distinguished region Y in X can be so obtained. Let Y, be the closure in 
X, of Y, and suppose that Y, is planar. Let Y= Y, — « and u€ EF on Y. 
Then u can be extended to a harmonic function u, on Y, by 3). Clearly u, ¢ EF 


*) Oikawa’s result is as follows: An ordinary Riemann surface F of a finite genus 


g =} 1 belongs to 0x p if and only if for any two compact prolongations (/,, R,) and (f,, R,) 
of F, with R, and R, of genus g, R, and R, are conformally equivalent ; see Orkawa [20]. 











b & 
*), 
ind 
M;, 
nal 
R’. 


and 
A K 


ugh 
pact 
ave 
y to 
Fr on 
r DL, 


, on 
— O%. 
otion 
», on 
) by 


3 any 
pover 
ire in 
m Y. 
€ EF 


genus 


fe» Rs) 
a [20]. 





| 
: 


Bordered Riemann Surfaces 287 


on Y,. Now X, is maximal and Y, planar, consequently Y, is simply connected 
and so Y, € 0p by Corollary 15. Hence, as in any case « is K D-removable, 
if u € KD, we have u,= const, u= const. Therefore Y €0xp. Now let Y be 
normal. Then Y, is compact, so that for any u € ZF on Y¥ we have u, = const, 
u= const, whence Y € 0g. This completes the proof. 

From the last part of the proof above we obtain. 


Corollary 16. X € My, when and only when X has the folléwing property : 
If Y is any distinguished region in X having a planar closure Y, then Y € 0x p, 
and if in addition Y is normal, then Y € 0, p. 


§ 7. Q-quasiconformal maps 


Let X and X’ be bordered Riemann surfaces, let 1 < Q< oo and let / be an 
orientation preserving distinguished homeomorphism of X into X’. Then f is 
said to be Q-quasiconformal (in the sense of PrLtugER-AHLFoRs) if for any 
quadrilateral A in X, Q-' u(A) S u(A’) S Qu(A), where A’ is the quadrilateral 
{(4) and where u(4) and u(A’) are corresponding moduli of A and 4’. 

We now suppose / is onto. Then / can be extended to a homeomorphism /*. 
of X U B(X) onto X’ v B(X’). Let « c B(X), Y a normal neighborhood in X 
of «a, “4, the modulus of Y for a= 0@Y and a, uw, the modulus of Y’= /(Y) 
for a= 0Y’ and a’ = f*(a). 

Lemma 17. If f is Q-quasiconformal onto, Q-'y, S wy S Qu,- 

Proof. Let (Y,)ncw be a relative exhaustion of Y. Let Mn the modulus 
of Y,, for a and «,, and let yu), the modulus of Y},= /(Y,,) for aj and a), = /(«,). 
Then Q-* uy, S un S Qu, (cf. [10]). Hence Qu, S wy S Qu, 

From Lemma 17 it immediately follows 

Theorem 27. Parabolicity of an ideal boundary set « is a Q-quasiconformal 
invariant*®). 

In particular we have 

Theorem 28. The modular classes M,, i= 0,1, 2,3, are Q-quasiconformal 
invariants. 

Corollary 17. Maximality and essential maximality are Q-quasiconformal 
invariant properties’). 

Definition 28. If / is a (distinguished) Q-quasiconformal homeomorphism 
of X inte X’, we say that the pair (/, X’) is a Q-quasiconformal prolongation 
of X, or also a Q-prolongation of X. 

Similarly we have the notions of maximal and essentially maximal 
Q-prolongation; of Q-maximal and essentially Q-maximal surface. Also, we say 


*) C. AnpRErAN-Cazacu [2] has shown that parabolicity of an ideal boundary set 
is invariant also under certain quasiconformal maps with a non-bounded dilatation 
coefficient. 

) The Q+ quidtedBitiinl invariance of M, is due to PrivucEr (see [21]), and that of 
maximality to Orkawa [19]. 
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that the maximal Q-prolongation of X is topologically (Q-quasiconformally) 
unique if for any maximal prolongation (/,, X,) and any maximal Q-prolonga- 
“tion (f,, X,) of X there exists a homeomorphism (a Q-quasiconformal homeo- 
morphism) h of X, onto X, such that f,= ho },. 


From Theorems 21 and 28 we deduce 

Theorem 29. The following three assertions are equivalent: 
1) X€M;. 

2) The maximal Q-prolongation of X is topologically wnique. 
3) X is essentially Q-mazximal. 

Corollary 18. X is Q-maximal if and only if X ¢ M. 


Theorem 30. The maximal Q-prolongation of X is Q-quasiconformally 
unique if and only if X € Mgp. 


Proof. Let X €Mgp, (f;, X,;) a maximal prolongation of X and (/,, X,) 
a maximal Q-prolongation of X. Then clearly the surfaces X, and-X, are 
maximal and, since X € M,, the sets a, = X, — /,(X) and a,= X, — /,(X) are 
0-dimensional. Hence the map /, 0 fz": /,(X) > /,(X) can be extended to an 
homeomorphism h of X, onto X, satisfying h(«,) = a. We have to show that h 
is Q-quasiconformal. Let 4, be any quadrilateral in X, and let 4,= h(A)). 
Let yw, and yu, be corresponding moduli of 4, and 4,. Then we have to show that 
Q"' wm S Me S Q- By using conformal maps we may assume that 4, and A, 
are rectangles contained in parametric neighborhoods of X, and X, respectively, 
so that uw, = os and pu, = bel , where a; and }; are the lengths of two consecu- 

2 2 . 
tive sides of A;, i= 1, 2. Let yu? (resp. u$) the modulus of the collection of all 
Jordan ares joining in 4, — a, (resp. 4, — a) the sides of length 6, (resp. b,) 
‘of A, (resp. 4,). Monotony property of modulus imply ws > and ue a by 
We know (Theorem 26) that « is KD- ——— Hence by a ia. ‘of 
Autrors and Brvuriine [1], we have uw? =—*. Since /, 0 fz! is Q-quasi- 
conformal we have, as in a aepmas of Lemma V, Qu? < u8 < Qud. Hence 
by a=Mmez 7 p? = qua , and similarly, <? 3 = ot. Thus Q" yw, < 
s Ha S Qu. 

Conversely, suppose the maximal Q-prolongation of X is Q-quasicon- 
formally unique. Then, in particular, X € M, by Theorem 29. Further, suppose 
to the contrary that X ¢ Mx». Then, as in the proof of Theorem 24, we have 
two maximal supersurfaces X, and X, of X and a homeomorphism h of X, 
onto X, such that h|X is the identity map of X and that «,= X, — X is of 
positive area while «,— X, — X is of vanishing area. Thus h cannot be Q-quasi- 

conformal, which is a contradiction. This completes the proof of the theorem. 
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§ 8. Proof of Theorem 2 


The proof of Theorem 2 will be given by a number of lemmas. 


Let X be a connected, locally connected and locally compact space. For 
each compact set K C X we denote by J", the union of all relatively compact 
components of X — K, and we define K = K u I’g. Since X — & is the union 
of all relatively non-compact connected components of X — K, K is closed. 


Lemma A. For every compact set K c X, K is compact and the number 
of the connected components of X — & is finite. 

Proof. This is evident if K = 0, and thus we may suppose K + 0. Let U be 
a relatively compact open neighborhood of K, and let B= U — U. Since B is 
compact, the number of connected components of X — K which meet B is 
finite. Hence in order to prove the lemma it will be enough to show that any 
connected component of X — K which does not meet B is contained in U. Let S 
be any connected component of X — K. We have § — S + 0, for X is connected 
and K + 0, and further 3 — Sc K c U obviously. Hence S meets U. If now 8 
does not meet B, SC U U(X — 0), ie. S= SA UU Sr (X—D). Connected- 
ness of S and the fact that SU +0 imply Sn (X — 0)=0, ie. Sc U. 
This proves the lemma. 

A region U in X will be called admissible if J — U is compact. A filter y 
on X will be called admissible if y has a basis (U,),-; made up of admissible 
regions and satisfying >, U,= 0. The last condition is clearly independent of 
the basis of y which is used. 

Lemma B. Let the filter y be admissible on X and let (U,),-7 be a basis 
of y made up of admissible regions. Then we have the following two properties: 

1) Any open set U with compact relative boundary and satisfying 
U r\ U, +9, for all « € I, belongs to y. 

2) For every compact Kc X, y contains exactly one of the connected 
components Sx, of X — K. 

Proof. Let B= 0 — U. Since B is compact and (U,).¢r is a filter basis 
satisfying nN U,=0, there exists 4 €I with Bo U,,=0. It follows that 
U.cUu(x- U), ie. U= UNU, U(X - 0) U,, As UnU,, +0, 
connectedness of U, implies (X — OD) nv, =0, U,cU, UEy. "This 
proves 1). 

Further, as before, there is «, €I with K ~ 0,,= 0, whence U,,.c X — KR. 


This means that y contains X — K and hence, as y has connected basis, property 2) 
follows. 


Let £ be the set of all admissible filters y on X, and let X* be the sum set 
of X and £. With each admissible region U in X, we associate the set By of all 
filters y containing U of £ and the subset U* = U u By of X*. We call U* the 
admissible set of X* associated with U. Clearly U* >, X= U, so that the 
correspondence U + U* is one-to-one. 
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Lemma €. 3) If U, and U, are admissible regions in X with U, > U, + 0, 
any connected component V of U,/ U, is admissible and V* c Uf nm U*; 
if U, \ U,= 0, UZ n UF = 0. 

4) If U is a relatively compact region in X, U is admissible and U*= U. 

The proofs of 2) and 3) are clear. 

From 3) it follows that the collection of all admissible sets U* of X* is a 
topology basis on X, and we endow X* with this topology. From 4) it follows 
that X is an open subset of X*. As for each U*, U* — B= U is a region, 
B is nowhere disconnecting in X. Since U is dense in U*, each U* is connected, 
so that X* is locally connected and connected. 

Lemma D. X* is a connected and locally connected Hausdorff space, 
and £ is nowhere disconnecting and 0-dimensional. —_ 

Proof. We already know that X* is locally connected and connected and 
that £ is nowhere disconnecting in X*. From Lemma B and the fact that X 
is a Hausdorff space immediately follows that X* is a Hausdorff space. Also, 
Lemma B implies that 0* \ = U* - B for any admissible U, where U* is 
the closure in X* of U*. This means that the sets U* -\ 8 are both open and 
closed in f, so that f is 0-dimensional. 

Lemma E. X* is compact. 

Proof. We know that X is a Hausdorff space. By Boursaxi [4], we have 
only to show that any ultrafilter uw on X is convergent. If u contains some 
compact K c X, then the trace u| K of u to K is an ultrafilter on K and hence 
converges to some point x € K, consequently u converges to x. Hence we may 
suppose that u does not contain any compact of X. By Lemma A, for each 
compact K c X, we have a decomposition 


X=KUS8x,U'*:USg, ng, 


where XK is compact and Sx, , are the connected components (all relatively non- 
- compacts) of X — K. From 3) it follows that the sets K, S{4,..., Sk nx are 
mutually disjoint and that 


X*= KU Sk U-** USka,- 


As u is- an ultrafilter and K ¢u, u contains exactly one of the sets Ski: 
we denote it by Sf , and we consider Sx,,= X - S.,. If K and K’ are any 
two compact sets in X, SK > Sk-,.+ 0 because S% , and Sf. ,, belong to w. 

Hence it follows Sx,,7\ Sx:,,+0 from 3). If in addition K c K’, then 
Sx-,4C Sx,,; for the set S,,,, being connected and contained in X — K, 
is contained in exactly one of the connected components of X — K’ which 
certainly is Sx,,, because Sx,,/\ Sx-,,+ 0. In particular, for any two compact 
sets K, and K, in X, 


Sx,.u \ Sku > Sx, U E,u> 


that is (Sy ,)x is a basis of a filter y on X. Clearly y € 8, so that y is a point 
of X*. Let U be any admissible region in X such that y € U*. Then U belongs 
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to y and so Sx,,C U for some K. Hence Sf ,c U*, so that U* € u. Thus u 
converges to y. This completes the proof of Lemma E and of Freudenthal’s 
theorem. 

If X has countable topology and (U,,),< y is a countable basis of X, clearly 
(U%)new is a countable basis of X*, and so X* has countable topology too. 
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Quadratic forms over involutorial division algebras II 
By 
K. G. RAMANATHAN in Bombay 


§ 1. Introduction 


Let 2 be a division algebra of finite rank over the field I of rational 
numbers and let 9 have an involution « > & over I. Let # = M,,(D) be the 
algebra of n-rowed matrices over 9 and let the involution in 9 be extended 
to of in the obvious manner; namely for (s,;) = S € of define 5 = (8,,). The 


em 
expression made’. La. 8; 2; where x -(: ‘), z,€@ is called the quadratic 


form of S if S = od, e = +1. Ina recent paper [10] we studied the equivalence 
of and representations by quadratic forms over 9. In this paper we study the 
units and theta series associated with a quadratic form with a view to devel- 
oping, in the next paper of this series, the analytic theory of quadratic forms 
over 2. Some of the theorems proved below were already announced in our 
note [9]. 

Let o be an order in 9. A matrix U € # with elements in o is called a unit 
of S = 8 if U-1 has elements in o and OSU = 8. The units of S form a 
group J°(S). We prove in §7 that J°(S) is finitely generated generalising the 
results proved earlier [13], [8]. If D is, however, a division algebra over the 
p-adic field instead of I and J°(S) is defined in relation to the maximal order 
in J, it is then shown in § 9 that "(S) is topologically finitely generated in the 
sense that every unit in °(S) can be written as a convergent product — in the 
topology in 2 — using a finite number of elements of J°(S). In certain special 
cases it turns out that a proper subgroup of J’(S) of finite index consists of 
just powers f* of am element #, A running through all p-adic integers. 

In order to study the theta series associated with S it is necessary to obtain 


a generalization of the ordinary complex variable. This is done by studying 
the representation space § 6 of J, = (> e. e= +1, £ the unit matrix of 
order n over 2. This representation space has a parametrization Z = X + Y Qn 
where eX = X and Y = ¥Y* > 0 over J the tensor product of 9 and the real 
number field. This gives the required generalization of the upper half plane of 
Sreckt. If 9 is the representation space § 6 of the orthogonal group 22(S) of 8, 
one constructs for [°(S), * ‘ich is a discrete subgroup of 2(8), a fundamental 
region FF with nice properties. § 8 contains the proof of the theorem that 
{ Ddv, where ®D is the theta series and dv the invariant volume element in 9, 
F ; 
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converges and even uniformly over compact sets. This theorem is of importance 

for the analytic theory of quadratic forms and for a study of the Zeta functions. 

associated with such forms. A consequence of this is that { dv is finite. In § 10 
¥ 


we consider the representation space of J, in greater detail. A fundamental 
region for the general modular group, that is the unit group of J,, is constructed 
using ideas familiar in Siegel’s symplectic geometry [15]. The special case when 
this representation space is a complex space is also discussed. It is shown § 10 
that this is a product of Cartan’s symmetric spaces of the first three types. We 
give examples of discontinuous groups in these spaces. It is interesting to study 
the commensurability of these groups with the modular group defined above 
and the connection with Riemann matrices. We only show here that in certain 
cases the fundamental regions for these groups can be compact. The last 
section is devoted to the study of bilinear forms. Since the results described 
above depend on the reduction theory of positive forms over semi-simple 
algebras, we devote § 3—5 to a brief account of this using a method related to 
HumMBeERt’s [5]. SIEGEL uses [14] a generalization of Minkowski’s method. 


§ 2. Notation 


If & is a ring with a unit, &,, will stand for the ring M,,(#) of n-rowed 
matrices over #. The direct sum of two rings #, # is denoted by #@ &. 
If { > 0 is an integer { #@ denotes the direct sum of & with itself f times.  andf 
will be the rational and real number fields respectively. For an algebra & over I’, 
# will denote the tensor product # @ [’. o and N, will denote the regular trace 
and norm of & over I and also of # over /’. E will stand for the unit matrix 
in @,. If ~ and * are two involutions in &, then we write S{A} = ASA and 
S[A]= A*SA for S and A in @&,. The diagonal elements of a matrix are 
denoted with single subscripts. For a matrix X ¢ #,, abs X = {o(X* X)}'*. 
If S = S* in#@, S > 0 will denote that S is a positive matrix. S > 7 means 
that S— 7’ >0. P and Q will stand for the complex number field and the 
division algebra of real quaternions. 


9 3. Positive forms 
Let @ be a division algebra of finite rank g over I" the field of rational 
numbers and let ¥ be its centre. ¥ is an algebraic number field. Let 
(#:Nj=kh, (9:X)=—f* 
so that y = hf*. Let 6,,..., 6, be a basis of /I’ so that.every element 4 of D 
can be written uniquely in the form 


6= )' a,6,, a,€I. 
é 


The a,’s are called the coordinates of 6. By means of the regular representation 
of 2/I’ with regard to the basis 6,, . . ., 6,, to every element 6 of 2 corresponds 
a g-rowed rational matrix é 
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Let 9= 9@T" be the Kronecker product of Zand I the field of real 
numbers. J is a direct sum of simple algebras over /’. Let r, + r, + 7, denote 
the number of infinite prime spots of ¥, r, denoting the number of real places 
at which 9 is unramified, r, those at which 9 is ramified and r, the number of 
complex infinite prime spots of 4. Clearly h = r, + 2r, + rs. We have therefore 
the decomposition 


rT, T+, 4 Ti+ Tatts, 
(1) G= TMLee FM (Pe LY Mp(Q). 
i=1 t=r,+1 t=<r,4+%+1 


Let €,,..., &, be a basis of 9/[ formed by means of the above decomposition. 
We then have 


: ()() 


for a real g-rowed matrix y. The regular representation of 2 by the basis 
£1,---, €y gives for any 6 €F the matrix 


@.. ke D> pMrLye 'S 1M) (P) @ 


i=—r,+ 


tT; Tit Trt Ts j : 
2 MQ). 


ti=<r+r,4+1 
Because of (2) we find 
(4) b= yd y. 


In the matrix algebra J of the matrices in the regular representation by means 
of the normal basis ¢,,..., €, there is an involution 5, + 45. Since 5g belongs 
to J there exists an element 5* € J so that (5*), = 45. It follows that 


(5) 6*= MS M-", M=yy'>0. 


(5) thus defines an involution in 9. 

An element 6 € J is symmetric if 6 = 6*, skew if 6 = —6*. It is said to be 
positive, denoted 6 > 0 if 6 = 6* and all the characteristic roots of 4 are positive 
real numbers. It is clear that if on J we impose the topology of g dimensional 
Euclidean space, the positive elements constitute an open subset of 
(hf + r, — 15) //2 dimensions. - 

Clearly if 6 €Z and 6 > 0 then 6 = c*c for c€D. 

Let & be a simple algebra over I’ so that & = M,(D). The Kronecker 
product o = x ® I will then be given by (1) with f replaced by nf. The 
involution in J can be extended to by prescribing for any S = (8,;), &1€ 77 
the matrix S* = (sf,). S—+ S* is then an involution of ». As before we 
define S symmetric or skew if S= + S* respectively and positive if S is 
symmetric and all its characteristic roots are positive real numbers. If M again 
denotes an n-rowed diagonal matrix with M of (5) in the diagonals then 


(6) 8+ = MS’ M-. 
Also if S = S* then the matrix y~!8 y, where y is again a diagonal n-rowed 


matrix with the y of (2) in the diagonals, is symmetric in the ordinary sense 
as a real matrix. 


21* 
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The positive elements:S>0 of sf constitute an (hnf + 1r,—1,)n//2 
dimensional open subset of «. Every S>0 can be written in the form 
S = 0*C for Céo#. 


a 
Let x -(? be an n-rowed column vector with elements in J. The 


expression S[2z] = Py at s;,; x; for S = S* is called the cuairatic form of S. 


Clearly o (S[z)) is 5 quadratic form, in the usual sense, in she gn variables 
which are the coordinates of the n elements 2,,..., 2. Also o (S[z]) isa 
positive quadratic form in these gn variables is equivalent to saying that 
S > 0 as an element,of ./. If 9 > 0 is a real number and S > 0 in «# then the 
ellipsoid 


(7) o(S[x])<e 
has the volume 
(8) eng 07 "2(NS)-¥? 
where 

mene |d|-*/2 


no = T(l + gnj2) 
d being the discriminant of the basis 4,, . . ., 4. 
Let H > 0 be an element of .o/. One has then the Jacobi transformation 
H = D[V] where 


d, 0 a 
° -('.2), v-(*) 
0 d, p78 


Also 
h, = a, + > Mh. 
is k-1 


We thus easily obtain 
a(hy) => o(dy) 

(10) | No(hx) 2 No(de) 

a(hy) + o(h,) >} 2absh,; . 


§ 4. Half reduced matrices 

Let o be an order in 9 and 4,, . . ., 6, a minimal base of o over Z, the ring 
of rational integers. Put O = mM, (0). Then O is_an order in «&. An element 
U €0O is a unit of O if U and U~ are in O. The units clearly form a group 
P(O) = I'm). y 

Let F denote the space of positive elements of «. If S €¢P and U € I(o,) 
then U*SU = S[U] is again in 9. Thus the mapping S- S[U] gives a 
representation of J"(o,) in the space F. 

Call a matrix B in of integral if it is in O. We call o integers of D. Consider 
the set of non-singular integral matrices of .o/. Let « run over the first columns 
of these matrices. Since every integral column a +0 van be completed to a 
non singular integral matrix this means a runs through all integral columns 
+0. There is then « = «, for which ¢(S[«]) is minimum. Let now « run through 
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all second columns of non singular integral matrices with first column «. 
o(S[a]) again attains a minimum for say « = a,. Clearly 


o(S[a}) S o(S[a,)) . 


Proceeding in this way successively we obtain an integral matrix A = (q,,..., a») 


(11) 0 < a(h,) S o(hy) S + ** S ofhy)- 


We call A an auziliary matriz. 
Let B be a non singular integral matrix in « whose first k — 1 columns 
coincide with those of A. Then 


anal 


F and G being matrices with, in general, elements only in 9. Let w denote the 
first column of the matrix (6) and v, the k-th column of B. Then v, = Aw. 


Ww, : 
Furthermore w = (: » (Wy, We4y,---, Wn) #(0, 0, .. ., 0). By the construction 
\W, 


of A we get 
a(hy) S o(S[v,]) = o(H [w)) . 


Thus the matrix H has the following properties. If w is a column with elements 
in 9 such that 


(wy, Wri+p +> «> Wa) *-(0,...; 0) 
(12) f integral 
then 
(13) | o(H[w]) = o(h), k= 1,...,0 
we call H half reduced. 


We can now prove the 

Theorem 1. The norm N,A of the auxiliary matrix is bounded by a constant 
depending only on n and 9. 

Proof. Put T = A*-1A-. Then 7 > 0. The ellipsoid o(T [z]) < o has by(8) 
the volume c¢, , 0°"? N,A (note thst A* and A have the same norm). Put now 


@ = 49 (Cn, NyA)-*/" 
Then by Minkowski’s theorem there exists 2x +0 in o with o(7[z]) < 9. 


" 
Put A-?z = r-(' ). Then o(y* y) < @ and so o(yf y.) < o for k=1,...,n. 
Yn 


Also this y has the property that Ay is integral. Let k be the largest integer 
(certainly k > 1) such that y, + 0 but y%,4,—-+* = y, = 0. y then satisfies (12) 
and we have 

(14) o(H[y]}) = o(ry) . 
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k 
But H{y]= SY yfhisy;. Since o(H[y]) < gn abs(H [y]), we get, from (14), 


ij=1 
0 < o(h,) S gn abs(H[y)) 


k 
<gn-o » absh,;. 
ij=1 
Using the last inequality in (10) we get 
; 0 < o(hy) S ng*oa(h,) . 
Restoring the value of g we obtain the contention. 

Call two integral matrices A, and A, in O associated if there exists a U € I"(o,) 
such that A, = U A,. This is an equivalence relation and ‘the matrices in O 
which are non-singular can be put into classes of associate matrices. The 
number of classes of such matrices with given norm is finite. Because of theo- 
rem 1, the auxiliary matrices fall into a finite number of classes represented 
say by A,,..., A, determined uniquely by n and 9. 

Consider the group G, of units u € o with u*u = 1. This is easily seen to be 
a finite group. In the topological space J introduce the inner product 


(15) d(x, y) = a(x*y) . 
Then d(x, x) > 0 if x +0. Choose any point z ¢ Y, x +0. For any variable 
point y € J choose the image yu of y by u € G, such that 

a(x* yu) = o(z* yuo) 
for all u, € Go. The totality of these points yu is a set, which is a fundamental 
domain for G, inJ. For any z € J there exists u € G, such that zu ¢ Z,. 


In the reduction which we have obtained for S in F we could, at each stage, 
choose @, . . ., &, such that 


(16) o(h,,) = o(af Sa,) €D,,k=2,...,n 


by multiplying a, ..., a by a suitable u € G,. We have thus the 

Theorem 2. There exist finitely many integral matrices A,,..., A, deter- 
mined uniquely by the integer-n and the algebra D such that for any S > 0 there 
exists a U € I"(0,) and at least one A, such that H = S(U A,] satisfies (11), (12), 
(13) and (16). 


§ 5. The Siegel domain 
Denote by #, = #8" the point, set in F consisting of matrices S satisfying 
(17) o(S[x]) => o(s,),k=1,...,0 


for every integral vector x with (2,, 2 +1,.--, Zn) + (0,0,...,0). Clearly 
every half reduced matrix lies in &. ’ 
Let S € &@, and S = (8,;) so that 


0<o(s,) S-*+* Sa(s,). 
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Put t, = 0(s;). Let S=D[V] be the Jacobi transform of S. Put, after Min- 
kowski, S, = D,[V], 


ath 0 1 vey 
a (Fed bal 
0 tid, 


% 
Let :-(' be an integral vector. Let 2, +0 and 2,4,= ++: = 2, = 0. Then 


Zn 
a(S, [x]) = o(t7*d, [2 + 2% + °° * + Met) +++ > + o(te*dy[ze)) - 
Therefore 
o(S,[z]) = %*o(S[z]) 21. 
This proves that the convex ellipsoid o(S,[z]) < 1 has no lattice points +0 
in its interior. By Minkowski’s well known theorem 
(19) Cn g(NoS,)-? < 2". 


‘Let now ¢,, ... denote constants depending only on n and 9. From (19), 
using the value of N,S,, we get 


(o(8))" , 
ie ah 
on the other hand, from (10), we have 


¢,s Sar k=1,...,% 
which gives 


(20) (8x)? S CyNody S OyN gs, S cya (dy)? 


(20) proves that the characteristic roots of 8, and also of d, are of the same 
order of magnitude. The Jacobi transformation gives 


81 = UEEd, Vy, + °° + UP-pede-yMe-1e t+ hte, RSL. 


If we assume as induction hypothesis that absv,,< c, fora < k—1,6<51 
we get from above 


(21) absv,; S C7. 


Let t>0 be a real number and denote wy &, the subspace of F with 
= (8% 1) satisfying 





0< 7 <t,k=1,...,n—1 
(22) 4 Noi S 0(6,)? < tNy%, k= 1,...,0 
a(8,)...o(8,) S t(N,S)’*. 


One obtains then-easily that S satisfies the previous inequalities and (21) with 
constants depending on t, n and 2. 
We call the domain &, defined by (22) the Siegel domain. It contains @, and 


Lt &,= Ff. 
t+ a 
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Let for t’ >0, Fy denote the set of real gn-rowed positive symmetric 
matrices H = (h,;) with 





=1,...,gn—1 
(23) th,sth,k<l 
h,..-hon St'|Al. 


What we have seen above shows that for S € &, there exists t’ depending only 
on t, n and 9 such that the real symmetric matrix y~8 y lies in Fy. 
Let N be the norm surface in 7 with N,S = 1. We have then from above 
Theorem 3. Let S = (s,;) be in F. There exists a constant A > 0 depending 
only on n and 9, a unimodular matrix U € I'(0,), an integral matrix A, from 
the finite set in theorem 2 so that 


4, 0 3, 0 
i(”...)> swaa>a-(™.. ). 
0 8, 0 8 
We deduce 


Corollary. &,-\ N is a compact set if n = 1. 

Theorem 2 shows that given S € F there exists a unimodular matrix U and 
a matrix A; belonging to a finite set such that S{U A,] satisfies the minimum 
conditions of §4. We call S[U] reduced and denote by & the set of reduced 
matrices. Following HumBERT one can show that the A’s'can be so chosen 
that @ is a connected point set and that it has finitely many neighbours. As a 
consequence one obtains Siegel’s important theorem that J’(o,) is finitely 
generated. 

The space # is a symmetric riemannian space with the metric ds* 
= o(S-1dSS-1d8). A simple computation shows that, upto a constant factor, 
the invariant volume element induced by this metric is 


(24) dv= a, A js@|- (nf +1)/2 T | S@|-#7/2 IT | S®|-@s-H/2q 8 
k=r,+1 k>n+t: 

where c¢, is a constant and S®, ..., S+"%+ ) are the irreducible components 
in the representation of S by (3) and dS is the Euclidean volume element in 
S®,..., S++, | 9) denotes the reduced norm. 

Let t > 0 be a positive real number and .%, denote the set of elements in & 
with N,S < t. We have then 

Theorem 4. For positive real numbers A,, . . ., Ar,4 nt 


Tit Te tts 
IT |8®|* dv 
k=1 
’ 


converges. 

Proof. Because of the invariance of the volume element dv, it is enough to 
prove the theorem with %; replaced by #,; #; being the subset of S in &, 
with N,S < t,, t, depending on t. We can even assume that t, = 1. 
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Writing S®) = 7 [VY] in the Jacobi transform so-that 7 = (t) is an 
n-rowed matrix with elements () in the corresponding component in (3) we see 
that the characteristic roots of 


tm 
("- )anntnt Ts 


are all of the same order of magnitude. We write ff" again in the Jacobi form 
*Y = (wipy) [vig]. The (w:,5) is a matrix of { rows or //2 rows according as 
kinrn+r, or >r,+ 1,. Also it is a diagonal matrix. If r,< k < r, + r, the 
diagonal elements in (u;,,) are repeated twice and if k >r, +r, they are 
repeated 4 times. We denote the elements of (u;,,) by ,;,---, Ura, @=f 
ifkort+ rg, = f/2ifk>r, + rq. 
We now make a change of variables from S) to u,,, and the (v,,) V. 
Noting the fact that since S € @,, the elements of (v,,) V“) are bounded by 
absolute constants we arrive, after a simple computation, at the integral 





qd n a 
(25) ff 7 EA any dtins 
where 
Ie + =f $b Bi fem! k< r, 
Aino=\2&, + nf —2(l—1)f—2a, n<ksnits 
on + nf—2(l—1)f—4a+1, k>n+r, 


whose convergence is to be established. Let e. = 1 ifk <1r,, =2ifr,< ks 
Sr4+r,and = 4ifk>r,+1r,. Then N.S < 1 means that 


II II IT uh, < ty. 
k=1 l=1 p=1 


But for a given k, u,,, are all of the same order of magnitude. So in order to 
prove the convergence of (25), it is enough to prove the convergence of 











n 

(26) iT ait dz,,...,d2%, 

k=l 
where A, = 2+ bed — heed or A+ n—2k or A+ 2n—4k+ 1. The domain 

2 

of integration is 

TZ 

0< aes St, ...5M% ht. 


But this can easily be established by using induction on n. Our theorem is 
completely proved. 


In particular if A, = ait if kr, — Lif, <k <r, +1 and= a Fr 


2 








ifk>r,+ Ts in (24) we obtain Siegel’s theorem that / dS < when extended 
over that. part of R with N,S < 1. 
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§ 6. The representation space of the orthogonal group 


Let » be a simple algebra of finite rank over the field I’. of is then a 
matrix algebra M,,(Y) over a division algebra Y. Let of have an involution 
x — x* namely a mapping z > 2z* of « onto »o such that for «, 8 € 


(a + B)* = at + BY, (af) = Brat, (at)* = a. 


ALBERT has shown that J has then an involution. On the other hand if Z has 
an involution z— Z, this can then be extended to « by defining for any 
P = (p,,) in of, P = (p,,). P + P is an involution of .of and if they have the 
same effect on the centre of Z then there exists Q, in «/ with 


(27) pe= Qr' PQ, a= +Q, 
for every P. 

We shall therefore consider a division algebra 9 over I’. The centre % is 
an algebraic number field. Let @ have an involution and let & be the fixed 
field of the involution. Then (# :k) = 1 or 2. In case # = k the involution 
(the algebra) is of the first kind. ALBERT has shown that then 9 = k or Z is a 
quaternion division algebra over k. 

Let us first consider the case when 9 is a quaternion algebra with 4 as 
centre. Let (# : I’) = r, + 2r, + rz = hin the usual notation. PutZ = eT. 
Then @ is a direct sum of simple algebras A,, . . ., 4g, ¢ = 7; + T; + %3- They are 
matrix algebras over division algebras A,,..., A,. Now A, = ifk < r,,=P 
ifr,< kr, +r, =Qifk>r,+1,. Also A, is a matrix algebra of rank 4 
over A, if k < r, + r, and of order 1 over A, if k > 1, + r,. Clearly the in- 
volution in 2 can be extended to each of A, and also to9. Let x €F and write 


x, 0' 
(28) o-(*. 
0 =z 


where 2,, . . ., 2, correspond to the irreducible components 4,,..., 4,. By above 
ay x3 i) 
(29) = (v0 0) , x EA; 


fori <r, + ry. If i > 1, + rg, x; is a real quaternion. The z,’s are represented 
in the regular representation of A,. If we denote by % the matrix with Z; in 
place of x; in (28) then 

(30) = Vera V,, t=1,...,¢ 


ik: owe 0 u) 0O1l\. : 
where V,=(_; o) fi sr=(_9 g) u=(; 9) ifn <isn+rand=£, 


the unit matrix of order 4 if i > r, + r,. If we put 


rt) 


then we get 


(31) = V-12'V 
which gives the value of when z is represented in terms of the normal basis. 
Also V’ = V-". 
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Consider now the simple algebra of = M,,(Y) form = 1. Let J = VS OS. 
Let S €. A so that S = (8,,), 8,,¢€9. By above s,, has the form (28). By means 
of a certain real orthogonal matrix P, we have 


sm 
sr, =("- ) 8% = (6) 
S@ 


af? 
where 8; = ( ‘- ) as in (28). From above we have 
sf) 


s 
Pr ar,=(". ) 

5 
If V denotes the m-rowed matrix with V of (31) in the diagonal and zero 
everywhere else, we get 

say 
(32) PrisP,= (PVP y( Jerre) 

So 

we shall say S is symmetric or skew according as § = S or — 8. From (32) we get 
(33) eS®) = We’ sh’ We, k=1,...,qe= +1 


wom 
and W) -( i. )- P7' VP, and W’ = W-". Note that S® and W® are 
wo 
elements of M,,, (A,). 

Let S be non singular, S = eS. We shall associate with it a symmetric 
riemannian space in the following manner. Let first e = 1. For k < r, + r, we 
can write S*) = C®C®) for an element C in M,,(A,). Put H* = Cc&) C® 
and H® = C® G®’. Because of (33) we have 


(34) H® se H® — ge’. 


Also H® > 0 and H® > 0. On the other hand let H®) > 0 satisfy (34). Then 


H® is also > 0. From (33) we see that W®) S® is skew symmetric in the 
ordinary sense. There exists therefore C“ with S® = CHC and HY 
= C®) D® C®, D® being a diagonal matrix with positive diagonal elements. 
From (34) it follows that D®) = EF. Thus all solutions H“) > 0 of (34) are 
obtained in the manner we have outlined. 

Let now k > 1, + r,. Then 


— (E 0 
s® — Ow ( eS z, ) ce) 


E, being the unit matrix of order a in M,(A,), Py + qe = m. Put H™ =C'C®), 
H) again satisfies (34). Let 


H® 
prtnp, =| a 
H@ 
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where H € of (note we take only the irreducible components of df ). We then 
have 


(35) HSA = 8’ 


and H > 0, H = H’. From above it follows that every solution H > 0 of (35) 
comes in the above manner. We denote by 9, the space of solutions H of (35) 
with the condition H’ = H > 0. We call this the 9-space of S. It is clearly 
a locally compact topological space. 

In order to determine the topological dimension of the space , it is enough 
to determine the dimensions of the spaces defined by (34) since 9, is the 
product of such spaces. If k < r, we get because of (33), W®) S® is real skew 
symmetric so that the dimension of the space H) is equal to the dimension 
of the space of 2m rowed real matrices which are positive and symplectic. By 
Siegel’s work, this is m(m + 1). Ifr, << k S r, + r,, for a similar reason the H®) 
constitute a space of the same dimension as that of hermitian matrices which 
are positive and symplectic. A simple calculation shows that this space is 
m(2m + 1) dimensional. If k > r, + r, we have to proceed in exactly the same 
way as SrecEt [13]. We find that the topological dimension is 4 p,q,. Thus the. 
H_ space is of 

Ti tte tts 
(36) rm(m+1)+ram(2m+1)+4 DS ede 


kern+mi+1 
real dimensions. 


Let now e=—1. From (33) it follows that W® S® is symmetric for 
k <1, + 1,. In case k < r, we can find H® > 0 satisfying (34). If r,;< k< 
S 7, + T, we can proceed as in [8] and show that H™) again satisfies (34). 
It is easy to see that the H®) in the first case constitute a space of p,4q,, 
2m = py, + q dimensions and of m(2m— 1) dimensions in the second case. 
Consider the case k > r, + r,. S® is now a skew quaternion matrix. Since for 
real skew quaternions a, # there always exists a quaternion y such that 
yay = B, it follows that there exists a matrix C®) in M,,(A,), k>1, + 7% 
such that 


0£ 
& E ry, » meven 
(37) ce) S® C®) — 008 
‘0 ¢ 0}, modd 
Le) 
i being a real skew quaternion (given as a 4 rowed real matrix in the regular 
representation). If we put H®) = (C®)C®’)-1, then H®) again satisfies (34). 
In order to determine the dimension of this space it is enough to assume that S“) 
is given by the right side of (37). If m is even one proceeds as in Siegel’s sym- 
plectic geometry and gets the parametric representation 


Y-" 0\[z —x 
_ 
H® = (6 y)[o E 


where Y > 0 is an n= + rowed symmetric quaternion matrix and X’ = X 
is a quaternion matrix. The dimensionality is clearly m(m — 1). 
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Let now m = 2n+ 1. A parametrization of H™ is given by 


YY 0 0\fE —2 X+ }2iz 
H® = (0 1 0} 0 1 —iz 
0 oO Y/{o0 Oo E 


where Y > 0, X’ = X as before and z is a quaternion column of n rows. The 
H®) constitute a space of m(m— 1) dimensions. 

If now we define H by (35) we get the 9-space associated with S and it 
has the dimension 


LA) 


(38) ~ Pete + 7.2 m(2m— 1) + r,m(m—1). 
=1 


Let now @ be an involutorial division algebra of the second kind. Let # 
be its centre; then (4 :k)=2 and so X = k(o) for 90 € X. Let 0? < 0 at r, 
of the real infinite prime spots of k. Put, with the usual notation r, + r, + 
+ 3+ =. Let x €J9. Srecet has shown that 


(39) 2=C- 2/0 


where C’ = C = C-1. In fact Steet has shown that for k < fr, + r, + 73, C™ 
can be taken to be the unit matrix and in other cases C’ = C® and C®" 
is the identity matrix. If x and z are given by 


“CC 


where ¢ = 2(r, + r, + 13) + 7, then 
0 x@kt)) — gtk+) £=—0,1,...,%+%+%—1 
(#9) z®) = 2), k>2(r,+re+ 15). 
Let S €.o/' = M,,(D) and C the m-rowed diagonal matrix with the matrix C 
of (39) in its diagonals. Then 
S-= C-1g'C. 


As before we introduce the matrix P, and obtain 


gor 
(41) PSP, = Prto-1P,( on pron, 
se 


Let now S = § be a symmetric non singular matrix in «. It is clear that 
there is no loss in generality in considering only symmetric matrices; for, if 
S = —S then 9 € ¥ and so S, = 9S is symmetric. We shall as before associate 
a symmetric riemannian spdce 9, with S. 

Let k < 1r,. We then have a real infinite prime spot of k at which 9? > 0 
and @ is unramified. From (39) and (41) we get 


wom 
Let W=("-, )- P70 P,,Then W’ = W-1= W 


W® S® — S®' We’ = (We Se)’ . 
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We can therefore write 
Ww® S® — Bey B® 


for an arbitrary m/-rowed non singular matrix B®. Put H®) = B®’ B® and 
H® = B®’ B® (note that B®) is uniquely determined by B“)). One then 
obtains 

(42) H® 8-1 H® — ge’, 


Here H™) is an arbitrary positive m/-rowed real matrix and H®) is determined 
by H®) from equation (42). The topological dimension of the space of these H™) 
. mf (mf + 1) 

is clearly ——_,—— . 

A similar thing is true if r, << k < r, + rz + 13. In these cases the dimensions 
of the space of H“) are found to be (m/f)? and! (mf — 1) in the two cases 
1<kor+r,andr,+1r,<k S17, + 12+ 15 respectively. 

Let now k > r, + r, + 15. In this case W™ S® = (W® S®))’ is a hermitian 
matrix, in the usual sense, of order m/. We can therefore write 


Ww s® — Bw’ a * Be 
: kh, 
where p, + gq, = mf. Putting H® = Bt)’ BY) we see that H®) satisfies (35) 
and the dimension of the corresponding space is 2 p,q¢,. Defining as before 


H® 
Py 1H P. >= ( “ ; 
He 
we see that H S-! = S’ as before and that the 9, space is of real dimension 
equal to 


+ r,(mf)? + 2 2D Ped: 
k>ti+ Tats 

Remark. In case of both involutions if for some k, S“) is definite, that is, 
that the equation Sz = 0 for z in A, has only the trivial solution z = 0, 
then the corresponding solution H) of (34) or (42) is unique. The corresponding 
space of H) has dimension zero. It is clear that such a situation can take 
place only if k > r, + r, if the involution is of the first kind and e = 1 and 
ks r,ife =—landk>r, + r, + 1, in case of involutions of the second kind. 
Thus the $, space consists of just one point, that is, that the solution of the 
equation (35) is unique only when & is totally real and #, if not equal to k, 
is totally complex. Furthermore if the involution is of the first kind 9 = k or 9 
is a ‘totally definite quaternion algebra when ¢=1 and totally indefinite 
quaternion algebra if e = —1. If @ is of the second kind, it satisfies the condi- 
tions of ALBERT. 

Let us denote the matrices of of obtained from the regular representation 
of 9 by the basis 4,,..., 5, of P/I” by B, with the suffix o. Let us denote the 
corresponding matrices obtained by means of the normal basis ¢,,...,¢, by B 
without the suffix. In of we have two involutions B,— Bj obtained in the 











) 
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natural way as in §3 and B,— B, given by means of the involution in 9. 
From what we have seen above, it follows that 


(44) B= 2" BS Q 

where Q is a matrix satisfying 1) Q* commutes with all elements of of 2) Q* is 
the identity matrix 3) MQ’ M-!= Q-' with the M defined in § 3 and 4) Q* is 
the identity matrix in case of involution of the second kind and is a diagonal 
matrix with + 1 in diagonals in case of involution of first kind. More specifically 


if Q is written 
Qe 
wene( 
Qe 

then in case of involution of first kind Q“ = —E if k < r, + r, and equal to £ 
if k> 1, + fp. 

It is to be noted that in this section we are not considering the case J = k 
or 2 = X . This has been considered in another paper in a different context [11]. 

Let now S, be a non singular matrix of of and S, = eS,,¢ = +1. We take 
é = 1 in case of involution of the second kind. By means of the foregoing we 
associate with S, the § space of positive H, = = HR which because of (35) 
satisfies 
(45) H,Ss'A, = S$ . 
It is clear that in the representation of H, by the normal basis, the irreducible 
components H®,... occur as often as the multiplicity. 

The group 2(S,) of matrices P, in o/ satisfying 
(46) P,S,P, = Sy 
is called the orthogonal group of S,. It is clearly a Lie group. It is not hard to 
see that if H, € $ and P, € 2(S,) then P§ H, P, is also in §. Thus the mapping 
H, > P§H,P, gives a representation of 2(S,) in . We call § the representa- 
tion space of {2(S,), the orthogonal group of S,. § is topologically equivalent 
to the quotient space of 2(S,) by a maximal compact subgroup of it. If @ is 
the subgroup of the centre of J consisting of elements « with aa* = 1, then 
G@r\ Q(S,) is compact and normal in 22(S,), regarded as matrices «2. The 
representation H,-> Pj H,P, of 2(8,)/G- Q(S,) is a faithful representation. 

is a symmetric space with the metric 
(47) ds* = o(Hj' dH,H;' dH,) 
where o denotes the regular trace. We shall find the invariant volume element 
by suitably parametrising the $-space. To this end let us take the irreducible 
components of Pz! y-!S,y P, in the form (32) and (41), namely 


go 
( sw) 


Let us assume that 


(48) : sono? ro o*) 
Pw eG» Qu 
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with P non-singular and of order g, <= = . The integer g, may be zero or > 


In the latter case S® has the form 


S® — (°5 saa) 
eP® Ge 
we shall, for the moment, omit the superscripts. The equations one obtains 
below are understood to be true for k= 1,2,.... Put now 
BE —P»Q -} P= 
J® = ( E 0 " 
0 oO E 


and let T = JS®J so that 


0 
Poo 


Let now K = K,[J, J] where H = K,[J,] is the Jacobi transform of H with 
H,0 0 EQ, 
K,= 0 H,0 ’ 4=(0 E a). 
00 FZ 00 £ 
Here H, and H, are g, rowed square matrices. Put now 
(BL, Ly 
b= a= (0 E L). 
oof 
Since S and H satisfy (35), we obtain writing S and H in terms of J,, J, T and 
K, the following equations 
L,F-1+ eP-1L,=0 
A, P=. A, = Pr 
(49) H,FA, = F’ 
L, =(4—41L,F“L,)P 
| where 24 = L, P-'\—eP-*L, satisfies A=—e/. 

We now parametrize the $ space in the following way. Let the algebra be 
of the first kind. We choose the parameters to be H, L®, A® and the 
parameters required in the equation H,F-'A, =F’ k=1,...,q. It,is clear 
that these parameters satisfy HY) > 0 and g,-rowed, L* arbitrary and of g, 
rows and m— 2g,,columns and 4“) = —A) has g, rows. Under these con- 
ditions the ‘solutions H of (35) are completely determined. Moreover the 
elements of these matrices are.in 4,. Let now the algebra be of the second kind 
If k > 1, + 7, + 7, we take H®), L®, A® and the parameters in H® FP)’ H®) 
= F’ as the required parameters again with the conditions H® >0 and 
g.-rowed, L® arbitrary of g, rows and m— 2g, columns and A® = —A® 
is g, rowed. If now k < r, + r, + 7, we take H®, Aw, L®, Am, LS, and the 
parameters in H® F®)” H® = F®)’ as the required independent parameters. 




















he 


9x 
n- 
he 
d 

®) 
nd 


he 








They satisfy Hf? > 0, H® > 0 and both have g, rows, L{® and I have g, 
rows and m — 2g, columns and have arbitrary elements in 4, and 4® =—A, 
Since these parameters are independent, the 9 space is a product space 
defined by these parameters. We can write the metric in terms of these para- 
meters. The metyic given in (43) is invariant under the orthogonal group ’&nd 
also under the transformations S,— B,S,B, and H,— BS H,B, for an 
arbitrary By i in of. Let us denote fer any matrix B in A, the matrix ‘of differ- 


entials by B. Except for a multiplicative constant depending on m and 9, 
the metric is given by 


(50) de? = +(Kz*K, K;z*K,) + t(Kz*K, (LL-1)) + t(LL* Kj" K,) + 
+ (LL LL) 

t denoting the reduced trace in .o/. Now 

oi, 1,—4, L, 

ii. =|00 L, 

00 0 
which shows that 1(LL-)2 = 0. Let us put L,— ike = (A + B)P where 
B=} (i, FL,— L,F-*L,). Using then the expression for K, we get 
(51) (Ky (LL-*) Kz?) = 1(H, (Ly) Hs") + t(H5"H,[L,) + (4, H,[A + B)). 
Furthermore the equations (49) show that in case of involutions of the first kind 
ms ) | «(Hs"H,(Ly)) = t(Ha*H, (4) 

t (Hs) H,Hs*H,) = t(Hy*H, Hy" H,) 

and in case of involutions of the second kind 
os | t(Hg*H,[L,)) = t(Ag*A, (L,)) 
1(Hs!H,H;"H,) = (Az H, A; 1): 


Omitting constants depending on m, g and 9 only, the metric is given by 
ds* = 1(Hj?H, Hz H,) + t(Hz"H, Hg" A,) + t(Hs A, (L,]) + (A, H, [A + B)) . 


For any matrix G in M,(A,) denote by |G| its reduced norm.over /’. We 
have then the invariant volume element in terms of the parameters as follows. 
Let the involution be of the first kind, then 


Tit Tet+Ts 
(54) dw= FL \H®\*|H®|-@ dv, dv, dv, dv 
k=1 


where dv,, dv,, dv, are respectively the Euclidean volume element in the 
product of the spaces H\, in the product of L and in that of A®). dv is the 
Math. Ann. 148 22 
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product measure in the space of H,. Also 


é€ 


en 
(m— 29,) — z > kar 





A= (m—29,) + >, n<ksontt 


sr 


1 
(m—2g,) +3, k>rn+t, 


é = +1. Suppose now the involution is of the second kind, then 


(55) Tit Tet lathe ) Jon hy) - 
dom ap Pape a F av, dé, dv, dé,dv,dv 


where dv, is the euclidean volume element in the product space of H‘*") and dé, 
in that of A®, dv, and dé, refer to the euclidean volume element in the 


product spaces of L? and Le respectively and dv, to that of A®). dv as before 
is the volume element in the space of H,. It is to be noted that for k > r,+1.+ 15, 


H® = H®, i =1,2. Also 


f(m — 29.) —1 
2 


, kar, 


—2 1 
A= iat Htr<kont+ret+ 7s 


Ke =a) ' otherwise . 


, 


We shall denote by d w, the volume element computed under the metric (47). 
dw, is a constant multiple of dw above. 


§ 7. Units pf quadratic forms 


Let 2 be an involutorial division algebra over J’ and «/ = M,,(M) the 
simple algebra of m-rowed square matrices over Z. Let S, in W be non singular 


% 
and (8,,) = S,= eS). If «= ( :) is a column of elements of 9 we call 


8,{z} = ~ #/s,;2, the quadratic form associated with S,. Let o be an order 


in 9 and O the extended order in of. If « € D, a = eG we say that S, represents « 
integrally if there exists x with elements in o such that S,{z} = «. An element 
Uz € I'(Op) is said to be a unit of S, if 0,S,U, = So{U,} = So. The units of S, 
forme a group called the unit group of Sp. We shall denote it by J°(S,). From 
the definition in the previous section, it follows that ["(S,) is a subgroup of the 
orthogonal group 2(S,). 

Two matrices S, and 7, in of are said to be eguivalent or in the same class 
if S, = eS), T, = eT, and there is a U, € '(O) such that 0,8,U, = Ty. The 
set of equivalent matrices is a class. If S, and 7, are in the same class then 
N,S, = N,T, and they have the same system of signatures. 











3° 


1e 
ar 
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Let now 9 = 9(S,) be the space of positive matrices associated with S,. 
If B, €.of and is non singular then the positive space associated with S,{B,} 
= B,S,B, is the set of positive matrices H,[B,]= Bf H,B, with H, € 9. 
With Hermrre-Srece. we say that S,{U,} for U, € I'(O) is reduced if there 
exists at least one element of the 9 space of S,{U,} which is reduced in the 
sense of §3. If we denote by [U,] the set of elements H,[U,] for H, € 9, 
then S,{U,} is reduced if and only if §[U,] 7 & is not empty. 

Now 9 is a subspace of F and so for any H, € $ there exists a U, such that 
H,[(U,] €@. This means there exists a U, with $[U,)\@ is not empty. 
Thus in each class of matrices in .o there exists a reduced matrix. 

It is to be noted that if S, is totally definite then the space reduces to a 
point so that if S,>0 then the definition of reduced matrix given above 
coincides with that in § 3. 

In general if S, € of the number of reduced matrices in the class of S, can 
be infinite. We shall assume that S, € and is non singular. Then we have 

Theorem 5. For given m and N,S, there exists only finitely many reduced 
integral matrices. 

Proof. Let a,, a3, ..., denote positive real numbers depending only on m 
and J. Let U, be a unimodular matrix for which S,{U,} is reduced. This means 
that for some H, € $, H,[U,] is reduced. Let A, be one of the finitely many 
matrices of §4 for which H,[U,A,] is in the Siegel domain @,. Put 
S, = 8,{U,Ao}. By (35) we have 


(56) A, = Ay" [St], H,= H,[U,Ao) - 


Since A, is determined uniquely by H,, the matrices H, and H;'[{B] where 
B =-(b,,), 6, = 1 if k + l= m + 1 and zero otherwise, lie in #,. Put 


Then H, and H, being ordinary real positive symmetric matrices are, by § 5, 
in F,,. Let now 


(58) T,=yH,y', T,= yHsy’. 


Since y is independent of H, 7, and 7, lie in F,, in the space of mg rowed 
positive symmetric matrices. From (56), (57), (58) we get 


T, = T,[BS;). 


From the form of 8, it follows that BS; and (BS;)-' have both bounded 
denominators and are rational mg rowed matrices. By a wellknown theorem 
of Steck there exist only finitely many such rational matrices with given norm 
equal to that of BS;. Our theorem is proved. 

We deduce 

Corollary 1. There exist finitely many classes of integral matrices S, with 
given m and N,S8,. 

Corollary 2. In each class of matrices in of there exist only finitely many 
reduced matrices. ‘ 
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Let S, € A, Sy = eS, and I'(S,) its unit group. Since §, the representation 
space of the orthogonal group {2(S,), is a subspace of #, the representation 
H,> H,[U,] of U,€I'(S,) is discontinuous in §. This representation is 
faithful if we take I"(S,)/I"(S,)-\ @ where G@ is the group defined in § 6. The 
group J'(S,) 4 G is finite. We construct a fundamental region for J’(S,) in 
in the following way. Let U,, . . ., U, be the finitely many unimodular matrices 
which render S, reduced. Put $, = 0 @[U;"). Let 


F=90(z 9): 


Then # is a fundamental region for J"(S,)/I"(S,.)\ G@. Let H, € 9. There 
is a unimodular U, € I’(O) such that H,[U,] is reduced. By definition therefore 
S,{U,} is reduced. By theorem 5 therefore S,{U,} = S,{U,} for some j, U,; 
being one of the set U,,..., U,. This means that U,U;'¢€ I"(S,). Therefore 
H,[(U,U;*] €. But since H,[U,] €@, it means H,[U,U;"] € 9, c ¥. This 
means that the images of F by I'(S,) cover § without gaps. Let F and F[V] 
for V €I'(S,) have non empty intersection. There exists then H ¢€ F with 
H[V] in J. By definition of F this means that for some U,, U, in the set of 
reducing unimodular matrices H[U,] and H[VU,] are in &. By properties 
of #, U, and VU, belong to a finite set determined uniquely by m, 9 and 
NH = N8,. Since U, are finite in number there exist finitely many V which are 
determined independently of H. This means that 7 -, F[V] for V € I(S,) 
is non empty only for finitely many V. One can again prove that the boundary 
of F relative to. is the same as the intersection of § with the boundary of 
R{U;z"]. Since § is connected we deduce 

Theorem 6. The unit group I'(S,) is finitely generated. 

The unit group J"(S,) defined as above depends on the order chosen in 9. 
In order to obtain a theorem for an arbitrary order let A-—~ A’ be an 
involution of which has the same effect on %, the centre of /, as the 
involution A > 4. There exists therefore F € of such that 


(59) At=F3AF, F=nF,n= +1 


for all A in o#. Let S°= eS, e = +1 be non singular in of. Let I’,(S) be the 
unit group of S relative to the order O obtained from extending o. Because 
of (59) 

FS=T=enT?. 


If U¢€I,(S) then O(FS)U =FS. On the otherhand if U ¢I'(F 8S) then 
U €I,(8). This means from theorem 6 that I’,(S) is finitely generated. 

On the other hand let 0’ be any order in »/. There exists then a rational 
integer p such that p O’ CO. Let S=¢8 and I'(S, 0’) the unit group of S 
relative to O’. Let I’, be the subgroup of I"(S, 0’) consisting of V with U = Z 
(mod pO’). This is clearly of finite index in J"(S, 0’). But O mod pO’ is finite. 
Therefore I, and J'(S,O0) are commensurable. Using theorem 5 and the 
foregoing remarks we have 














“ 


oO -— Ss = 
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Theorem 7. Ij A -» A® is any involution of of, O' any order of of and 
S = e S* a non singular element of of, the unit group I'(S, 0’) of unimodular 
matrices U relative to O’ satisfying U°SU = 8, is finitely generated. 


§ 8. Convergence of an integral 
Let n = 1 be an integer and consider in the ait A on= Mon(J) the 


matrix 
0 FE 
J.= Udy a} 
where £ is the unit matrix of order » over D, e = +1 and we take e = 1 if the 
involution is of the second kind. Clearly 
—J,=eJ3,=2J*. 
The orthogonal group 2(J,) of J, is called the symplectic group in ‘o/,,,. If 
F= (C p)is in Q(J,) then 


AC =:0A, BD =cDB, AD—eOB=28 
(60) 


AB=cBA,CD=eD0,AD—eBC=E. 
By the results of §6 the representation space 9 of J, consists of matrices 


H, = Hf > 0 with H, = (se a satisfying 
0 ° 
H,J,A, = J, . 
Because of (60) we have the Jacobi transform 
A, 0 \ [E AaB 
(61) Hy= (0 ix) [o E ] 


where “A, = A$ > 0 and —Aj'!B, = X = eX. Conversely if X and Y are 
elements in J, = M,(D) with X = eX, Y = ¥Y* > 0 then the matrix 


(62) ae i | ewe» 
because of (60), lies in §. We have thus a parametrical representation of the 
space. The 9 space has the dimension 
hn(2n— e) + n(2hn + 1, — 15) 
in case of involutions of the first kind and 


+t (2hnf + r,— 15) 


in case of involutions of the second kind, (K : I’) =’. 
Let Q be the matrix defined in (44). Let us extend the centre by adjoining 
n = V—e @. This is an n-rowed matrix with Vie in the diagonals. Put 


(63) Z=X+YQn 
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where X = eX and Y = ¥Y*>0 are in #,, = M,,(J). ‘the set of these Z we 
call the generalized upper half plane &. If for ormy H,€9 we put 

= — Aj! B, + Ajz' Qn then Z € &. On the other hand if 2 € & and we put H, 
equal to the right side of (62) we get an element of 9. Tne mapping H, > Z 
is one-one both ways. In fact & is analytically homeomorphic to 9. 

Let m = n be an integer and S be a matrix in #,, = N,,(Y) with S = «8 
and non singular. Let M be a modul of matrices of m rows and n columns 
over 9 with o,, as a right order and o,, as a left order, o, for an :nteger a denoting 
the ring of a-rowed matrices over o. Let us assume that this modul M has 
maximal rank namely mng. Let H be a matrix in the § space of S and B an 
arbitrary matrix with m rows and n columns and with elements in J. Let 
Z¢€& = @,, (meaning X and Y have n rows). We define the theta series 

* (64) f(8, H, Z, B, M) ae x emia(S(G+ B)X+iH(G+ BY) 
GEM 
This is the theta series associated with S. We shall now prove 


(65) ‘|f(8, HZ, B,M)| <e IT (1+ Nghe") IT (1 + Noy) 
k=1 l=1 


where H = (h,,), Y = (y,;) and Ng, as usual, denotes the regular norm. c > 0 
is a constant depending on S, B, and M,H¢A™ and Y «A. 
In order to prove this we first consider the shapler series with n=1 


f(S, H, y,b,M)= LY ese ler in 


qeEM, 
where y > 0 is an arbitrary positive element of #, b an arbitrary m rowed 
column over J, and MM, a modul of m rowed columns with o,, and 0, as left and 
right orders and with rank mg. Let q,, . . ., Ym, be a basis of the modul M, over 


mg 
the ring of rational integers so that every q in M, has the formg= 3° a,q,, 
k 


a, rational integers. This means 
. mg 
o(H[q + bly) 2% 2 ako(H (ae]y) - 
Using the wellknown inequality for ordinary theta series, we obtain 


mg 
” fo(S, H, y,b, My) = ey HT (1 + (Hany). 


Ve 
Let q;, = ( with q,; in Z. These are finitely many and fixed. If H = (h,,) 
Vk m 
then 
o(H|qx]y) 2 ¢s - o(hy [Qxi)y) 


using (66) and the arithmetic-geometric inequality, we obtain 


fo(S. H, y. b. M) <= ey UT (1 + Nyhz 2) (1 + Noy ™?). 


k= 














id 
er 
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Here ¢,, C2, C3, C, are constants depending on M, S and b . 

From this it is easy to obtain (65); for, we have only to consider H and Y 
as diagonal matrices. 

Let us now assume that all the elements of B are in 9. Consider the units 
U of S with U B— B €M. They form a group which is of finite index in I"(8). 
This is seen as follows. Denote this group by J",(S). Let p be a rational integer 
such that p B € M and consider the units U of S with U = EF (modpo,,). Then 
U B— BEM. These units form a subgroup of finite index in ['(S) and are 
contained in J",(S). There exists therefore a fundamental domain for I",(S) 
in §. Clearly 


{(S, H[U], Z, B, M) = f(S, H, Z, B, M) 
for U € I’p(S). Therefore there is meaning in considering the integral 


J t(S, H, Z, B,M) da, 
Fp 


with the volume element dm, in the § space. The following theorem is of 
importance for the analytic theory of quadratic forms over division algebras 
and for the study of the Zeta functions. 
Theorem 8. { /(S, H,Z, B, M) dw is convergent and equals 
Fs : 


Xf etteSG+ BX + tH (G+ BIY) dy 

G Fz 
provided m > 2n—e if the involution is of the first kind and m > 2n if the 
involution is of the second kind. If however S{x} is not a zero form this holds even 
with m > a and m > n respectively when n= 1. 

Proof. Because of the absolute convergence of the series defined by 
{(S,H, ...), the invariance of the volume measure d w under the transformations 
S-— S{L}, H+ H{L), L any non singular matrix in ./,,, and the finiteness 
of the number of classes of S, it is enough to prove from (65) the convergence of 


(67) A IT (1 + Nyhz"") daw 
k=l 


where c, and c are two constants dependi., on m, D, N,S and n and &, is the 
Siegel domain defined in § 5. If the integral (67) is convergent under the 
conditions stated in the theorem, it follows from the propertes of @, that 
J t(S, H, ...) d@ converges uniformly in every compact subset of F , which 
Fp 


proves that integration and summation can be interchanged. 

We shall now prove that the integral (67) converges under the conditions 
of the theorem. There is no loss in generality if we assume that the elements 
of S are in o. 

The constants ¢, C3, ... below depend only on ¢,,c,m, 9, N,S, n and IM. 

From (35) it follows that we can write H = F*F and S = FD,F where 
F € of and D, a diagonal matrix depending only onJ and S. If D, = [d,,...,d_], 
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he= 2 fiche F = (fri) 
t= 2 Weds fer 
This gives 
abst,: SZ absfisabsfis S ¢ (2 olfte fex))"(X oft ted)" 


we have therefore 
(68) 0 S abss,, < ¢(o(h,) o(h,))"". 

Since S is non-singular and its elements are in 0, there exists for each 
k, 1, such that s,,,+ 0 and so 


(69) 1 < abss,,, < ¢3(o(h,) o(h,,))"". 
If we write H as 
‘H® 
H= - ) 
Ho 


in the notation of § 6 and write h{*’ as the k-th diagonal element of H® then 
hy = (A{},) is a matrix of f or 2f rows, f? = (9: XH). Denoting the diagonal 
elements of this by A{*) we see that for fixed k they are all of the same order of 
magnitude. Thus from (69) we get 


MOK, = cy. 


sp => 
Consider now the integers 1,2,...,&k and J,,...,1,. Of the latter at least 
one is =< m—k + 1. Hence 
We + Lp = %s 


for all k, p, a. Suppose for each a there isa g,,0 = 9g, S _ with 


(70) eo 2 C7, Ga< k<m— Ja 


Rie y hinge, <r 
for a c, to be chosen presently. Now o(h,) S c,h{} and so 


(hy) o(hm—o,) S CBA, Ae,» « 
From (70) we get 
o(h,,) o(hy,— oa) < che, 
using (69) we get 
0s abss,,, m- % < CyCc,!* . 
Choose now c, so that CCC," <g'/*. Then 
0s abss,,, m- aS gi j 


But if s,,; + 0 is in o then (abss,,)* = g. Thus = 0. From the fact that 
H € &, and the inequality (69) we get 


(71) sf) = 0,k < gal < m—ga. 
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We therefore obtain a decomposition of S@ given in (48). We obtain, 
as in [8] 
hf, = Cg k Ss Ga 


(72) AY, (A)-3S cg ga<k<m—g,. 


We now consider the integral in (67) and insert for dw the expressions 
in (54) and (55). Because of (72) the elements of H, A®, A®, L®, L® are 
all bounded by c, in absolute value. 

Let the involution be of the first kind. Because of the remarks above, it is 
enough to prove the convergence of 

m Tr +Tet+Ts 
(73) AT (1+ Nohg™*) TT \H{P|** de, 
k=1 k=1 

over the domain in @, in which (72) is satisfied. We now observe that the 
matrices H‘" are real, complex or quaternion matrices. Further each element 
of HY is a 2-rowed real or complex matrix if k < r, + 72, and is just a real 
quaternion if k > r, + r, and all of these being given by their regular represen- 
tations. Since the elements in the diagonal for any diagonal element of H‘"” 
are all of the same order of magnitude we see that for proving the convergence: 
of (73) it is enough to prove the convergence of 


1 +, +7, % 
/ Tt” Then aee 
k=1 83 l=1 
where 
0< tf) S cot, 
for all 1 and k and 
4m—4n— 81+ 2e+3, 1<kSont+nr 
Pei= 2m—2n—4l1+1 +¢e otherwise. 


If we introduce new variables s{*) with 
A? = fof... b= es 


for every k, then for proving our theorem, it is enough to prove the convergence 
of integrals of the type 





On ds... dg? 
74 et at 
"7 ae ae 
where the integration is over 

0 — af) s Cy 


and the »;, are given by 
21(2m— 2n—21+e), n<kont+t, 
"== gal 2n — 21 + €) otherwise . 
For convergence »,; > 0. Thus it is enough that 
My, =| 2m—2n— 21 +e > 2m—2n—2g,+e>0. 
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Because g, S > it means that m > 2n—e provided at least one g, +0. If 


however S{zx} is not a zero form which means that all g, = 0, then m > == -, 


In the case of involutions of the second kind one proceeds in exactly the 
same way and obtains integrals of the type (74) with 


lf(m—n—l), 1<laornt+tret+fs 





"= P (m—n— otherwise . 


This means that ve, = LE (m—n—g) > 0. Thus m> 2n if at least one 


9x + 0. If S{zx} is not a zero form then all g, = 0 and then m > n suffices. 
Our theorem is completely proved. 
We deduce 
Corollary. , dw converges for m = }. 


This is ml at once by putting n = 0 and taking /(s,...)=1. 

We remark that if S{zx} is not a zero form, all g, are zero. Inequalities (72) 
mean that all the Af’) are bounded. This means that the fundamental region is 
compact. One can establish the converse also. 

In order to study later the zeta function of quadratic forms we prove the 
following theorem. 

Let @ be the involutorial algebra considered in this section and let Y be a 
fundamental region in the space of positive elements of 9 for the units of o.. 
This spacé is again a symmetric riemannian space with the metric ds* = ¢ 
(€-1 dé &-1 dé). Let [dé] be the invariant volume element under this metric. 
Let s be a complex = 8=oa + it. We have 


Theorem 9, For a> ~- the integral [ (Ny 7 (a + fo(S, H, & b, M,))dw [aE] 


defines an analytic function of s, f,(S, H, . . ’) being the function 
f,(S, H, &, 6, M) = > etto(Siqt b}0+ iH [a+ 6) &) 
@€M,, Siqg-+ 6) +0 
£é€Dwith & = ef, a=—1 if b = 0 and = 0 otherwise. 
Proof. Split Y up into Y, and Y, where Y, is that part of 9 with N,é= 1 
and Y, with N,é < 1. If we use (65) with n = 1 we see that 
J (No)? Jf (fo) dw(dé] < f (Noé)"-™? x 


2 Fz g: 
2 he IT (i + weky)} deta). 
k=1 
B 


From theorem 8 and corollary, the inside integral is finite and we have only to 
consider 


F | (Noé)°-™? [dé]. 


But going over to the norm surface one sees that it converges if ¢ > >: (Note 


that the norm surfaces intersection with Y,'is a compact set from theorem 3 
corollary.) 











“’ 
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The second integral {(N&)* { (a+ f,)dw[dé] actually defines an entire 
1 Fz 
function. " 


§ 9. Units in p-adic algebras 

Let k be a p-adic field, that is a discretely valued complete field of charac- 
teristic zero with finite residue field. Let o be the ring of integers in k and x 
a generator of the prime ideal in o. Let p be the characteristi¢ of the residue 
field and po = (x**), e, > 1. Let D be a division algebra with k as centre J] the 
maximal order in @ relative to o and JT a generator of the unique two sided 
prime ideal in D. Let (x) = (IT*),e > 1. Letqg= [= i ,g = 0. Let #7, = M, (F) 
be the algebra of n-rowed square matrices over Y. Denote by O, the maximal 
order in /,, consisting of matrices with elements in O. A unit of O,, is a matrix « 
of n rows with elements in Q whose inverse a~' also has the same property. 
The units of O, form a group J"(O,,). If we endow o and O with the usual topology, 
namely the one in which a fundamental system of ndighbourhoods of the zero 
element are given by powers of the maximal ideal, then 0, O and O, are compact 
topological rings. J’(O,) then is a compact topological group. 

Let G be a subgroup of J°(O,,). For any rational integer m = 0 let us denote. 
by G,, the group of matrices « in G with 

a = 1 (mod/7™). 


1 is the unit matrix in O, and the above congruence means that the elements 
of the matrices J7~™(a— 1) and (a — 1)/7-™ are in O. Clearly G,, is a normal 
subgroup of G and G/G,, is finite since the residue field is finite. 

Let m = 1 and « €G,,. Then « = 1 + J7™v where v €0,. Now 


a?=)] + plI™v + (3) (17™v)? + see (J7™v)?. 





(JI™v)' = I™'v, for some v, €0,. Also since (*) 0 (modp) for l<l<p 
we see that 


(7) (11™v)! = 0 (mod J7™'+ ***) . 





Let p = ulT** for some unit u €O and let m>q= Fesa . Then mp 
=m +m(p—1)>m+ q(p—1)'2 m + eey. Thus 
a? = 1 + ul7™+*y(mod 7” + &%+ 3). 


Thus a? €G,, ¢¢, It is again clear that if «€G,, but not in G,,,, then 
v = 0 (mod/7) and since u is a unit, « ¢ Gy. o¢,41- 

Let now a, and a, be elements of G,, but not G,,,,, m > q as before. Then 
af and af are in Gy, , ¢¢, but not in G,,  ¢¢,41- Suppose however that 


(75) ot = ag (mod J] * *% +?) 


which means aj az” is an element of G,,,..,,;. Put a= 1+ 10, v, #0 
(mod J7), i = 1, 2. Then (75) gives 


ulT™ + *(v, — v,) = 0 (mod J7”* **+*?) 
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since wu is a unit, it follows that v, = v, (110d /7) which means that a, az! € G,, +. 
We therefore see that if m>gq, the mapping aa? of G,,/G,,,, into 
Gn + c¢,!Gm + ee, +1 18 an isomorphism into. 

Let « = 1 + J7™v, v = 0 (mod/7) so that « defines an element of G,,/G,, +, 
different from the identity. Then o-!= 1—/JI™v (mod/]™+!). Let now 
O, & € G,,. Then by above remark 


OH; aq tag?= 1 (mod /7™*+?) 


which shows that G,,/G,,,, is an abelian group. Also if m > q this shows that 
G,,/G_+1 is an abelian group of type (p, p, . . .). We have therefore the 

Theorem 10. Let G be a subgroup of I'(O,,). For all m > q, where q is a fixed 
integer independent of G and n, the groups G,,,/G,,,, are abelian of type (p, p, . . .) 
and are isomorphic to a subgroup of Gy + ¢¢,/Gm + ec,+1- 

We shall call a subgroup G of I'(O,) a J-group if for all large m, G,,,/G,,+, 
is isomorphic to Gin + cee! @m + 004+ 1° 

Theorem 10 shows that for G to be a J-group it is enough that for all 
large m (certainly >q), G@,,/Gn4, and Gy + o¢,/Gm+ee,+1 have the same order. 

We shall now prove the 

Theorem 11. A J-group G is topologically finitely generated in the sense that 
there exist finitely many elements v,, . . ., v, of G such that every element of G can 
be written as a convergent product (in the topology of I'(O,)) of v,,...,v, and 
their powers. . 

Proof. Since G/G,, is a finite group for every m, G,, is also a J-group. 
(In fact every subgroup H of G of finite index in G is also a J-group.) It is 
therefore enough to prove theorem for some G,,. @ being a J-group there 
exists n, such that for all n > no, G,/G,_, and G,, 4 ¢¢,/@,+¢¢,+1 are isomorphic. 
Let m be an integer m > max(no, q). We shall prove the theorem for @,,. Let 


{v, },4=1,...,t34 = 0,1,..., €eg — 1 beaset of generators of G,, . ./Gmn+n41- 
Then every « in G,, can be written as 

€é—1 
(76) owl ( it “) (mod JI™++#s) 

k=0 \I=1 


where 0 < A,, < p are integers modp. Denote the right side of (76) by «. 
Then ay'a= 1 (mod/7™+¢*), By theorem 10 and the fact that G,, is a J-group 
it follows that vG,, . . ., v,, form a set of generators of Gn+ ¢,/@m+ee,+1- Hence 

ee,—1 

was [7 ( i gr) (mod J] ™+2¢e) , 

k=0 \i=1 
If the right side of the above congruence is a, then ag! aj3a= 1 (mod-J]™+2¢), 
Repeating this we find 

eé,—1 te. 

artery... aptas TT ( Ih efi) = a, (mod ITm+0 +90). 

k=0 \im1 

Clearly «,,,— 1 as r—> co, 1 being unit element of G. Thus 
a= lim a...a,. 


roc 


This proves the theorem. 











-_~__ rr rn 
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It is possible to introduce the notion of J-group even in the additive 
group O,,. 

We now prove the 

Theorem 12. The group I'(O,) of units of O, is a J-group and hence is topo- 
logically finitely generated. 

Proof. According to theorem 11 it is enough to show that for all large m 
the mapping «> a? of G,,/G,,4; into G,, + ¢4,/@m+e,+1 18 actually onto. Here 
G = I(O,). 

Let m>q= (“aI - Let 

ael+ IT™+¢%y(mod [7 ™+¢¢+) 
v = 0 (modJ7) be an element of G,,,,,,. Let as before p = ulI**, u being a 
unit in O. Let uJ]™+¢e—= []™+¢%u,, for a unit u, in O. Put 
B= 1+ IT™uzo(mod/7™*!) . 
Then £ is an element of G,, but not of G,,,,. Also 
BP? =1 + plT™uz'vo(mod [7 ™+*e+1) 
= 1+ ul] ™+eeur ty = «(mod J] ™+*+}) . 
This means that every & € Gans o¢,/Gm+es,+1 i8 8? for some £ in G,,/G,,,,. 
Our theorem is completely proved. _ 

Theorem 11 was first proved by 0. F. G. ScHri.rne [12]. It is the analogue, 
for p-adic algebras, of Siegel’s generalization of Dirichlet’s unit theorem given 
in § 5. We shall now obtain a p-adic analogue of Theorem 6. 

Let 9 be an involutorial division algebra over k. Let k be the fixed field of 
the involution. By the results of ALBERT and Jacosson either 9 = k or a 
quaternion division algebra over & if the involution is of the first kind and 
2 = k(VA) is a quadratic extension of k if the involution is of the second kind. 
Let S=e8, e = +1 be 4 non singular element of M,(#), x-> # being the 
involution in 2. As before let O,, be the maximal order in M,,(P) extending the 
maximal order in 2. Let I"(S) be the group of units of S, that is the group of 
matrices U €0, with OSU = 8. I'(S) is a subgroup of I(O,) defined before. 
We shall prove 

Theorem 13. J°(S) is a J-group and is topologically finitely generated. 

Proof. Let N,(28) denote the regular norm over k. Let for any integer 
m > 0, A,,(S) denote the number of incongruent solutions of the congruence 


OSU = S(mod/I™) 

U integral in O,. Let [7° be the highest power of /7 dividing N,(28) and let 
a > 2b. Let 0 SU = S(mod/1*) for some integral U and let U, = U + YJT*-* 
be a solution of 0, SU, = S(mod/7*+1). Then one has 

S—OsU=f--*Y SU + e0 SY I1*-*(mod/I*+) . 
Since the elementary divisor theorem holds in O, one can proceed, as in 
SreGEL [17] and show that 
(77) 





Ag+(S) = cA,(S) 
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where ¢ is given by 
(N,I7T)"*-9 D=k 
c= (N,IT)"@"+ D+k 
(N, fT)" D=kiya). 


Here n is even if ¢=—1 and 2=k. We see that given m > 26 and any 
solution U,, of 0,,SU,,= S(mod/I™), there exists U,,,,= U,,(modJ7™~») 
with 

Om+1 8 Um 41 = S (mod JI™*+?) . 


If Ng>m then U,,= (U,,— U,,-1)+ (U,,-1— U,,-2)+ we (Om+i— Um) + Ux: 
This shows that lim U,, is a unit of S. Therefore the order of J"(S)/I’,,(S) 


m—> co 
is precisely A,,(S). Now (77) means that J’,,(S)/I’,,,,(8) for all large m is 
independent of m as far as its order is concerned. (In fact they are all iso- 
morphic.) This proves that J°(S) is a J-group and our theorem is proved. 
In certain cases it can happen that I’,,(S)/I’,,4;(S) is cyclic for all m > q, 
q = 0. In this case I’, (S) is a “cyclic’”’ group in the sense that every a € I°,(S) 
can be written as #* where A is a rationai p-adic integer. For instance let k 


be the rational p-adic field and S = (5 > Let p>3. Then g=0. By 


theorem 13, I’,,(S)/I",+;(S) has order p and so is cyclic. If therefore £ is an 
element of J',(S) which generates I", (S8)/I",(8), then by the foregoing theorems 
it follows any « € I’,(S8) can be written as 


a= prt ret: 


0 < A, < p. On the other hand # where yu is a p-adic integer lies in I, (8). 
Thus I°,(S) consists of f* for all p-adic integers A. 

A similar thing happens when we study the units of binary quadratic forms 
over p-adic fields. This is related to the solution of Pell’s equation in p-adic 
integers. We shall report about this elsewhere.’ 

Another example of a J-group is the following. Let S and T be two non 
singular matrices satisfying S = eS, T=eT, «= +1 and of mandn<m 
rows respectively. Let CSC = T be an integral (that is with elements in 0) 
representation of T by S. Denote by I'(S, C) the subgroup of I(S) consisting 
of U with UC = C. We have 

Theorem 14. J'(S, C) is a J-group. 

Proof. Let us assume that CSC = T isa primitive representation, that is 
that C is a matrix which can be completed to a unimodular matrix U = (CA). 


Then 
(CA) 8(04)= (5 $)=(C uo zg 


where H=R—QT"Q. If UC=C then S{U(CA)}= S{C;U A}. But 
UA = CF + AW for integral F and unimodular W. Therefore 


GIE-G9 


QR QR 





} 
4 
7 
yy 
- 
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which means that H = H{W} and T-'Q=F + T-!QW. Thus W is a unit 
of H satisfying 


T-1Q(E — W) =F, integral. 
This shows that I(S, C) is isomorphic to a subgroup of finite index of I"(H). 
By theorem 13 therefore ["(S, C) is a J-group. 
If CSC = T is not a primitive representation write C = 0, P where P is 
non singular integral and C, is primitive. '(S,C) = (8, C,) and the same 

argument as above goes through. 

One can extend this theorem to the case when T is not necessarily non 
singular. We then have to consider only those C which have rank n. 


§ 10. The modular group 


. Let now @ be an involutorial division algebra which, unlike in the last 
sections, may also be a field. Let 9 and & = M, (J) be defined as before. 
If 2 = k, the matrix V, defined in (30) has to be taken as 


) l, isn 
( ' V; = 01 * 
Cb. -c>s, 
. Q is again defined as before and ? = —e Q?, Q* = E. The generalised upper half 
. plane & = &,, consists of matrices Z = X + Y Qn with X = 2X, Y*= Y>0 
in x. It is to be noticed that since in the two involutions B, > B, and 
B,—> Bé are extensions of the involutions in J the matrix Q can actually be 
taken as a diagonal matrix each element in the diagonal being denoted by Q 
. itself. Thus in case n = 1, the upper half plane @, is the set of z= z+ yQn, 
x = e%, y* = y > 0in@. The centre # is represented as an algebra of ng-rowed 
; square matrices. We may extend # by adjoining to it the element (matrix) 
> n = —eQ’. The algebra can now be extended by this extension of the centre. 
Z will now be represented by the matrix 
n wiih &, FG 
4 (78) Z=(ron x) 
) from which it follows that 
(79) Z' = X' + (QP YQ' 7) Qn. 
By means of the matrix M of § 3 we get 
is (80) Z*=MZ'M", Z=Q-2*Q. 
; ) These have to be understood only in the sense of (78). If we put Z = X — YQn 
we obtain the formula 
(81) Z=eZ. 
9 Let F = S >) be a matrix satisfying 
(82) FJF=aJ, 
where a + 0 is a real number. If a = 1, F is in Q(e) the orthogonal group of J,. 
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If Z € & then for F satisfying (82) it can be shown that N,(CZ + D) + 0 where 
the norm N, has to be taken with representation (78) for Z in the extended 
algebra. For, it is clear that one has only to prove N,(CZ + D) +0 in case 
N,C +0. In this case we are reduced to showing that N,(Z + 7) +0 for 
T =eT in o&. Thus we have to show that N,Z + 0 for Z € &,. This follows 
from the expression (78) for Z. The set of matrices (82) can be represented in 
the space &, by means of the linear transformation 


(83) Z—+(AZ + B) (CZ + Dy}. 


If Z,= F(Z) = X, + ¥,Qn = (AZ + B) (CZ + D)* with F satisfying (82) 
then we deduce from the fact that Y = } (Z—Z)Q-'n~" the equation 


(84) Yp'=a" Y-1(Z0 + D) 
which can also be written as 
(85) Y;!=a-1(Y¥—[eX0 + D} + Y[O*). 


Let o be an order in 9 and 0,, 0,,, the extended orders in J, = M,,(Y) and 
PD, ,= M,,,(B). The group .#,, of matrices F in 0,,, satisfying 
(86) FU F=J, 
is called the modular group of degree n over J. If n = 1, it is called the modular 
group over Y. From §8 it follows that .#, is a discréte subgroup of the 
orthogonal group 22(e) of J,. 

Two n-réwed matrices C and D with elements in D are said to be a symmetric 
pair if 
(87) CD=e«DC 
and the matrix (C D) of n rows and 2n columns has the maximum rank. If C, D 
have elements in o we call C, D an integral pair. It is not hard to see that every 
integral pair (CD) can be completed to an integral matrix F = (5 7 
satisfying (82). We say that two integral pairs (C, D,) and (C,D,) are equivalent 
if there exists a non singular P in 9 and a modular matrix F such that 

P(C,D,) = (C,D,)F 
one can prove, by using methods similar to [2] and [6] that there exist only 
finitely many inequivalent classes of integral pairs. 

Let now Z be an element of & and let (CD) run through all integral pairs 
(CD). The function f{(Y) = N,(Y¥-'[eXC + D] + Y[(QC]) then attains a 
minimum. To prove this put 

Y, = Y¥-[eX0 + D) + Y[(QC}. 
There exists a rational integer ¢ such that ¢ 4 is integral for every integral A. 
Choose A such that Y,[A] is in @). From theorem 2, N,A is bounded. If we 
take t4 (CD) instead of (CD) we see that in the above equation we have 


t? Y,[A] € &,. So it is enough to prove our statement under the assumption 
that Y, € AB. 
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Let c, and d, be respectively the l-th columns of 0 and D. Then 


(88) a,= Y-"(eXe, + d,] + Y[(Qe,] 
where a, is the l-th diagonal element of Y,. Since Y is fixed there exists p, 
depending only on Y such that 
0<m S o(a,). 
Also for 4, depending on n and the algebra 9, 0 < a(a,;) S wu, o(a,4,). Let p 
be a large real number so that NV, Y, < u. We then have 
Hi S o(a,)-*-o(4,) S Ms 
fy depending on yu and p,. Therefore 
o(a,) S Me 
for all 1. From (88) we have 
a(Y~*[eXe, + d,}) S wy o(¥ (Qe) S my. 
Since c, and d, have bounded denominators and Y > 0, it follows that there are 
only finitely many c, and.d, satisfying the above inequalities. 
Let (C,D,), ...,(C,D,) be a complete set of representatives of classes of 
integral pairs. Complete (C,D,) to a matrix 
F (je @ ) 
= (6, p, 
satisfying (82) with rational integral a; which is chosen to be positive and 
smallest. Consider the complex of matrices 
4 (Uv 0 
(89) =U (5 5 
where U runs through all unimodular matrices in O,, M through all modular 
matrices in .@,. What we have seen above amounts to the following: Given 
Z € & there exists a matrix F in the complex ¥ such that if Z, = F(Z) = Xp+ 
+ YpQn then 1) N, YF’ is minimum and Y, is in the reduced space & of § 5. 
Let t be a rational integer such that for all matrices A,, .. ., A,, of § 4, tA-, 
tA, t A-} are integral matrices. Consider the complex of matrices 
4, 0 
0 tA; 


) Fae 


Mu 
‘= 

‘ a) where A, is so chosen that Y,[A,] is in 
‘ 

the Siegel domain &,. Let us denote the set of points obtained in this way by Fy. 

Then F, has the following properties: If Z= X + YQn ¢€F, then 1) ¥Y €&, 

and 2) there exists an integral matrix A belonging to the finite set of theorem 2 

such that if Z, = tA~!ZA- then for every integral pair (C D) 

(91) N,(Z,6 + Dy*(Z,0 + Dy = 1. 

Restoring the value of Z, and using the fact that the matrices A are finite in 


number and independent of Z we see that for Z € F, and for every symmetric 
Math. Ann. 143 23 


A 
We can transform Zp by ( 
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A 0 
pair (C.D) with (CD) (¢ 7.) integral 
(92) N, (26 + D) (CZ + D) =e 


where ¢, is a constant depending on the division algebra 9 and the integer n. 
We shall consider the point set #, more closely. Since (92) holds for every 
integral pair (C.D) we may choose 


ce 0 d0 
= (5 o)» 2=(0z,.,) 

where ¢ and d are in o with cd = ¢ dé. Let the first diagonal element of Z be 
x + yQn where, as everywhere Q and » of (44) and (63) are considered as 
diagonal matrices with Q and 7 in the diagonals respectively. We then get 
from (92), using (85), 
(93) coNoy? S Noly-*[exé + di + y[Qé)). 

Let us first consider the case where @ is not a field with one infinite prime 
spot or a definite quaternion algebra with I" as centre. In this case y will be a 
matrix all of whose characteristic roots, since y € #,, will be of the same order 


of magnitude. Put c = 1. Then d = ed. Let 6,,..., 5, be a minimal base of o 
over the rational integers then 


ex=)'2,6;, 2, real 
i 
d= }'d,6,, 4d, rational integers . 


Choose now d; so that |x; + d,| < 4 for all i. If w, is the smallest and w the 
largest eigenvalue of y then from (93) we get, with c, d as above 


cyNgy! < we? (lex + d])? + w* o((Q])’. 


But w, and w are of the same order of magnitude and the quantities inside the 
brackets are majorised by quantities independent of Z. This means 


Noy>%- 
Since y is the first diagonal element of Y which is in &,, it follows that Y > c,Z# 
for a constant c, depending only on n and 9. 

Let now @ be a field # with one infinite prime spot so that # = I or 
AH = AH, an imaginary quadratic field over J’. Denote by @, the definite 
quaternion algebra with J" as centre. If 2= I’ or Y= J, we take y [exc + d] + 
+ y[Qc]. as a definite quadratic form in the variables c,d which take rational 
integral values. If 2 = #4, we consider y~' [exc + d] + y[Qc] as a hermitian 
form in the variables c,d which run through integers of k if the involution is 
of the second kind and over the integers of %, if the involution is of the first 
kind. In every case the determinant of the form is unity and by the results of 
MinkowskI and HumMBERT there exist c, d not both zero such that 


y*[exc + d] + y[Qc] S cy 
where ¢, is an absolute constant. This again proves that Y > c, 2. 


es 
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From the form of the complexes %, and 4 it follows that there exists an 
integer (rational) r > 0 such that # and 2%, are contained in the set of integral 
matrices F with 


(94) FJF=sJ,, lossr 


r being an integer determined by n and the order o. We have now the following 

Theorem 15. There exists a constant c, > 0 determined by n and the order 
o such that for every Z € & there exists an integral F satisfying (94) with F {Z) 
= Z, = X, + YoQn having the properties 

1) Yo >e,z 

2) —}< ac} 
where X_ = Xd, + +++ + Xoq5_, Xoq = (x4). 

The construction of a fundamental region F, for .4, in @ is of minor 
importance. If two matrices F,, F, satisfying (94) are called equivalent if 
F, = FF, for F €.4, then the matrices of (94) fall into a finite number of 
classes. Let a set of representatives be F,, . . ., F,. One then sees that a funda- 
mental region F is contained in the union of images of the set defined by 


theorem 15 by means of Fy", ..., Fz}. 
In the symmetric riemannian space & one has the definite metric 
(95) ds* = o(eQ* Y-!- dZ- QQ" Y-!- dZ- Q") 


which is invariant under the transformations Z + F (Z), F €-Q(e). We obtain 
ds* = a(eQ@*Y-!-dX- Q-): Y-!-dX-Q-') + o (Y-!-dY- Y-!-dY). 


‘We make a change of variables Y + Y-! in Z= X¥ + ¥YQn. Then. 


dY =—YdyY~-'Y. The volume element dv in the above metric with X and Y-! 
as parameters is, upto a constant, given by 


dv = ( ii [r-Maxe) {d Y-"} 
. \ewl 
[d Y-*] being the volume measure in the metrica(Y -d Y~!- Y -d Y-"), YandX 
being written in terms of the representation by the normal basis and A, > 0 
are rational numbers except when 9 = k, the involution is of the first kind, 
e = —1 and n = 1 when A, = 0 for all k. 
It is now trivial to see that 


(96) fdv<om. 
F- 


It is enough, because of invariance of volume element, to prové (96) with F 
replaced by the domain of theorem 15. In this case the X“) are all bounded 
and the integral extended over Y by theorem 4 converges if A, > 0. In case 
all A, = 0 it is known that the integral, for this exceptional case diverges: 
We now consider the following special case which is of importance for the 
theory of modular functions over division algebras. Let k be totally real and X, 
if it is not equal to k, totally complex. Also e = 1 if 2 = k or D is an involutorial 
algebra of the second kind. If D is a quaternion division algebra of the first kind 
then D is totally definite if e = 1 and totally indefinite if e = —1. 
23* 
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1) Let 9 = k and ¢ = 1 and the involution be of the ‘irst kind. Q(e) is now 
the symplectic group over the direct sum of h = (k : I’) real fields. If we write Z 
in the representation by the normal basis, then 


Zo 
Zul *- ,Z9 = XO+ YOn. 
zm 


With XM = X0’, YO’= YY>0. This space € is now vhe product of h 
Siegel upper half planes and so a Cartan space of type III. TLe modular group 
is the Hilbert-Siegel modular group. 

2) Let D be a definite quaternion algebra over k, e -= 1. The symplectic 
group Q is the group of quaternion matrices M over the direct sum of h=(k: I’) 
real quaternion division algebras with 

; 0 E 

MJM=J, J=(__ 94). 

Let us, for simplicity, take h = 1. Using the wellknown 2-rowed representation 
of real quaternions by complex matrices one sees that Q is isomorphic to the 


group (product h times if h > 1) of complex matrices M = (“4 7) with 
—( OF 0 -E 
(5 0) M=(_g 0)> B= Bas. 

The representation space of this group is the space of complex matrices 


Zz» 
¢ i ( | é i ) 
Zz» 
VA 


with ~—*" 0 and 20 Z® =—H, 1=1,...,h. Thus & is equivalent 
to a product h times of Cartan’s symmetric space of type IT. 

3) Let e = —1 and @ a totally indefinite quaternion algebra. Again, for 
simplicity, we take h = (k:I’)=1. The space @ is the space of complex 
matrices Z = X + + Y Q where X and Y are 2n-rowed real matrices Y’= Y >0 


and —X = Q-'X’'Q, 
J 
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Thus X Q~' is real symmetric. The space & for h = 1 is again a product of h 
Siegel upper half planes so of type III in the sense of Cartan. 

4) Let D be an algebra of the second kind. Again if (# : k) = 2, (k: I) 
=h=1 then the space @ is the space of complex matrices Z of nf rows, 
Z=X+ Yn where X and FY are hermitian matrices and Y > 0. Hence in 
case h > 1 the space @ is a product h times of the space considered by H. Braun 
with nf for n. Braun’s case corresponds to f = 1 and A = 1. Thus & comes under 
Cartan symmetric space of type I. 

Thus in every case the generalized upper half plane is a product of Cartan 
symmetric spaces of type I, II and III. It is to be noted, however, that the 














“ 
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spaces of type I obtained above are a special case of Cartan’s with square 
matrices instead of rectangular matrices as in his case. In order . obtain 
these and also to give examples of discontinuous groups we proceed as follows. 
We consider only the non-commutative case first. 

Let @ be a quaternion division algebra with totally real centre k. Let 
x + & (conjugate quaternion) be the involution in 9. Let (k: I’) = h. Let D be 
definite at q > 0 infinite prime spots of k. Let S be a non singular matrix in 
M,,(P) with S = §. Let S be definite at the q infinite prime spots at which 9 
is ramified and let 0 < h—gq <h. Since at each of the infinite prime spots at 
which @ is unramified, S is equivalent to the unit matrix the orthogonal group 
22(S8) of S has the representation space & which is a product of h — g Siegel 
upper half planes. Let J°(S) be the unit group of S. It has in & a discontinuous 
representation and because of the remarks following immediately the corollary 
to theorem 8 and g > 1 it follows that the fundamental region is compact. 

Let k be a totally real field and ¥ a totally imaginary quadratic extension 
of k. Let S be a hermitian matrix over ¥ and let it be definite at q of the réal 
infinite prime spots of k, 0<h—q<h=(k:J). Following wellknown 
methods, the group J°(S) has a representation in the product of the spaces 


E—Z Z®>0,1l=1,...,h—q 


where Z® is a complex matrix of p rows and q columns, (p,, q,), . . . being the 
system of signatures of S. This space & is a bounded domain type of I of 
CarTaN. It is equivalent to an unbounded domain only in case p = q for all 
l=1,...,h4—gq. Under the conditions on g the fundamental region of J"(S) 
is compact. 


§ 11. Bilinear forms 


Let 2 be a division algebra of finite rank over J’ and Z~' the anti-iso- 
morphic algebra of 9. Put o& = D © D- be the direct sum so that .o is semi- 
simple. Any element of / is denoted 


a= ( oy €D,ag€D. 
Let us denote by ~ the (1,1) mapping of Z on Z-' and vice versa. For 
«€ AS put 
a-(¢ 3) 
then « — @ is an involution of »/. If o/,, = M,, (0), the involution in # can 


be extended to ./,, in an obvious way. An element S €.#,, is symmetric if 
and only if 
e (Z : 


0 8&/° 


Extend I’ to [ the real number field #7, is the direct sum of 2 semi simple 
algebras 9,, and J;,'. Let y, and y, be the matrices associated with these as y 
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in §3, was associated with J. Put y, yj = M,, v2.73 = M,. Define for S in 


Fm 5 by 8, 0 

s=(" &) 
M, 0\ (8, 0\ (Mz 0 St 0 
(97) ati (0 * Mt (0 8, (0 ; ~) ts (0' se) 


where Sf and S$ are defined as in § 3. But 


(3-3) 80 


splits into a direct sum of matrices and because »/,, = J,, + D;! we see that 
M, 0\ (8S 0\ (Mz? 0 
(98) = (0° uw) (o's) (0° a,-) 
where M, = y, 72, the matrices S,, S, are all in their regular representations. 
From (97) and (98) we get 
0 8 

(99) - @18*0,0=() o ) 

Let now S = § be a symmetric element of »/,,. Let it be non singular. 


The orthogonal group of S, Q(8) in s,, is the set of V = (" >. with 


Q(S8) is therefore equivalent’ to the group of elements of J,, of norm +1. 
Since S can always be written in the form OC for C € «,,, it follows that the 
representation space of the orthogonal group is the set of matrices H = 4 . 
H, €2,,, H, €F;}, H, > 0, H, > 0, Ny H, = 1, and satisfying 

HSH = 8*. 


It is obvious that given H, we can determine H, uniquely. As before this 
space has the metric ds* = o(Hj! dH, Hz" dH,). 
Let 0, be an order in 9, o, the corresponding order in Z-!. Let O,, O, the 
extended orders in J,, and 9;". It is clear what we mean by a unit in 7. 
Two symmetric non singular elements S and 7' in %,, are equivalent if there 
8, 0 

is a unit U with OSU =T. It is clear that for given N,S,, S = (." 3) 
1 

there exist but finitely many classes of equivalent matrices which are integral. 


Let I'(S) be the unit group of S, namely the group of U = ™ , with 


U, € 0, i= 1,2 such that 0,8,U, = S,. This is isomorphic to a subgroup of 
finite index of the group of units J"(0,). For, since U, determines U, uniquely 
U, = 8, Uz" Sz. Let g be a rational integer such that qS, and g Sj! are integral. 
Consider the units U, € (O,) such that U, = E(modq?*). They form in J°(O,) 
a subgroup of finite index. For every such U, the U, determined by the above 
equation is integral. Thus there exists in the § space of S a fundamental 
region F for I(S8). 
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Let ‘n be an integer and put J,=(_p 6), B= By. Let J=(3' 9 


so that J €.#,,. The orthogonal group of 7 is called the symplectic group 
of /,,,. The representation space for this orthogonal group 2 is the space of 
H, > 0 in J,,, 


(100) H,= (0° + >) [7 ‘a 


with N, Y, = N,Y¥,, ¥, > 0 and X, Be Put Z = X + i ¥ Q where 


Z=(>' x) +i(o' ve 


Q being given by (99). This gives the generalized upper half plane. The modular 
group.is the unit group of J. 


Let S = § be a non singular element of .#,,. For any matrix G = (5° 7 


where G, and G, are matrices with m rows and n columns in 9 and 9- respec- 
tively define G = (3 3) , G,, G, having n rows and.m columns. Put S{G@} 


= @GS8G= (A%% ®) If T is symmetric in &, we say that S represents T if 


there is a G with elements in 0, and o, respectively such that S{G} = 7. Let 
H € 9. We define the theta series 
(101) {(S, H, Z) = x eniolS(@) X +iH[G)¥) 


G,€0, 
G,€0, 


where o(P) for P€.%#/, means o(P,)+o(P,) with P= os =) . In the 
special case n = 1 and g= 1 we see that y, = y,, %,= x, and we have the 
theta series 
1(S, H, Z) = De® **4 Sie — nu) + Be Side) 
; u,v 
where u and v run through m rowed columns of rational integers, H, > 0. The 
special case S, = £,, is given by SIEGEL. 
Using the volume element dv in the $ space we have 


Theorem 16. The iritegral [ {(S, H,Z) dv converges and equals 
F 
P f eria(S(Gx +tHI(G@l¥) dy 
GF 


provided m > n. 
The proof proceeds on the same lines as for theorem 7. The other analogues 
of theorem 8 follow easily. . 
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Zur Serreschen Multiplizitatstheorie 
in der arithmetischen Geometrie 


Von 
Hans-Joacuim Nastowp in Heidelberg 


Einleitang 


In der Multiplizitatstheorie der algebraischen Geometrie wird jeder Kom- 
ponente P des Durchschnitts zweier Untervarietéten V, W etwa einer affinen 
Varietét X eine nichtnegative ganze Zahl i(V- W|P) als Vielfachheit zu- 
geordnet, so daB das mit Hilfe dieser Schnittzahlen definierte Schnittprodukt 
V-W= >  i(V-W|P)- P, das durch Linearitat auf alle Zyklen von X 

PKomp. Vow . 
fortgesetzt wird, eine Reihe von kennzeichnenden Eigenschaften besitzt 
(Assoziativitat u. a., s. [10] und [7]). 

Gehért zur affinen Varietét X der affine Rutg R=k[z,,...,z,] als 
Koordinatenring, ein tiber dem Konstantenkérper endlich erzeugter Ring, so 
gehéren zu den Untervarietiten V, Wc X Primideale py, pyc R und zum 
Durchschnitt V ~ W das Radikal des Summenideals py + py. Einer Kom- 
ponente P von V 7\ W entspricht dann als zugehériges Primideal p = pp ein 
minimales Primoberideal p von py + py. Interessiert man sich nur fiir die 
Schnittzahl i(V - W|P), also die Vielfachheit des Schnittes von V und W 
in P, so kann man alles in dem in P lokalisierten affinen Ring A = R, aus- 
driicken. Mit p, = py A, pp = pwACA und m=pA ist p, + p, m-primar, 
d. h. A/p, + p, ist von endlicher Lange (abgekiirzt v. e. L.). 

Wir setzen i(V - W| P) = x4(A/p,, A/p,) und stehen also vor der Aufgabe, 
fir Primideale p,, p, Cc A mit A/p, ®,4 A/p, v.e. L. eine Zahl 74(A/p,, A/p.) 
zu bestimmen. A ist dabei ein geometrischer lokaler Ring, der noch als reguldr 
angenommen wird, denn nur fiir die auf X einfachen P kann eine obigen 
Forderungen geniigende Schnittzahl definiert werden. P einfach auf X ist aber 
mit A = R, regular gleichbedeutend (s. etwa [4]). J. P. Serre gab in [9] fiir 
44 (A/p,, A/p,) die folgende Definition an: 


(1) 24 (Alp, A/P2) = DY (— 1)! \(Tor# (A/p,, A/P2)) - 


1 bedeutet dabei die Linge. Sie ist endlich, da Torf(A/p,, A/p,) ein endlich 
erzeugter Tor? (A/p,, A/p,) = A/p, @4 A/p,-Modul ist. Der letztere’ Ring ist 
jedoch artinsch. Nach AUSLANDER-BucHsBAUM [1] und SERRE [8], [9], chap. IV, 
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ist die Regularitét von A gleichbedeutend mit der Endlichkeit der globalen 
homologischen Dimension von A: gl hdA = n< oo, d.h. jeder A-Modul M 
besitzt eine projektive (freie) Auflésung der Form 


0+ P, > Py. + > Py > Poe M0. 


Nach Definition der Funktoren Tor4( , ) ist dann Tor4( , ) = 0 firi >n. 
Obige Summe ist somit wohl definiert. SERRE [8], chap. V, konnte zeigen, daB 
die wie in (1) definierte Schnittzahl i(V - W| P) = 74(A/p,, A/p,) mit der in der 
algebraischen Geometrie tiblichen [10], [7j tibereinstimmt. Ferner ist 


14 (Alp, A/P2)= Y (— 1) 1(Lorg (A/p,,A/P2))=1(A/p, + Po) — [:--], wo [...] 2 0, 


und =0 genau dann, wenn A/p, Cohen-Macaulay-Moduln sind und dimp, + 
+ dimp, = dimA ist. Letztere Bedingung gibt also an, wann 7(A/p,, A/p,) 
= 1(A/p, + p,) (Grébners Multiplizitatsdefinition). 

Die Serresche Definition (1) ist jedoch nicht nur fiir geometrische, sondern 
fiir beliebige regulire lokale Ringe A, die nicht notwendig einen Konstanten- 
kérper k enthalten, sinnvoll. Sie liefert somit eine Vielfachheit auch fiir die 
arithmetische Geometrie etwa im Sinne von Nacata [5] oder GROTHENDIECK. 
Etwas allgemeiner als in (1) seien A reguldér, lokal und M, N endlich erzeugte 
A-Moduln mit M @ N v.e. L. Dann ist 


(2) x4(M, N) = ¥ (—-1)'1(Torf (M, N)) 


wohldefiniert. Da jeder endlich erzeugte Modul M eine Reihe von Unter- 
moduln {0} = M,c M,c-:-c M, = M, M,/M;,_,= A/p,, p; Primideale von A, 
besitzt und y( , ) additiv ist, 14Bt sich y(M, N) als Summe von Summanden 
x%(A/p;, A/q;) darstellen. Von x(M, N) sind die folgenden grundlegenden Eigen- 
schaften zu fordern: (i) ¥(M, N) = 0, (ii) dim M + dimN < A, (iii) dim M + 
+dimN < dimA genau dann, wenn y(M,N)=0. Hier ist dimM 
= dim A/A n'n(M)}). (ii) geht dabei fir M = A/p,, N = A/p,, A = R, mit den 
obigen Bezeichnungen in die bekannte Dimensionsungleichung dim V + 
+ dim W < dim P + dim X iber, und (iii) besagt, daB, falls X singularitaten- 
frei ist, im Schnittprodukt V- W = D> i(V-W|P)- P genau dann alle 
PKomp. V0 W- 

Komponenten P von V - W mit von Null verschiedenem Koeffizienten vor- 
kommen, wenn V und W sich eigentlich schneiden, d. h. wenn fiir jede solche 
Komponente P die Dimensionsgleichung dim V.+ dim W = dim P + dimX 
besteht. ; 

Der Nachweis der grundlegenden Eigenschaften (i)—(iii) bereitet die 
einzigen Schwierigkeiten beim Serreschen Aufbau der Multiplizitatstheorie. 
Die Rechenregeln (z. B. die Assoziativitét) und weitergehende Eigenschaften 
des Schnittproduktes ergeben sich unter Verwendung des Kalkiils der homolo- 
gischen Algebra, wie Serre in [9] z. T. ausfiihrte, zwanglos. Ebenfalls in [9] 





1) Ann(M) bezeichnet den Annullator von M, die Menge derjenigen Elemente a € A 
mita-M = 0. ; 
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bewies SERRE (ii) fiir beliebige, (i) und (iii) fir unverzweigte regulare lokale 
Ringe, d. h. fiir y(A) = 7(A/m) (charakteristikgleicher Fall) oder 0 = y(A) + 
+ 7(A/m) = p, p ¢m* (charakteristikungleicher unverzweigter Fall). Dabei 
bezeichnet y die Charakteristik, m das maximale Ideal von A. Ob (i) und (iii) 
auch fiir verzweigte regulare lokale Ringe gelten, ist noch offen. 

Hauptzweck dieser Arbeit ist der Versuch, eine Reduktion anzugeben des 
Falles eines verzweigten reguliren lokalen Ringes auf den unverzweigten Fall. 
Dazu stellen wir den ohne Einschrankung der Allgemeinheit kompletten ver- 
zweigten regularen lokalen Ring A als homomorphes Bild eines Potenzreihen- 
ringes B iiber einem kompletten diskreten Bewertungsring, also eines un- 
verzweigten regularen lokalen Ringes, in der Form 0+ B- y+ B>+A-+0, 
y ¢m}, wo mg das maximale Ideal von B bedeutet, dar. Bc B sei Urbild 
bei ¢@ eines Primideals aus A, es ist also y €$. Dann gilt: 

(i) und (iii) sind giiltig fiir den Ring A, also fiir beliebige regulire lokale Ringe, 
wenn die folgende Vermutung fiir den Potenzreihenring B zutrifft: Es gibt ein 
Primideal p’ c B, so daB y ¢ p’ und DB = p’ + B- y ist. Fir r(P) = 2 ist diese 
Vermutung gleichbedeutend mit der eindeutigen Primfaktorzerlegung in A, 
nach AUSLANDER-BucHsBAUM [2] also richtig. 

Im einzelnen geben wir in § 1 einen Uberblick iiber die Serreschen Ergebnisse 
und Methoden, da diese noch nicht allgemein zuganglich sind. In § 2 wird die 
eben genannte Reduktion auf den unverzweigten Fall durchgefihrt. § 3 zeigt 
Fille auf, fiir die die obige Vermutung zutrifft. Insbesondere wird hier der 
Zusammenhang unserer Vermutung mit der eindeutigen Primfaktorzerlegung 
dargestellt. SchlieBlich geben wir in § 4 einen Ansatz zum Beweis unserer Ver- 
mutung mit Hilfe des Formenringes des Ringes B an. 


§ 1. Die Serreschen Ergebnisse 


a) (i)—(iii) sind richtig ohne die Voraussetzung der Regularitét von A, 
wenn N von der Form N = A/(z,,..., %,) ist und 2,,..., 2, eine A-Folge 
bilden. Fir einen regularen Ring A (allgemeiner fiir einen Cohen-Macaulay- 
Ring [9], chap. IV) der Dimension n ist letzteres genau dann der Fall, wenn 
dim N = n — s. Es gibt dann nimlich Elemente z,,,, . . ., 2,,80 daB(x,,..., 25. 
L445 +++) ) ein Definitionsideal ist. z,,..., 2, bilden dann ein Parameter- 
system, also eine A-Folge. Dabei heiBt 2z,,...,2,€im A-Folge, wenn die 


folgenden Sequenzen exakt sind: 0+ A,_,— 7 A; 124,70, t=1,.... 8, 


A, = A. A,;_,~~> A;-, bedeutet die Multiplikation mit zx, Es ist Aj;_, 
=: Aj(x,,.:., 2-4). 

Zum Beweis von (i)—(iii) unter obigen Voraussetzungen betrachtet man 
den Koszulkomplex K4A(x,....,2%,) beziiglich des Elementsystems 2,, .. .. 2,: 
Fir ein nur aus einem Element x bestehendes Elementsystem x ist Aj (.°) 
= Ki (x) = A, K} (x) = {0} fiir p > 1 (Kj (x) p-dimensionaler Bestandteil des 
Komplexes K4(x)) und die Randabbildung d: K,(2)—> KAy(.) ist die Multi- 
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plikation mit x. Dann ist KA(z,,..., %,) = K4(x,) @ K4(z,) @ -- + @ K4(z,). 
KA (x,, . . ., £,) ist der Komplex der duBeren Algebra von A beziiglich (2,..., 2). 

Hilfssatz 1: Ist 2,,..., 2, eine A-Folge, so bildet der Koszulkomplex 
KA(z,,..., 2,) eine freie Auflésung von A/(z,, ..., z,) = N: 


O + K,(x,,..., 2) > *** > Ky (a,.-., £,) > Ko(ay,.-., Zs) > Af(a,---, %) > 0. 


Daraus folgt Tor{(M, N) = H,(M @ K(2,,.. . ., x,)) (t-te Homologiegruppe des 
Koszulkomplexes von M beziiglich 2,, ..., 2,). 

Beweis: Induktion nach s [9], chap. IV. 

Hilfssatz 2: Ist M/(x,,...,2,)M v. e. L., so ist die Lange 1(M/(2x,,...,2,)"M) 
fiir groBe n ein Polynom in n, das Samuelsche Polynom P,,.__2)(M, 1). 
Es ist Grad P = dim M & s und die s-te Differenz 


e(M, (x,,...,2,)) fir dimM=s 
fir dimM<s. 
e(M, (x,,...,%,)) ist die Multiplizitat des Ideals (x,,...,x,) beztiglich des 
Moduls M. Seiner Definition nach ist e(M, (x,,..., 2,)) >0. 
Beweis: Mit Hilfe des zur Filtrierung (2,,...,2,)"M von M gehdrigen 


assoziierten graduierten Moduls G(M) und Hilberts charakteristischem 
Polynom fiir graduierte Moduln iiber Polynomringen [9], chap. IT. 


Hilfssatz 3: Die Euler-Poincaré-Charakteristik 


Beweis: Mit Spektralsequenz zu der folgenden Filtrierung des Koszul- 
komplexes K = K™(z,,...,2,) = M @ K4(x,,...,2,) von M_ beziiglich 
%,...,%: KO=e e K%, wo K=(x,...,2,)'-?K, (man setzt 

p= 
(a, ...+, %)’ = A fiir 7< 0). S. [9], chap. IV, 

Aus den Hilfssaitzen 1—3 erhalt man nun sofort unsere Behauptungen (i) bis 
(iii): Nach Voraussetzung ist M @,N = M @,A/(x,..., £,) = M/(x,,..., %,)M 
v.e. L., nach Hilfssatz 2 also dim M < s. Nun ist aber dim N = n — s, folglich 
dim M + dimN < n=dimA. Andererseits ist nach Hilfssatz 1, 2 und 3 
x(M, N) = x(M, A(x, ..., %)) =X (-1)'1(A,(M @ K(x, ..., a,))) 

+ 


‘o (a,,...,%,)) far dimM=s 
0 


a 
fir dimM<s, alo stots & 0, 


und =0 genau dann, wenn dim M + dim N < n = dimA. 

b) Es geniigt, sich beim Beweis von (i)—(iii) auf komplette regulire lokale 
Ringe zu beschranken. Mit A ist némlich auch seine Komplettierung A regular, 
und A ist A-plat, d. h. der Funktor M + A @,M = M ist exakt (vgl. dazu [9], 
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chap. II). Daraus folgt Torf(M, N) = Tora(M @ A, N @ A) = Torf#(M,N) @ 
@ A = Tor# (M,N) ({9], chap. IV), und es gilt 1(M) =1() und dim M = dim M. 
Ferner ist, falls M @, N v.e. L. ist, auch M @;N v.e. L., denn es ist 

M@,N =(M @,N) @,4 = M,N @,(4@;4)=Mo@,(N@,40;4)= 


= M @,((A @74) @,N) = (M @,4) 0;(4 @,N) =H O;N. 


c) Es geniigt, sich beim Beweis von (i)—(iii) auf den Fall von Moduln der 
Form M = A/p, N = A/q, p, q Primideale von A, zu beschrinken. Jeder 
endlich erzeugte A-Modul M besitzt nimlich nach [9], chap. I eine Reihe von 
Untermoduln {0} =M,c M,c+-:CM,=M, M,/M,_,=Alp;, p, Prim- 
ideale von A, und y(M, N) ist als Euler-Poincaré-Charakteristik auf Grund der 
langen exakten Sequenz der Torf ( , ) additiy,d.h. fir0-+ M’+ M+ M” +0 
exakt, M@,N v.e.L., ist M’@®,N und M”@,N v.e.L. und x(M, N) 
= 74(M', N) + x(M", N). Mit {0} = NC N,C-*:CN,=N, N,/N,_, = 
= A/q;, 9; Primideale in A, ist also y(M, N) = ¥ x(A/p,, A/q;). 

ij 


d) (i)—(iii) sind richtig im charakteristikgleichen Fall: ¥(A) = x(A/m). 

Beweis: O. B. d. A. ist A komplett und regular, also nach Conen (vgl. etwa 
[6}) freier Potenzreihenring tiber einem Kérper k = A/m: A = k(X,,..., X,). 
Zuriickfiihrung auf den in a) behandelten Fall mit Hilfe der folgenden 

Assoziativjormel: Torf (M, N) = Tor?(M @, N, C/d), wo M 6, N das voll- 
standige Tensorprodukt (s. [9], chap. V), eine Komplettierung des gewéhn- 
lichen Tensorproduktes M @, N, C= A 6,A =k{X,,...,X,, Y;,.--, Ya) 
und d = (X, — ¥,,..., X, — Y,) das Diagonalideal in C bedeuten. Vgl. dazu 
[9], chap. V. Es ist Q>+d—+ A 6,A+A-—0 exakt. X,— Y,,...,X, — Y, 
ist eine O-Folge, (M 8, N)@cCild=M6,N/d-MO6;N=MO,N ist 
v.e. L. und dim M 6, N.= dim M + dimN. Die obige Assoziativformel ent- 
spricht der in der Geometrie tiblichen ,,Reduktion auf die Diagonale“ : 


VAW=(VxW)nACX xX, A= Diagonale von X xX. 


e) (i)—(iii) sind richtig im charakteristikungleichen unverzweigten Fall: 
0 = x(A) + x(A/m) = p, p ¢ m*. 

Beweis: Wieder kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit A als 
komplett und regular annehmen. Dann ist A freier Potenzreihenring tiber einem 
kompletten diskreten Bewertungsring r: A = r(X,, . . ., X,). Zufolge c) konnen 
wir M bzw. N von der Form M = A/p bzw. N = A/q, p, q Primideale von A, 
annehmen. 2 sei ein Primelement des diskreten Bewertungsringes r. Dann ist 
entweder Nichtnullteiler von M bzw. N oder z annulliert M bzw. N. Man 
unterscheidet drei Fille: — 

1. x ist Nichtnullteiler von M und N. Dann gilt wie in d) die Assoziativ- 
formel Torf(M, N) = Torf(M ®,N,C/d), wo C=A 6, A=r{X,,..., X,, 
Y,,..., ¥,) und d = (X, — ¥,,...,X, — Y,,) ist. X,-— Y,,...,X, — Y,, ist 





338 Hans-Joacum™m NasToip: 


wieder eine C-Folge und (M 6, N) @c C/d = M @, N ist v.e. L. Da x auch 
Nichtnullteiler von M @, N und mit k= A/m = r/(x) (M6, N)/a-(M 8, N)= 
=(M/x-M) ®,(N/2-N) ist, gilt dim M 6, N = dim M + dim N — 1. Mit dim A 
= dimr[{X,, ..., X,}J =» + 1 ergibt sich dann die Behauptung. 

2. x annulliert M und ist Nichtnullteiler von N. Allein unter der ersten 
Voraussetzung ist mit k=r/(z) und A = A/(x)=k(X,,...,X,) M ein 
A-Modul, und man erhilt eine spektrale Folge Tor¢(M, Tord (A, N)) > 
=> Torg , ,(M, N). Aus der exakten Folge 0 + A *+A-—+A-—+0 entnimmt man 
Torf (A, N) =A @,N=N/x-N, Torf(A, N)=(0:2)y=,N (Menge der 
von z in N annullierten Elemente) und Tor4(A, N) = {0} fir g >1. Die 
spektrale Folge entartet somit zu einer exakten Folge, aus der man 
(*) y4(M, N) = x4(M, N/x-N) — x4(M, ,.N) 
entnimmt: Da z hier Nichtnullteiler von N sein sollte, ist .N = 0, also 4 (M,N) 
= y4(M, N/x-N), womit eine Reduktion auf den Fall d) gewonnen ist. Auch 
ohne spektrale Folge ergibt sich hier wegen Tor (A, N) = {0} fiir g > 0 direkt 
Tor? (M, N) = Toré(M, N/x-N). 

3. a annulliert M und N. Hier liefert die Beziehung (*) wegen ,N = N/x-N 
=N y4(M, N) = 0. Somit ist lediglich noch dim M + dimN < n+ 1 nach- 
zuweisen. M und N sind aber beides A-Moduln, M @, N= M @, N, also 
v.e. L., und dimA = n. Folglich ist dim M + dimN < n< n+ 1=dimA. 

f) (ii) ist- richtig fiir beliebige reguldre lokale Ringe. 

Beweis: O. E. d. A. sei A komplett und verzweigt, d. h. p € m*. Dann ist A 
homomorphes Bild eines kompletten unverzweigten regularen lokalen Ringes B 
[6], S. 51, prop. 2: A = B/(y). M,N k6nnen nun als B-Moduln aufgefaBt 
werden. y annulliert M und N, und M @z N = M @, N ist v.e. L. Wie in e) 
Fall 3) ist y2(M, N) = 0, woraus dim? M + dim? N < dim B, also, da dim? M 
=dim4M, dim? N=dim4WN ist,- dim4M + dim4N < dimB —- 1=dimA 
folgt. 

g) Fir M = A/p, N = A/q, p,q Primideale in A, also fiir den in der 
Definition des Schnittproduktes vorkommenden Fall, gilt: Unter der Voraus- 
setzung, daB A unverzweigt ist, ist 44 (M,N) < 1(M @, N) =1(A/p + q), und 
Gleichheit besteht genau dann, wenn A/p und A/q Cohen-Macaulay-Moduln 
und dim M + dimN =dimA sind. — 

Beweis: Sind M = A/p, N = A/q Cohen-Macaulay-Moduln und dim M + 
+ dim N = dimA, so sind nach GroTHENDIEcK [9], chap. V fir 4 >0 alle 
Torf (M, N) = 0 und umgekehrt. Ist nan 44(M, N) = 1(M @, N) >0, so sind 
' wir in einem der Fille d), e) 1) oder 2). In jedem dieser Faille lassen sich die 
Torf (M, N) durch i-te Homologiegruppen eines Koszulkomplexes ausdriicken. 
Fir die Euler-Poincaré-Charakteristik eines solchen gilt aber: Es ist 

q(M, x, ..., 2%) S 1 M/(x, ..., 2) M) = 1(H,(M, a, . . ., 2), 
und Gleichheit besteht genau dann, wenn die z,,..., 2, eine M-Folge bilden, 
also wenn fir i>0O alle H,(M, 2,,...,2,)=0 sind (s. [9], chap. IV, B) 


Theorem 2). Dann ergibt sich die Behauptung aber aus obigem Resultat von 
GROTHENDIECK. 
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§ 2. Reduktion des Falles eines verzweigten reguliiren lokalen Ringes 
auf den unverzweigten Fall 
A sei regulir und verzweigt, d.h. 0 = ¥(A) + y(A/m) = p und p €m*. 
0. E. d. A. sei A = A komplett. Nach ConeEn (vgl. [6], chap. IV) gibt es einen 
(absolut) unverzweigten kompletten diskreten Bewertungsring r mit dem Rest- 
klassenkérper A/m und einen Monomorphismus 0 + r + A, so daB A = r+ m. 
r ist ein Koeffizientenring von A. Ist dim A = n, so gibt es n Elemente 2,,...,2, 
mit m= (2,,...,2%,). Wir betrachten nun den freien Potenzreihenring 
B=r{(X,, ..., X,) und den durch obigen Monomorphismus r + A und X, > 2; 


definierten Epimorphismus B +. 4+ 0. B ist ein unverzweigter regulérer kom- 
pletter lokaler Ring der Dimension n + 1. Der Kern des Epimorphismus 9¢ ist 
ein Primideal des Ranges 1, also, da B ein Z P E-Ring ist, ein Hauptideal B- y. 
Da A regular ist, ist y ¢ m}, y ist ein regulérer Parameter des Potenzreihen- 
ringes B (vgl. [9], chap. IV, D) prop. 18, Cor.). Wir haben somit die exakte 
Sequenz 0> B-y>+ B+A-0, y € mg — m4. 

M und N seien endlich erzeugte A-Moduln mit M @, N v.e. L. Wir ver- 
suchen nun, die Torf(M, N) auszudriicken durch Tor#( , ), also durch Torsi- 
onsmoduln in bezug auf den unverzweigten Ring B von passend gewihlten 
B-Moduln. Dies leistet der 

Hilfssatz: Gibt es zu dem A-Modul M einen B-Modul M’, so daB y Nicht- 
nullteiler von M’ und M = M’ @, A = M' ®, B/B-y = M'/y-M’ ist, dann ist 
fiir einen beliebigen A-Modul N Torf(M, N) = Tor? (M’, N). 

Beweis: Es gilt die Assoziativformel (X @, A) @, N = X @,N fiir be- 
liebige B-Moduln X und A-Moduln N. Nun sei der Komplex X eine B-freie 
Auflésung des B-Moduls M’: ---+ X, > X,_,>+::> X,> X,> M0. 


Da0+> B+ B+ A-0O eine B-freie Auflésung des B-Moduls A darstellt, sind 
fiir i >1 alle Tor?(M’, A) = 0. Andererseits liefert die Tensorierung tiber B 
der obigen exakten Sequenz mit M’ die exakte Sequenz 0 = Tor? (M’, B) > 
~ Tor? (M’, A) + M'—+ M’. Da y Nichtnullteiler von M’ sein sollte, ist auch 
Tor? (M’, A)=0. Da die Moduln Tor?(M’, A) gerade die i-ten Homologie- 
moduln des Komplexes X @, A sind, ist letzterer also azyklisch, d. h. X @z A 
bildet eine A-freie Auflésung des A-Moduls M’' @, A = M:--->+ X, @g A> 

-+ +» X, @, A>X, @, A> M’ @, AO. Es ist daher Torf (M’ @,A,N)= 
~ H,((X @, A) @, N). Andererseits ist nach Wahl von X Tor?(M, N) = 
= H,(X @,N). Nun ist aber (X @,A) @,N = X @pN, folglich Torf (M,N) = 
= Torf (M’ @, A, N) = Tor? (M’, N) w. z. 2. w. 

Kann man zu einem gegebenen A-Modul M einen B-Modul M’ finden, so 
daB y Nichtnullteiler von M’ und M = M'/y-M' = M’ @, A ist, so liefert der 
obige Hilfssatz die gewiinschte Reduktion des verzweigten Falles auf den 
unverzweigten Fall: Sind _M, N endlich erzeugte A-Moduln und ist M @, N 
v.e. L., ist ferner M’ ein zu M gewahiter B-Modul mit obigen Eigenschaften, 
so hat man in M’ und N nun endlich erzeugte B-Moduln, fiir die ebenfalls 
M'®,N=M'®;40,N=M @,N ein B-Modul v. e. L. ist. Mit Torf (M,N) = 
= Tor?(M’, N) ist die Reduktion dann geleistet. B ist ein unverzweigter 
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regularer Ring. Es ist dim B = n + 1, dim4 N = dim? N und dim4 M = dim? M 
= dim? M’ —-1,da M = M'/y-M' und y Nichtnullteiler von M’ ist. dim4 M + 
+ dim4 N = dim A ist somit gleichbedeutend mit dim? M’ + dim’ N = dim B. 

Die offen gebliebene Frage nach der Existenz eines B-Moduls M’ zu ge- 
gebenem A-Modul M mit den obigen Eigenschaften l4Bt sich noch etwas 


prazisieren : Zunachst geniigt es nach § 1, c) sich auf A-Moduln M der Form A/p,. 


p Primideal von A, zu beschrinken. Der A-Modul M ist dann insbesondere 
monogen, d.h. von einem Element erzeugt. M ist dann auch aufgefaBt als 
B-Modul monogen, also M = B-m, und wegen M = M’/y-M’ ist mit m’ €m 
M’ = B-m'+y-M'. Da y€&mg=rad B, ist nach dem Lemma von Naka- 
yaMa [9], chap. I M’ = B-m’, also auch M’ monogen, d.h. es ist M’ = Bja, 
a Ideal von B. Nun soll y Nichtnullteiler von M’ und M = M’/y-M’ sein. 
Bezeichnen wir das Urbild von p bei unserer epimorphen Abbildung B *+ A mit 


B= 9 (P); so ist % Primideal in B und y €%. Dann besagt die letztere Iso- 
morphie M = A/p = B/D = (Bja)/y-(B/a) = Bia + B-y), also P=a+ B-y. 
Die erste Bedingung ,,y Nichtnullteiler von M’ = B/a“ besagt: y ist in keinem 
der zu a assoziierten Primideale enthalten. Nun gibt es aber wegen a c B ein 
solches Primideal p’c %. Da p’> a, ist auch J = p’ + B-y, und es ist y ¢ p’. 
Es bleibt also die Frage, ob es zu.einem Primideal DB von B, y €B, ein Prim- 
ideal p’ von B mit y ¢ p’ und DB = p’ + B-y gibt. Mit M’ = B/p’ ist dann zu 
M= Alp ein B- Modul mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden. Wir 
erhalten somit folgenden 


Satz: Die Euler-Poincaré-Charakteristik y4(M,N), wo M und N endlich 
erzeugte A-Moduln mit M ®, N v. e. L. sind, hat die in der Einleitung genannten 
fiir die Multiplizitatstheorie grundlegenden LHigenschaften (i)—(iii) fiir be- 
liebige regulére lokale Ringe A, wenn die folgende Vermutung zutrifft: Ist 
B=r[X,,...,X,) ein Potenzreihenring iiber einem kompletten diskreten Be- 
wertungsring r und y € mg — m%, ein regulérer Parameter von B, ist ferner B 
ein Primident von B mit y €%, pt adn Primideal p' von ae lal sed 
schaften y¢ p' und P= p’+ By. 


Auch die in § 1, g) aufgefiihrte Aussage gilt dann fiir beliebige reguldre lokale 
Ringe,A. 


§ 3. Richtigkeit unserer Vermutung in Spezialfillen 


a) Ist y ein ,,guter regularer Parameter‘‘, d. h. kann y als Variable einer 
Potenzreihendarstellung von B = r({X,, . . ., X,) gewahlt werden, so ist-unsere 
Vermutung richtig. 

Beweis: Nach Voraussetzung ist B=r(Y,,..., Y,J=r(¥,,...,¥n-JD(¥ Ww 
mit Y,=y. Mit C=r(Y,,..., Y,-,) ist somit B=C{yj. Nun sei D 
’ ein Primideal von B, y €%. Wir bilden p, = PB - C. p, ist Primideal in C. Das 
Erweiterungsideal p’ = B-p, besitzt die gewiinschten Eigenschaften: y ¢ p’, 
denn B-p, besteht gerade: aus denjenigen Potenzreihen >’ b,y’ in. y, deren 
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simtliche Koeffizienten b, € p, = BC, und 1 ¢D. p’ ist Primideal: B/p’ = 

= C/p,{y) ist nullteilerfrei. SchlieBlich ist BP =p’ + B-y. Mit 2, by’ ED 

ist némlich by = = 2 by 2 by = Zz by ~ (Eby) y wegen yeP 

ebenfalls in { enthalten, Bs by € BA C= p,- Somit ist D’ by’ Ep’ + B-y, 
* 920 

also B Cc p’ + B-y. Die umgekehrte Inklusion ist trivialerweise erfillt. 

Bemerkung: y ist genau dann ein ,,guter Parameter‘, wenn der Rest- 
klassenring A = B/B-y wieder ein Potenzreihenring, also unverzweigt, ist. 
Uns interessiert aber gerade der Fall eines verzweigten reguliren Ringes A. 
y kann dann also kein ,,guter Parameter“ sein. 

b) Unsere Vermutung ist richtig fiir Primideale J des Ranges 2. Es gilt 
namlich der 

Satz: Fiir Primideale J des Ranges 2 ist unsere Vermutung gleichbedeutend 
mit der eindeutigen Primfaktorzerlegung im Ring A. Letztere ist nach Avs- 
LANDER-BucHSBAUM [2] in beliebigen reguldren lokalen Ringen A giiltig. 

Beweis: Wir zeigen zunachst, da8 aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung 
in A unsere Vermutung fiir J vom Range 2 folgt. Mit p= o(P) CA ist 
r(p) = 1, folglich p Hauptideal: p = (¢). t’ € B sei ein Urbild von ¢: p(t’) = ¢. 
Dann ist ¢’ irreduzibel. Aus einer echten Zerlegung von ¢’ in irreduzible Fak- 
toren, also Nichteinheiten aus mg, wirde man némlich durch Anwendung des 
Homomorphismus ¢ eine entsprechende Zerlegung von ¢ in Nichteinheiten 
aus m, erhalten, entgegen der Primidealeigenschaft von p = (t). Da B ein- 
deutige Primelementzerlegung besitzt, ist p’ = (¢’) prim. Ferner ist p(p’) = p, 
also, da B-y der Kern des Epimorphismus 9 ist, J} = p’ + B-y. — Nun sei 
umgekehrt p ein Primideal von A des Ranges 1. Wir zeigen, daB aus unserer 
Vermutung folgt: p ist Hauptideal. Dies ist aber mit der eindeutigen Prim- 
faktorzerlegung in A gleichbedeutend. Sei DB = ? (Pp) Cc B. & ist ein Primideal 
vom Range 2. Nach unserer Vermutung gibt es ein Primideal p’ von B mit 
y¢p’ und $B = p’+ B-y. Dap’ c,, ist r(p’) = 1. B besitzt eindeutige Prim- 
elementzerlegung, also ist p’ Hauptideal: p’ = (¢’). Aus vp" ) =p folgt aber 
mit p(t’) =t p = (t) w.z.z. w. 

c) Wird das Primideal p = y(%) C A von der richtigen Elementeanzahl 
erzeugt, d. h. gibt es fiir r(p) = s eine Darstellung der Gestalt p = (p,, . . ., p,), 
so ist unsere Vermutung fir $ richtig. 

Beweis: Mit p;,..., p;, als Urbildern der p,,..., p, ist ® = (pj, . . ., pi, y)- 
Nun ist r(P) = s + 1, also (vgl. [9], chap. IV) pj, ..., p,, y eine B-Folge (B ist 
regular, also Cohen-Macaulay-Ring). Somit ist y Nichtnullteiler von 
B/(p;, . . -, p,), also in keinem der zu (pj, . . ., p,) assoziierten Primideale ent- 
halten. Wegen D> (pj, . . ., p;) gibt es ein solches p’ c DB. Aus p’ > (pj,..., 5) 
folgt dann aber auch J = p’ + B-y und y ¢ p’, w. z. z. w. 

Bemerkung:  Offenbar ist die eine Hilfte def Aussage des Satzes unter b) 
in c) enthalten. 

Math. Ann. 143 24 
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§ 4. Ansatz zum Beweis unserer Vermutung mit Hilfe des Formenringes 


Wir gehen aus von § 3, a). Dort konnten wir unsere Vermutung beweisen 
fiir den Fall, daB y ein ,,guter regularer Parameter‘ des Potenzreihenringes B 
war. Dies trifft jedoch gerade in dem uns interessierenden Fall nicht zu. Nun 
wird aber jeder regulare Parameter eines reguliren lokalen Ringes B im 


Formenring von B, dem Ring G(B) = @ m’/m’t!, zu einem ,,guten Para- 


meter“, namlich einer Polynomvariablen. Ist namlich y,y%,...,y, ein 
regulires Parametersystem von B, d.h. mg = (y, 4, ---; Ya), dimB=n+1, 
und bezeichnen wir die Anfangsformen der Elemente 2¢€ B mit #€ G(B) 
(ist 2 €m’, ¢m’t!, so setzt man #= 2+ m’t!'¢€m’/m’*?), so bilden die 
Elemente #, 9,,..., 9, € m/m* = G,(B) ein Erzeugendensystem des Ringes 
G(B) iiber G,(B) = Bim = k: G(B) = k[y, %, . - -, J, ]. Nach KRv.u [3] ist die 
Regularitat von B gleichbedeutend damit, daB G(B)=k[y, %,,..., 9] 
freier Polynomring in den Variablen #, 9,,..., 9, tiber dem Restklassen- 
k6érper & ist. Fiir ein Ideal 6 c B definiert man als Leitideal von b das homogene 
Ideal 6 = ({@| x € b}) Cc G(B), das also erzeugt wird von den Anfangsformen 
alier Elemente des Ideals 6. Ist nun J das gegebene Primideal von B, y €B, 
so gilt fiir das zugehdérige Leitideal QB: ge SB. PB ist nicht mehr notwendig ein 
Primideal in G(B). Der in § 3, a) angewandte ProzeB liefert jedoch trotzdem 
ein homogenes Ideal a’ c G(B) mit den Eigenschaften: y ist Nichtnullteiler 
von G(B)/a’ und DB =a’ + G(B)-y. Dazu hat man lediglich mit H=k[y,,...,9,] 
und G(B)=H[y] a’ = G(B)(B (\ H) zu setzen. Dann ergibt sich die zweite 
Eigenschaft wie in § 3, a). Zur ersten geniigt es, zu’bemerken, daB ein Polynom 
in gy genau dann zu a’ gehdrt, wenn seine simtlichen Koeffizienten zu BAH 
gehéren. Die letztere Eigenschaft ist aber invariant gegeniiber Multiplikation 
mit y. Alles kommt nun darauf an, ein Ideal ac D von B so zu bestimmen, 
daB sein Leitideal 4 = a’ wird. Ist dies méglich, dann sind wir fertig. Nach 
Kru [3], Satz 4 ist naimlich wegen ,,y Nichtnullteiler von G(B)/a“ auch 
»y Nichtnullteiler von B/a‘‘. Ebenfalls nach [3], Satz 12 ist wieder auf Grund 
der Nichtnullteilereigenschaft von y beziiglich G(B)/a mit b=a+ B-y 
b= 4+ G(B)-y, also wegen 4=a’ 9} =b. Daraus folgt aber, da P>a + 
+ B-y=b, nach [3], Satz 3 P=—b,d.h.P=—a+ B-y. Da y Nichtnullteiler 
von B/a ist, ist y in keinem der zu a assoziierten Primideale enthalten. Es gibt 
aber ein solches p’ c J. Fiir dieses gilt dann y ¢ p’ und DB = p’ + B-y, w.z.z.w. 
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Erweiterter Goldbach-Vinogradovscher Satz 
in beliebigen algebraischen Zahlkérpern 


Von 


Orto KOrNeER in Marburg 


Einleitung 


In einer friiheren Arbeit [3] bewies ich den Goldbach-Vinogradovschen Satz 
in einer Rademacherschen Verallgemeinerung [5] fiir reell-quadratische Zahl- 
kérper mit Hilfe einer Methode der analytischen Zahlentheorie, die mit end- 
lichen trigonometrischen Summen operiert und auf VixocRapov [9] und 
Srecex [7] zuriickgeht. In der vorliegenden Arbeit benutze ich diese Methode, 
um den Goldbach-Vinogradovschen Satz auf beliebige algebraische Zahlkérper 
auszudehnen und in verschiedener Hinsicht zu verallgemeinern. Die Uber- 
tragung der Methode auf beliebige algebraische Zahlkérper bereitet keine 
wesentlichen Schwierigkeiten. Um aber bei héherem Kérpergrad die Uber- 
sichtlichkeit des Beweisganges zu wahren, ersetze ich einige Abschatzungs- 
verfahren, die ich fiir den reell-quadratischen Fall heranzog, durch erheblich 
einfachere. Ferner verscharfe ich das Hauptresultat (Satz 1) beziiglich des 
asymptotischen Verhaltens durch Angabe einer asymptotischen Reihenent- 
wicklung. 

Zur Formulierung unserer Aufgabe ist es zunachst notig, einige Abkiirzun- 
gen und Begriffe zu erklaren. Der unseren Betrachtungen zugrunde liegende 
algebraische Zahlkérper K sei vom Grade n iiber dem Korper der rationalen 
Zahlen und befinde sich unter den n zueinander konjugierten Kérpern K®,..., 
K®™, wobei n= n,+ 2n,, K® reell fir J=1,...,n, und K®, K¢+™) kon- 
jugiert komplex zueinander fiir 1 = n,+ 1, . . ., m+ m, seien. Ferner bezeichne 
D die Diskriminante, H die Klassenzahl, R den Regulator und w die Anzahl der 
Einheitswurzeln von X. Fir eine Zahl y aus K bedeute y® die zu ihr kon- 
jugierte in K® und N(y) ihre Norm. y heiBt totalpositiv (in Symbolen: y > 0), 
wenn y > 0 fir] = 1, ..., , ist, und Primzahl, wenn das zugehérige Haupt- 
ideal (y) ein Primideal von K ist. Wir setzen e,= 1 fir /=1,...,”, und 
e,= 2 fir 1=n,+ 1,...,m,+ ,, verwenden kleine deutsche Buchstaben fiir 
Ideale von K, verstehen unter g(a) bzw. (a) die Eulersche bzw. die M6- 
biussche Funktion fiir Ideale und weisen den Symbolen N(a),a | a, (a, ) 
usw. die in der Zahlentheorie tibliche Bedeutung zu. 

Bei der Diskussion des reell-quadratischen Falles stellten wir uns die Auf- 
gabe, die Anzahl der Darstellungen einer totalpositiven ganzen Zahl 4 aus K 
als Summe von r(r => 3) totalpositiven Primzahlen aus K in ihrer asymptoti- 
schen GréBenordnung fiir N (A) + co anzugeben. Diese Fragestellung wird nun 
in dreifacher Weise verallgemeinert. 
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Erstens betrachten wir nicht nur Zerlegungen von A in Primzahlsumman- 
den, sondern auch solche, bei denen Primideale, die nicht notwendig in der 
Hauptidealklasse liegen, eine Rolle spielen’). Hierzp definieren wir zu einem 
ganzen Ideal t + (0) die Menge Q(t), bestehend aus allen totalpositiven Kérper- 
zahlen w, fiir die (w)t~' ein Primideal von X ist, und fragen nach der Anzahl 
der Zerlegungen von A in r Summanden aus 22(t)*). So kommen die Primideale 
der durch t~! reprisentierten Idealklasse ins Spiel. Fiir t = (1) ist Q(t) gerade 
die Menge aller totalpositiven Primzahlen von K. 

Die beiden anderen Verallgemeinerungen, die schon von RaDEMACHER [6] 
formuliert wurden, bestehen darin, daB die Zerlegungssummanden w bestimm- 
ten Restklassen nach einem festen ganzen Ideal s von K entnommen werden 
und jede Zerlegung mit einem komplexen Gewicht von absolutem Betrage 1, 
das sich aus verallgemeinerten GréBencharakteren aufbaut, gezaihit wird. 
Die komplexen Darstellungsgewichte sollen sich aus Funktionen A,,(y) 
(m=1,...,7) zusammensetzen, die fir alle Kérperzahlen y +0 definiert 
sind durch 





m +m vo, tM of \ tri 
= (0) |* Pmt = 
A,,(y) all ly®| Ta) (m=1,...,1r). 
Hierbei seien die v,,,(m=1,...,7r;1=1,...,m, + m) beliebige reelle und die 
W, (m=1,...,r;l=n, +1,...,m, +m) beliebige ganzrationale Zahlen. 
Diese Funktionen sind offenbar Verallgemeinerungen der GréBencharaktere 
[1] von K, die man bei einer speziellen Wahl der v,, ;, w,, ; erhalt. 
Das Hauptproblem dieser Arbeit ist nun, den Ausdruck 


(1) 40— 2. TT An (©m) 

fir r > 3,1|/A,A>0O und N(A) +00 saheibanaih auszuwerten. In (1) wird 
summiert tiber alle r-tupel (@,,...,@,) von Zahlen aus {2(t), die folgende 
Bedingungen erfiillen: 


(2) @++**+o,=A4, 
(3) ®m = Om mod $ (m=1,...,7r), 
(4) |w®| < [Ao (m=1,..:,r;=n,+1,..., m+ m), 


wobei 5 ein fest gewahltes ganzes Ideal + (0) von K und die a,, feste ganze, 
zu $ teilerfremde K6érperzahlen sind. Die Bedingung (4) fordern wir, um die 
Endlichkeit von A,(A) fiir nicht-totalreelle Kérper (d. h. n, > 0) zu sichern. 
Fir totalreelle Kérper ist, A,(A) immer endlich, da aus (2), A>0, w,, > 0 


1) Diese Verallgemeinerung, die mir erst richtig der Idealtheorie algebraischer Zahl- 
kérper angepaBt scheint, verdanke ich einer Anregung von Prof. C. L. Srecet. 

*) Man kann allgemeiner Zerlegungen der Art A = w, + --- + @, betrachten, wo w, 
aus £2(t,) (j = 1,...,r) und t,,..., t, feste ganze Ideale + (0) sind. Unsere Uberlegungen 
miiBten dann nur bei der Summation der singularen Reihe ©,(A) (s. § 6) abgedndert 
werden. Obwohl sich auch hier S,(A) leicht summieren l4B8t, sehen wir von der Behandlung 
dieses Falles ab, da die Bedingungen fiir das Nichtverschwinden von ©, (A) formal etwas 
uniibersichtlich wiirden. 
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(m=1,...,r) die Ungleichungen 0 < ‘wi? <A@(l=1,...,2;m=1,...,1) 
resultieren*). 

Das Hauptresultat unserer Untersuchungen ist 

Satz 1. Fiir alle totalpositiven ganzen Zahlen A aus K jiit bei r > 3 mit be- 
liebigem natiirlichen f fiir N (A) + co die asymptotische Forme! 


__yiDT w a a (pew ayt 
4,() =o (gammpg) Or) JT An )E, (log W (2))" ** 


t o( (log N(a))" + }’ 
wobei die O-Konstante nur von K,r, f,s,t und den nr Gréfen v,, ;, Wy, , abhingt, 
s r Ny + My a ky ny + Ms a: ky 
b, = i* JT A,, (t) x (2 Fen) ( ¥ €; ¥en) x 


m=1 Kiyesesbe 0 \E=d 
ts +k 





m II T'(L + v1) 
x ELC aes — - x 
t=1 i p(rti z i) 


Mm, +My - r ; . 
“are IT Jo, (2ujult*idul J » (z)zdz, 
t=m,+1 m=1 - me, em 
6 6 


An(t)=N(y* 2" (m=i,...,4) 
und J,(z) die v-te Besselsche Funktion ist*). Speziell wird fiir v»,,; = Uy, = 90 








(m=1,...,.7;my, +1515 n+ n,): 
co 1 
r 
‘ 1+itm 
[ i (/ I seg: (ZU) U «| 7 fn, 4 
(5) : , m 
a a [ares +" B 
é 


*) Es gibt natiirlich viele andere Méglichkeiten, die Endlichkeit von A,(A) zu er- 
zwingen. Die Bedingung (4) ist aber besonders einfach. 

Andere mégliche Verallgemeinerungen unseres Problems, die sich ohne weiteres mit 
unserer Methode bewiltigen lassen, erhalt man, wenn man das Ideal $ in (3) vom Index m 
abhangig macht und die Forderung der Totalpositivitét an A und die w,, durch beliebige 
andere Vorzeichenbedingungen fiir die reellen Konjugierten dieser Zahlen ersetzt. 


& r7) me 
*) Der Differentialoperator (2 As 5) (a;komplex, m ganzrational = 0) ist rekursiv 
= j 
erklart durch: 


s a 0 
(2.4 ss) Pbsig «vig Re) = Pla, . 0-4 BD 


8 a\u +1 . 8 a 8 a\™ 
(2. iz) F(2,,.32,%) = jo oz, (20 +) Pim, ...5%2 « 


Ferner werden lecre Summen gleich Null und leere Produkte gleich Eins gesetzt. 
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Unter ©, (A) verstehen wir die zu unserem additiven Problem gehérige ,,singuldre 
Reihe‘‘, deren Eigenschaften sich wie folgt formulieren lassen. Sei | das Produkt 
aller verschiedenen Primideale p von K mit N(p) = 2, oder falls keine solchen p 


in K vorhanden sind, sei {= (1). Es werde 2 = us gesetzt und mit g die 


Anzahl der Primidealteiler von 2 bezeichnet. Wenn 





(6) (s,t)=1, 
(7) A= Z om mod $ , 

m=1 
(8) tla 
und 
(9) entweder 2 |r, 2|> A oder (2, n=1(s +)=1 
ist, so gilt: 

_ __—« Ns) (N(p) — ly + (—1)(N(p) — 1) 
S.(0) = Way-igie Or AT (ip) — ly — (—1y 
pl At-*, N(p) >2 
aie! 
x TT pW 
Y(p) >2 

wobet 


O—dE('-(rm=1)) 


geselzt ist und die Produkte iiber alle Primideale p von K mit den angegebenen 
Bedingungen erstreckt werden. Offenbar gibt es in diesem Falle zwei positive, nur 
von K,r,s und t abhiingige Konstanten c,, c, mit 


C,< G,(A) < cy. 


Ist mindestens eine von den Bedingungen (6) bis (9) nicht erfiillt, so verschwindet 
S,(A)*). 

Ist na=0, t=(1) und A,,(y)(m=1,..:,r) GréBencharakter mods, 
so erhalten wir aus Satz 1 bei f= 1 ein Ergebnis von RapEmacuer [6] fir 
totalreelle Kérpeér, das er mit Hilfe einer verallgemeinerten Riemannschen Ver- 
mutung ableitete. Fiir n, > 0 ist unsere Problemstellung etwas anders als in 
jener Rademacherschen Arbeit [6], aber wie dort treten Schwierigkeiten beim 
Nachweis des Nichtverschwindens gewisser Terme im Hauptglied der asym- 
ptotischen Formel auf. Kritisch sind naimlich die a (5), deren Nicht- 
verschwinden wir nur im Fall v,,,=w,,;=0 (m=1,...,7; m+ 1 Sls 
<= N+ Mg) zeigen. 

Nennt man alle ganzen Zahlen A aus K, fiir die ({, 4) = 1 ist, ungerade, so 
folgt aus Satz 1 fir r= 3, f= 1, t =s = (1) und v,,,=—w,,,=0(m=1,...,7r 
L=1,...,%+ m,) das 





5) Ist mindestens eine der Bedingungen (6) bis (8) nicht erfiillt, so ergeben elementare 
zahlentheoretische Uberlegungen A,(A) = 0, was in diesem Falle mehr besagt als Satz 1. 
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Korollar zu Satz 1. Es existiert eine nur von K abhingige positive Kon- 
stante A, derart, daB jede ungerade totalpositive Kérperzahl 2 mit N(A) > A, 
sich als Summe dreier totalpositiver Primzahlen aus K darstellen lapt. 

Dies ist offenbar das Analogon des Goldbach-Vinogradovschen Satzes. 

Einige der folgenden Bezeichnungen sind der Arbeit [8] entlehnt. Sei Z 
die Menge aller Punkte = (&®, ..., &), deren Koordinaten & folgende 
Eigenschaften besitzen: & ist reell fir /=1,...,,;&® und &'+™ sind 
zueinander konjugiert komplex fiir 1 = ,+ 1, ...,,+ m,. Jede Zahl y aus 
K fassen wir als Punkt von £ auf, indem wir mit den n Konjugierten von y 
den Punkt y = (y,..., y™) bilden. Auf Z werden folgende Funktionén 
definiert : 


s(é) = 3&0, N(e) = ITE. 
t=1 l=1 


Entsprechend werde (wie bei Spur und Norm) auch der Definitionsbereich der 
Funktionen A,,(y) (m= 1,..., 7) ausgedehnt auf die Menge aller Punkte & 
aus Z mit N(é)+0. Der Raum £ ist umkehrbar eindeitig auf den reellen 
n-dimensionalen euklidischen Raum E£* bezogen, wenn jedem Punkt & aus E 
folgender Punkt £* mit den Koordinaten £* zugeordnet wird: 


&O — eo (i= 1,...,%), 
(10) gr = Re (0 
é* (+m) — Tm &) 


Wenn im folgenden Symbole fiir Punkte oder Teilmengen von E mit einem 
Stern versehen sind, so sollen damjt immer die Bilder der GréBen aus E in E* 
bei der Abbildung (10) bezeichnet werden. Fiir Punkte aus Z verwenden wir 
kleine griechische Buchstaben ohne oberen Index. Relationen zwischen solchen 
Buchstaben stehen immer als Abkiirzung fiir die n entsprechenden Relationen 
zwischen den zugehérigen’ Koordinaten — eine Ausnahme bilden hierbei 
S(&), N(é), A, (&). Beispielsweise bedeutet fiir zwei Punkte & und 7 die Un- 
gleichung || < |m|, daB || < |n| (I= 1,..., m) ist. Im folgenden werden 
Symbole fiir Mengenoperationen in ihrer iiblichen Bedeutung verwendet, 
wobei der Deutlichkeit wegen bemerkt sei, da8 mit X und u die disjunkte 
Vereinigung und die. Vereinigung schlechthin unterschieden werden und daB 
fiir zwei Mengen M,, M, die Menge M,— M, die Menge aller Elemente sei, 
die in M, und nicht in M, liegen. 

Es sei nun durchweg A eine totalpositive ganze Zahl aus K, r und / feste 
natiirliche Zahlen mit r > 3, und die GrdBen t,$, 0, Vm 1, Wm, Seien wie bei der 
voraufgegangenen Definition von A,(A) erklart. Ferner werden folgende Abkiir- 
zungen benutzt: 


(t= n,+1,..., m+ Mg). 


O =r+f+2, O,=(8n+4)0+8n*in, O,=(4n+2)0+4n*+n, 

0, =20+2n, O,=(4n+2)0+4n?, O,=(4n® +6n*+2n+1)0+4n*+ 
+5n'+1, 

A=jN(d), a=logA, h=Aa-%, t=a% farN(d)>1. 
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Sind B und C komplexwertige Funktionen gewisser Variablen und C = 0, 
so bedeute . 

B=O(C) oder BCC, 
daB es eine Konstante k gibt mit 

|B} s ke. 

Die O-Konstante k soll immer, falls nicht ausdriicklich etwas anderes verlangt 
wird, nur von K,r,/, t,s und den mr GréBen v,,;, w,,,; abhangen. Da sich fast 
alle Abschétzungen auf den Grenziibergang A - co beziehen, ist es im folgen- 
den oft zweckmaBig, A als geniigend groB anzunehmen — hierauf wird nicht 
immer besonders hingewiesen —, d. h. A > Ag, wo A, nur von K, r, f, t, und 
den nr GréBen v,, ;, W,; abhangt. Fiir eine reelle Zahl x bezeichne [x] die gréBte 
ganzrationale Zahl < z, und es sei 

(a — {[z]firz—-—[x]< >: 

z= 
{} x — [x] — 1 far x — [2]> 4. 


§ 1. Formale Entwicklungen und Farey-Zerschneidung 


Folgende trigonometrischen Summen, definiert fiir alle Punkte § aus EZ, 
werden eine groBe Rolle spielen: 
TM(E\= DBD Am (w)e***So% (m=1,...,7). 
@€é Q(t) 
@ = 6,,mod $s 


lo < [Al 
Ist d die Differente von K und w,,..., u, eine fest gewihlte Basis von d-', 
so definieren wir den zugehérigen Fundamentalbereich F in E£ als die Menge 
aller Punkte £ aus Z mit 


E= Du, p;, O0su;<1 (j=1,...,%). 
j=1 
Bei Einfiihrung von u,, ..., u, als Integrationsvariablen bestatigt man leicht 
die Formel 
(11) A, (A) = 2™ )/|D| / e2nt S48) TT Tim) (g) dE , 
m=1 
Fe 


wobei d&* = d&*@) -- - dE*™) sei. 

Das Integrationsgebiet F* wird nun mit Hilfe der von S1ecet [8] ver- 
allgemeinerten Farey-Zerschneidung unterteilt. Fiir eine Zahl y aus K sei 
a=a, der Nenner von yb, d.h. a = (1, yd)-?, und B, sei die Menge aller 
Punkte £ aus Z mit 

N (Max (h |€ — y|, #2) < N(a)-?. 
Offenbar ist B, leer, wenn N (a) > ¢ ist. Unmittelbar aus der Definition von 
B, folgt 

Hilfssatz 1. Ist N(a) < t", so enthalt B, die Menge aller Punkte — aus E mit 
(12) If — y| < (ht 
und ist enthalten in der Menge aller Punkte — aus E mit 
(13) IE — y| S hore. 
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Ist ferner & ein Punkt aus E, der nicht in B, liegt, so gilt 
(14) Max |®— y®|>h-! N(a)-™. 
I=1,..., n 

Es sei V die Vereinigungsmenge aller B,, wenn y alle Zahlen aus K durch- 
lauft. Von Srecext [8, Lemma 5 und 6] iibernehmen wir die folgenden zwei 
Hilfssatze ®) : 

Hilfssatz 2. Sind y, und y, zwei verschiedene Zahlen aus K, so haben B,, 
und B,, keinen Punkt gemeinsam. 

Hilfssatz 3. Ist & ein Punkt aus E, der nicht in V liegt, so gibt es eine ganze 
Kérperzahl « und eine Zahl n aus d—' derart, daB 


(15) lag — n| <h,0<|al Sh, 
(16) Max(h |a& — m], |a|) = |DI-*, 

(17) Max(|a™|,..., |x|) >, 
(18) N((a, 4d)) S |D)*. 


Zwei Punkte &,, &, aus Z sollen kongruent mod d~ heiBen, wenn es eine 
Zahl rt aus d-! gibt mit &,— &,— 1. Jeder Punkt aus £Z ist dann mod d~ genau 
einem Punkt von F kongruent. In der Menge aller Kérperzahlen y mit N (a,) < 
<  werde ein festes Restsystem mod }~! gewahit und mit J” bezeichnet. 
Es sei 

B= D>) B,. 
ver 
Nach Hilfssatz 2 ist der Durchschnitt 
FAV=SFOB=> ( SFa B,+). 
BEK vel \b"|r 

Die Gebiete F -\ B,,, gehen durch die Translation §+1- & m die ihnen 
punktweise mod d~! kongruenten Gebiete F,- B, tiber, wobei F, das Bild 
von F bei dieser Translation sei. Da F Fundamentalbereich fiir die durch die 
Zahlen aus }—' definierte Translationsgruppe ist, so ist 

WY (FLA B,)=( 2 F.) 0 B,= B,. 

‘| rt é bd“ t 

Beachtet man noch, daB F -\ B, nur fiir endlich viele f nicht leer ist, so erkennt 
man, daB F -\ V und B in je endlich viele Stiicke zerlegt werden, die paarweise 
kongruent sind. Setzt man 

G=F-V,d.hF=FOV+G, 


so folgt also aus (11) wegen der Invarianz des Integranden gegeniiber Trans- 
lationen aus d—!: 


A,(A4) =2")/|D| ¥ [ etnisa IT Te (g) ag 
- J m=1 
(19) ¥ By 


‘Ft 
+ 2™)|D| [ e-2at8A TT T(E) de . 
m=1 


Ge 





*) Diese Satze sind bei Srecet [8] zwar fiir andere Parameter ¢ und h ausgesprochen, 
aber aus ihren Beweisen ersieht man sofort, da8 sie auch fiir unseren Fall richtig sind. 
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Der Beweis von Satz 1 lauft nun wie folgt weiter: In § 2 bis § 4 befassen wir 
uns mit der Abschatzung von 7) (£) in G. Das Ergebnis dieser Untersuchungen 
ist Satz 2. In § 5 leiten wir eine Approximation fiir 7 (€) in den B, her, die in 
Satz 3 formuliert ist. § 6 ist der Summation der singuliren Reihe @,(A), die 
spaiter im Hauptglied der asymptotischen Formel fiir A,(A) auftreten wird, 
gewidmet. In § 7 benutzen wir die tiber 7 (&) und G, (A) erhaltenen Aussagen, 
um die Integrale in (19) auszuwerten und damit den Beweis des Hauptsatzes 
abzuschlieBen. 


§ 2. Vorbereitungen zur Abschitzung von T‘™)(&) 

Zunachst werden einige bekannte Tatsachen iiber Einheiten zusammen- 
gestellt. Ist 6 ein ganzes Ideal von K, so heiBt eine Zahl ¢ aus K Hinheit mod b, 
wenn ¢ eine Einheit, totalpositiv und kongruent 1 modb ist. Zwei Zahlen 
B und y aus K nennen wir assoziiert modb, wenn es eine Einheit ¢ modb gibt 
mit y= ef. Sei mo, m,---, %n,+n,-1 eine zu jedem 6 fest gewahlte Basis 
der Abelschen Gruppe &, aller Einheiten modb derart, daB , die endliche 


Untergruppe der Ordnung w,, bestehend aus allen Einheitswurzeln in €, 


und jedes »;(j=1,...,m,+m,— 1) eine unendliche zyklische Untergruppe 
von &, erzeugt. Dann gilt 

Hilfssatz 4. Zu jeder Zahl y + 0 aus K gibt es genau eine modb assoziierte 
Zahl y, mit: 


: m, +n,—1 
(20) 05 argy? << ,|_% | IT \n\", 
+ Wool i= 


wobei die q;(j = 1, ..., + m_— 1) reelle Zahlen mit 0 < q;< 1 sind. 

Beweis (2, S. 156]: Fir n,+ n,— 1 = 0 ist Hilfssatz 4 trivial. Fir n,+ n,— 
— 1>0 hat das lineare Gleichungssystem 

y m +m%—1 
= = J gq log|n| (l= 1,...,m,+m,—- 1) 

IW(y | mt 

in den Unbekannten q; bekanntlich eine nicht verschwindende Determinante 
und deshalb eine durch y eindeutig bestimmte Lésung. Ersetzt man y durch 
éy, Wo e ein geeignet gewahlites Produkt von Potenzen der 7;(j = 0,1,... 





log 








- +; %+ m,— 1) ist, so 14Bt sich immer erreichen, daB 0 S arge® y® < <2, 


0s9,<1(=1,...,m%+m,—1) wird, und durch diese Bedingungen ist 
e eindeutig bestimmt. q.e.d. 
Eine Kérperzahl y,, die (20) erfillt, nennen wir normiert modb. 
r 


Da A,(e4) = IT A,,(e) A,(A) fiir jede Einheit ¢ mods gilt, geniigt es, 
m=1 


H r 
Satz 1 wegen | J7 A,,(e) 


m=1 
A sei also fiir das weitere als normiert mods vorausgesetzt. Aus (20) folgt die 
fiir spitere Uberlegungen niitzliche Abschétzung: Es gibt zwei nur von K 
und $ abhangige Konstanten ¢,, c,(0 < c, S 1, ¢, = 1) mit 
(21) es |N(y)|"" S |y| S ee |N(y)|" 


= ] und Hilfssatz 4 fir mod s normierte A zu beweisen. 
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fir alle mods und mod (1) normierten Koérperzahlen y; insbesondere ist also 
GAs |Al SGA. 
Hilfssatz 5. Seien y, 0 zwei Koérperzahlen + 0. Dann gibt es héchstens 


0 (los (F))"""" +2) 


zu y mod (1) assoziierte Kérperzahlen y, mit |y,| < |o]. 

Beweis: Fir n,+n,— 1=0 ist Hilfssatz 5 trivial. Fir n,+ ,—1>0 
schlieBen wir wie folgt: Sind y, und y, zwei zu y mod (1) assoziierte Zahlen mit 
ly| < lel, lve] < Je], so gibt es ganzrationale Zahlen g;(j = 1, . . ., m,+ m,— 1) 
mit 











yp m+ n,—1 » 
(22) log tp |= 2 q; log |nf?| (J=1,...,m+n,.—1), 


wobei die Zahlen 7;(j = 1, ...,,+ ,— 1) die in Hilfssatz 4 auftretenden 
Einheiten fiir 6 = (1) seien. Aus 











| Wl ay ely (2 ia 
” won JZ <|N (5) (t= 1,...,n) 
j+l 


und der dazu analogen Abschatzung | < N (2) folgt mit (22): 
. 


q; < log\w (£) ? G=1,...,m+n-1). 
Da die Anzahl der zu y mod (1) assoziierten Zahlen y, mit |y,| < |o| héchstens 
gleich der Anzahl aller solcher (n,+ ,— 1)-tupel (q,-.-.-,4n,+n,-1) ist, 
ist Hilfssatz 5 bewiesen. 
Zu einem ganzen Ideal 6 aus K definieren wir die Summen 
T(E = An (B) ASEH (m=1,...,7). 
tb|B 


B= o, mods 
B>0,|B| <|A| 
Thre Bedeutung zeigt sich in 


Hilfssatz 6. Sei h das Produkt aller Primideale p von K mit N(p) < A”?. 
Dann gilt 
T™(~)= YS u(b) T(E) + O(A™2 a"™—)  (m=1,...,1). 
1/615 
Beweis: 
Leo) THM O=| DL An(Ppe*s" SY w(o) 
1|b|6 t|p 1|6|(At-*,) 
B=o,,mods 
B>0, || <|al 
=F Ag (B) 2m SPH — Tm (8) + O ( + ) . 
t| 8,(ft-?,6) = 1 we Q(t) 
B= om mods jo] <a] 
B>0, |B] <|Aj N(@)s N(t) A*/* 


Da es nach Hilfssatz 5 zu einem Primideal p von K héchstens O(a"~") Zahlen 
w € Q(t) gibt mit (w)t-! = p, |w| < |A|, so ist unser eben erhaltenes Restglied 
<2 e*<car*e. q.e.d. 
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Fir die weitere Untersuchung der Summen Ty” (é) empfiehlt es sich, in K 
die Idealklassen im engeren Sinne zu betrachten, d. h. wir nennen zwei Ideale 
a und 6 von K dquivalent im engeren Sinne (in Symbolen a ~ 6), wenn eine 
totalpositive Zahl x aus K existiert derart, daB ab-! = (x) ist. Fordert man noch, 
daB x mod (1) normiert ist, was nach Hilfssatz 4 stets erreicht werden kann, 
so ist x eindeutig durch a und b bestimmt. In jeder Klasse aquivalenter Ideale 
werde ein festes ganzes Ideal ¢ gewaihlt und die Gesamtheit dieser Ideale ¢ 
mit M bezeichnet. M ist also eine nur von K (und unserer Festsetzung) ab- 
hangige Idealmenge mit O(1) Elementen. Nach dieser Festsetzung gibt es zu 
jedem Ideal 6 + (0) von K genau ein ¢ aus M mit 6 ~ c~' und damit genau eine 
totalpositive, mod (1) normierte Zahl x aus K mit 6c = (x). Umgekehrt ist 
auch 6 durch das Paar c, x eindeutig bestimmt. Diese eineindeutige Zuordnung 
des Paares ¢, x zu 6 wollen wir durch die Symbole 


¢ = p(b), x= 9(b) 
ausdriicken. Somit haben wir fiir jedes ganze Ideal b + (0): 
(23) T|% (é) = = Ay, (%0) e27t S(x@ €) ‘ 


(sc) @ 
e=o,,x~'*mod(tbc)-* 
lel <|4x-*|,e>0 
wobei ¢ = p(tsb), x = q(tsb). Fiir spitere Anwendungen sei noch notiert 
(s. (42)), daB fiir ganze 6 die Zahl x = g(tsb) ganz ist. 

Von den Inversen aller Ideale ¢ aus I werde nun je eine Basis 1,, . . ., T, 
fest ausgewahlt (in Symbolen: [7,, . . ., t,] = ¢~*). Sei 8 eine Zahl aus K und 
[t,,--+,T,] = ¢4, ¢ €M. Dann gibt es ganzrationale Zahlen a,(j = 1, . . ., n) 
mit 


S(t; BE) = a,+ d,, d= {S8(t, B&)} (j=1,...,%). 
Mit der zu 1,, . . ., T, komplementaren Basis 4, ..., ¢, — d. h. 
1 fir j=k , 
Sir) ={p for j+k (j, Ea l,..., 2) 


— definieren wir 


v= »(B, =m 34,4, 
j=1 


(24) C=C(B, ¢) 24 ty. 
Nach Konstruktion gilt 
(25) BE=v+C, cd |». 


Hilfssatz 7. Fiir jedes ganze Ideal b von K mit 1 <= N(b) S A* gilt 
T(E) < X_(x) , 
wobei 
A n—1 A a” a" 
(26) X00) = (< Min (; seer TET) 
VIN (| Vino” et 
und ¢ = p(tsb), x = q(tsb), € = C(x, ¢) set. 
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Beweis: Sei [t,, . . ., Tt] = ¢~1, d= {S(t,x&}, G, die Menge aller Punkte rt 
aus Z mit |r| < |Ax-1|, tr > 0 und G, die Menge aller Punkte t mit |r —-1,| < 
< |Ax|, tr — 1, > O(7 = 1, ..., m)’). Dann gilt nach (23): 


Ty (E) ePvtseens) a XA (e(g — 45) ESO 


(sc)"le 
@ =o,,x~'*mod(tbc)-* 
e€ G; 


- x An(x(o — aC ng | Bh ') 


(27) pete meee eG. 4 0,-6, 
ec S, 
= T(E) + °(  |Am(e) — Am(@ — ts) + - ') ; 
(s¢)"le (s¢)“/e 
ecG, e€ G,—G; + G;—-G, 


Da die Punkte o* mit (s¢)—*| o in 2* ein Gitter des Maschenvolumens 2-™ y|D| x 
N (sc)! bilden, ist die Anzahl dieser Punkte in GF — G* + G* — GF héchstens 
von der GréBenordnung des (n — 1)-dimensionalen Volumens der Rand- 
fliche von Gj, also folgt mit (21): 


(28) x l< ne) 
ec 6.°S, %e.-6 yx (x) 


Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf Real- und Imaginarteil von 
A,,(o) angewandt, ergibt fir 0 € G, und _Mia _ lem [r|-2 > 2: 


My + Ny 


|\An(o) = An(o si t;)| < ~ 


a 
| — FP 


a—1 jj 
<z 7) <(— ) Win) * 
al wa) ¥@ 


Da es zu einem Ideal a + (0) von K nach Hilfssatz 5 héchstens 
0 (log iw( —) + 1) 
KG6rperzahlen o mit @ € Go, (e) = a gibt, folgt mit (29): 
\”-1 ] 
Z |An(e)-Anle-tl< 2 (-4*-\ yet Ff i 

(s<)"'le wey tle \ VN(x) e (wey sle. 

ecS, e€ G ecS, 
Min|e®| ief|-2 <2 


(29) 








(30) <(- ee 2 ai (logs N( 3) +1) + 
VN (x) o< Neen ae 








pee ie = Be 


Aus (27), (28), (30) und der trivialen, aus Gitterpunktsbetrachtungen ersicht- 


7) t> 0 bedeute rm > O fiir] = 1,..., ,. 
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lichen Abschatzung 


|r (é)| = ofa 


<¥or 


folgt schlieBlich 


Tw (é) < (= A = Mees (- A : ae ec rs) < 
YN (x) \N(x) ° 


A a—1,.. d a" a” 
< (AA) Min (AR) 
( — yNix) \d,| \d,| 


Hieraus erhalten wir mit der nach (24) giiltigen Abschitzung 


I? < Max (/d,|, 24 se \d,,|) 


die Behauptung des Hilfssatzes 7. 

In diesem und den beiden nachsten Paragraphen setzen wir voraus, daB & 
beliebig, aber fest aus G gewahlt sei. « und 7 seien die nach Hilfssatz 3 zu & 
existierenden Zahlen. 

Hilfssatz 8. Sei L eine positive reelle Zahl, py ein Punkt aus E mit positiv 
reellen Koordinaten, seien g,, .. ., J, ganzrationale Zahlen und ¢ ein Ideal aus M. 
Ferner sei B eine Menge von ganzen Zahlen B aus K, die folgende Bedingungen 
erfiillen: 








(31) I— FS 4/DP™ aC (B,)< y+ M=1,....n), 
(32) [pros Gol, ....8)s 
(33) (Bol sy 


Ist |a| < |D\~)? fiir genau k Indizes (0 = k < n — 1 wegen (17)), J, die Menge 
dieser Indizes und J, die Menge aller | mit l¢ J,, 1S ls n, 80 gilt fiir die 
Anzahl Z(L, p) aller B aus'B die Abschatzung 
Z(L, v) < (= + iy J IT (hy +1) IT (er = +1). 
léJ, 

Beweis: Durch (32) wird in Z* ein n-dimensionaler abgeschlossener Wiirfel 
P* der Kantenlange 2Z definiert. Jede Kante von P* teilen wir in s gleiche 
Teile, wobei s = 1 + [Lah-"] sei. Dadurch wird P* in s" verschiedene Wiirfel 
P$ der Kantenlinge 2Ls~' zerlegt. Bezeichne Z(P,) die Anzahl der f aus S, 
die in einem abgeschlossenen P, liegen. Dann ist offenbar 


(34) Z(L, yp) S 8" Max Z(P,) . 
Ps 


Sei £, eines von diesen £ aus P,. Setzt man 


6 = ag >; $= f(A, c), v= v(B, ¢), y= »(B;, c) 
und 
o=a(v—») — n(B — B,), 
so erhalt man nach (25): 


(35) o = 6(B — B,) — «(0 - 4) 
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und nach (31): 
(36) lait - Ql<> + |Di-¥™ 
und nach (15) ergibt sich fiir geniigend abet A. 
|8(B — B)| <W*4 Ls < > DI, 
Hieraus folgt mit (35) und (36): 


lo| < |D|-¥*. 
Also ist 9 = 0, da d-' | 9. Somit gilt 
(37) 6(B — B,)=a(C—4), 
(38) n(B _ B;) =a(y—). 


Aus (38) folgt, daB « ein Teiler von (8 — £,) 7d ist. Nach (18) existiert dann 
eine nur von K abhangige natiirliche Zahl v mit « | v(8 — f,). Also ist Z(P,) 
héchstens gleich der Anzahl aller ganzen Zahlen x aus K mit 


|x] Sv Max ee Bs! 
B,BEP.VS! % 























Nun ist 
meee |< shar ye 
und ferner nach (37), (33) und mg 
ee = |Poe \D2 far allel €J,. 
Hieraus folgt mit Gitterpunktsiiberlegungen in E*: 
(39) Z(P.) < IT (hy+ 1) EU ( ae at 1). 


Aus (15), (34) und (39) BE die Behauptung des Hilfssatzes 8. 
Wir fiigen noch hinzu, daB, falls S nicht leer ist, nach (31) und (33) gilt 
(40) 91.< |a| pO+ 1 (i=1,...,m). 
Nach diesen Vorbereitungen zerlegen wir gemaB Hilfssatz 6 die Summe 
T\™ (&) wie folgt: 


(41) T\™ () = 8,+ 8,+ O(A%*a"-) , 
wobei 
8,= > w2o)Te, S= > u(b) TE” (é) 
1/6|> 1|6|6 
N(by'ms Aa~% Aa <N(by'incA 
ist. 


§ 3. Die Abschitzung von S, in G 
Nach (23) und Hilfssatz 7 ergibt sich 
IS|=| 2 x (b) T”(E)| s 
cE IM 6b ~(tsc)-* 
| 14b|, (ops Aa % 


sz Sj ITPeil< lz ( a Tin): 
ceM 1/6 ~ (tse) cEM \ xEN, 
N(o)'"s Aa~% 


(42) 








a. ££. bw 
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Hierbei sei %, die Menge aller ganzen, mod (1) normierten, totalpositiven x 
aus K mit 
N(x) < N(tsc) A*a-*®. 
Hilfssatz 9. Fiir alle ¢ aus M und alle x aus N, mit N(x) < ¢t gilt 
Max |€(x, ¢)| > c,h-?. 
I=1,...,” 
Beweis: Nach (25) ist § = ~ + £ - Da d-* | », alsoa,,, | x und € nicht in B,,, 
liegt, gilt nach (14): 
a ~1/n 
Max on > h-¥N (x)-¥ , 
woraus mit (21) die Behauptung des Hilfssatzes 9 resultiert. 
Wie durch (42) nahegelegt wird, halten wir im folgenden das Ideal ¢ aus 
M fest. Wir haben 


TX«)s ZF sa x st 
xEN, wEN, 8 xEN, 
(43) N(x)ae 2° < N(x)'ng ort! 


$9+2 4. 
a 
Hierbei laufe s jeweils iiber alle natirlichen Zahlen s mit 
(44) 5 < Us Nitec)" Aa-®, 
wobei U = 2° sei, und es sei definiert 
Q- ps X. (x), Q= a X,(x) , 
xEN, «eSB, 
Yoose 
wobei %, die Menge aller ganzen x aus K sei mit 
¢,U S |x| < 2¢,U. 
Nach Hilfssatz 9 1aBt sich Q folgendermaBen abschatzen : 


(45) Q< LF (AN (x) ancgth <€ A*-ta"ht < A*a-®. 
vovge 
Die Summe Q, unterteilen wir in 
Q.= & X.(x) + z X.(x) = QM + Q. 
[lax | oI> TAO" — ita [emul saree + 


Da &, héchstens O(U") Elemente besitzt, ist nach (26): 
Q < U=A*U-*a"-O +) — Arg-® , 

Bei der Abschatzung von Q® benutzen wir Hilfssatz 8 in der Spezialisierung 
L=2ce,U, pO= UA-1a°*+"(l=1,...,m). Die Indexmengen J,, J, und die 
ganzrationalen Zahlen k, g,, . . ., 9, mdgen die in Hilfssatz 8 angegebene Be- 
deutung haben. Dann ist 

ja) < |D\-¥* < (Sy |Dj¥")-1 (LEJ,), 

Math. Ann. 143 25 
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also nach (31): 

m= 0 (L€J,). 
Somit ist die Anzahl Z, der verschiedenen n-tupel (g,,...,9,) nach (40) 
héchstens 


o( (Ja®| UA-2a9 +4 V). 
leJs 


Deshalb ist nach Hilfssatz 8 und (26): 
Q® < Z, Max Z(2c,U, UA-1a° +") A"U-" < 


< I (\a®|U A-1a° +" + 1)(Uah-+1)* IT (hU A~1a9*+" +1) x 
oom led, 


x I] (Ua |a|-*+ 1) A*U-* 
leJ, 


= (Ua®+*+14 Aah-+ha®*+"*+ AU-1* [J (Ua +" +14 aM aot" + 
+ Aa|a®|-14 AU-). oe 
Nach (15), (17) und (44) kann man weiter schlieBen: 
Q® << Ar(q- Ot Otet1y qt Otny q~ + 1)k+1gn—k—-1 < A"a~®. 


Somit erhalten wir insgesamt 


(46) Q, < A*a~®. 
Bei Beachtung von s < a folgt aus (42), (43), (45) und (46): 
(47) S, < Atai-® . 


§ 4. Die Abschitzung von S, in G 
Sei PB die Menge aller Primideale p von K mit a*® < N(p) < A” und 
Q, die Menge aller-ganzen Ideale q, die § teilen und genau & Primteiler mit 
Norm > a"®: besitzen. Dann wird 


(48) i= 2 Wes W.= x (bd) TY (E) . 
Aa *%< vo < A 
Hilfssatz 10. Zs ist W,.= 0 fiir k = a. 
Beweis: Sei 6 ein Ideal aus Q, mit N(b) < A*. Dann ist a*®* < A", also 
k < a und somit W, fiir k = a leer. 
Hilfssatz 11. Fiir die Anzahl Z, aller Ideale b aus Q, mit Aa~® < N(b)/*< A 
gilt 
Z,<A*a~®. 
Beweis: Sei b ein Ideal aus Q, mit Aa~® < N(b)/"< A und s die Anzahl 
seiner Primteiler. Dann ist 
(a®)* > Aa~® 
_und folglich fir geniigend groBes A: 
a — @, loga a 





s> 


@,loga ~~ 20, loga * 
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Deshalb ist die Zahl t(b) der Teiler jedes solchen b: 





a log2 1 
T(b) = 2*>2 26,loge — 4 2O,loge ~ 4 36,loga | 
Mit der bekannten Abschétzung 
D> 1t(b)<Aa 

1|6,N()< A 
erhalten wir 

1 1 

Z,A 3%loee < Aa < A*™a~% A 36, loge | q.e.d. 
Nach Hilfssatz 7 und 11 haben wir somit fir W,: 

(49) Wye< = A*N (b)-! < Z,a"® << Ata"®-% < Anq-® . 


be 
Aa * < Nib)" <A 
Weiterhin sei k > 0. Bildet man saimtliche Produkte pq mit p €D, q € Q,_,, 
so entsteht jedes b aus Q, genau k-mal und im Falle k > 1 noch jedes Produkt 
p*r mit p €B, r € Q,_,, ptt genau einmal. Setzt man 
V.= p> u(q) TYP (E) (k= 1, 2,3,...), 


PED, GEQz-, 
Aa * < Nipq)'""<A 


so folgt mit Hilfssatz 7: 


|kWi+ Vi) Ss 2 2 |TH(E)| < 
Pep ijt 
(50) Aa < Nip)" <A 
<L YL AN(py*N(ty*< Y AnaN (py? < Arai", 
pep i|r pep 
1s N(t)< 4" 
und es bleibt V, abzuschitzen. GemaB der Zerlegung 
(51) Vp= x Vee nw= 2 2 #(q) THe (é) 
c 


pep qeOe-. 
P~est-? 4a-%< Nipay"< A 
geniigt es, p auf die Klasse des festen Ideals cst-! zu beschranken. Nach den 
Uberlegungen in § 2 gilt somit 
Vic= 2 #(q) DX —_— Ag (xq) eF *5t"0 
4 


acsle 
e=0,,x-*mods x" 
e>0, |e] < |Ax} 
Hierbei wird summiert iiber alle totalpositiven, mod (1) normierten Zahlen x 
aus K mit (x) cst-! € B, und zu gegebenem x durthlauft q alle Ideale aus Q,_, 
mit 

N(q) > A*a-"® N (xcst-})-? . 


Nun wird (vergleiche den analogen SchluB bei (43)): 


(52) Venc=20,, 1G.) SL |D w(QAn(o) 2745" . 
Tr «x |%,e@ 

Dabei lauft s iiber alle natirlichen Zahlen s mit 

(53) 2 N (cst) < U < A N(esty-", U = 2 


25* 





360 Orro K6nner: 


und x iiber alle Zahlen aus (cs)~! mit c,U < |#| < 2c,0, und in der inneren 
Summe lauft q iiber alle Ideale aus Q,_, mit Norm > A*a~"® N (x¢st-})-1, 
sowie g iiber alle Kérperzahlen mit qcs|o0, 9 =o,,2~! modsx-!, 9 > 0, 
\o| < |Ax-1|. Nach der Schwarzschen Ungleichung ist 





(54) c < ” x " x — ee 
Hierbei wird summiert tiber alle Quadrupel (q,, q2, 0,, @2) mit 
- (55) G;€Qe-1, N (qs) > A*a-*%(2c,U)-*N (cst), 
q5¢8 | Q;, O<|Q;| < |Al(Q.U)* (Gj=1,2), 


und innen lauft x iiber alle Kérperzahlen mit (cs)~' | x, x = 0,071 modso7* 
und 
(56) qgUs Fl S 2e,U, |x| < |Agq|, |N (x)| > Ata-"® N (q, cst-) 
(j= 1,2). 

Sei G die Menge aller Punkte x aus Z, die (56) erfiillen. Dann hat G* ein 
n-dimensionales Volumen der GréBenordnung O(U"), und seine Randflache 
besitzt ein (n — 1)-dimensionales Volumen der GréBenordnung O(U"-"). Dies 
wird benutzt beim Beweis des nun folgenden Hilfssatzes 12. Der Beweis geht 
vollig analog zu dem von Hilfssatz 7 und ist sogar etwas einfacher, da die Funk- 
tion A,, nicht auftritt. 

Hilfssatz 12. Seien 0,, 0, zwei Kérperzahlen, die (55) erfiillen, dann gilt fiir 
eine beliebige Kérperzahl a: 

SF Fatane® < Y.(c) a 


Dabei laufe x in der linksstehenden Summe iiber alle Kérperzahlen x mit (cs)~} | x, 
x = 6,07! modso;* (j= 1,2), *€G, und es sei Y.(c) = U*-' Min (U, 
|E|-2, .. ., |C&|-*) mst f = C(a, €). 

Hilfssatz 13. Zu einer gegebenen Zahl o aus K gilt fiir die Anzahl Z, aller. 
verschiedenen Quadrupel (q,, 42, 0:, 02), die den Bedingungen (55) und der Glei- 
ching o = 0,— 0 geniigen, 
; Z, < Ata?" U-* . 

Beweis: Die Anzahl der verschiedenen Paare (9,, 0,), die (55) und o = 0, — 02 
befriedigen, ist wegen ¢s | 0;, |o;| < |A| (cgU)-1 (j = 1, 2) héchstens von der 
GréBenordnung 0O(A*U-*). Zu gegebenem 0; ist die Anzahl der q; héchstens 
O(a"®). Jedem solchen q, entspricht namlich nach (55) eineindeutig ein ganzes 
Ideal u mit (9;) = q;¢su, und die Anzahl der verschiedenen u ist wegen N (u) 

= |N (o;)| N (q,¢8)-* <a"™ bbchetons O(a"). Hieraus folgt die Behauptung 
des Hilfssatzes 13. 

Nach (54), Hilfssatz 12 und 13 haben wir also 
(57) C? < A*a’*® M,, M,= Py Y.(o) , 

og, 


wobei €, die Menge aller ganzen Kérperzahlen o sei mit 


(58) lo|< W,W= * howe AM l(a0y , 
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Die Abschétzung von M, verlauft nun analog zu der von Q, in § 3. Wir zer- 
legen 


M,= & Y.(¢) + Py Y,(6) = M+ M®, 
| Max [20(0,0)>0%0- | Max [20 (0,05 6%0- 


Da €, nach (58) héchstens O(W") Elemente enthalt, ist nach Definition von 
Y,(¢): 
Mo < wr U*a-* < A*a-%*= A%q-2".—-29 ‘ 

Bei der Abschitzung von M‘*) benutzen wir Hilfssatz 8 in der Spezialisierung 
L=W, y®=a"U-1(l=1,...,). Haben die Symbole J,, J, k, 9), -- +s In 
die in Hilfssatz 8 angegebene Bedeutung, so gilt |a®| < |D|-* < (Sy x 
|Df/*)-1 (LE J,), also nach (31): g,= 0 (2 € J,), und die Anzahl Z, der n-tupel 
(91, - - «» Jn) ist deshalb nach (40): 


2 < IT (\a| U4 1). 
léJs 


Hieraus folgt mit Hilfssatz 8, (15), (17), (53) und (58): 
M® <Z, Max Z(W, a® U-1) U* 


<€ IT (\a|a% U-*+ 1) (Wah-*+ 1)* (ha® U-* + 1)* [7 (Wa|a®|-1+1) 0" 
leéJ, léJ, 


= (Wa'*%4WUah-'+ha®+ U)* [7 (Wal + %+ |a | a% + 
led, 
+ Wala|-1U + UD) 
< A® (qi t+ O.-9 4 q)~9)k+1gn—k—-1 < A%q72"9-28 : 
Insgesamt haben wir also 
M, < A%q—2"9.-20 , 
Hieraus folgt nach (57): 


C, < A*a~® 
und damit aus (51) und (52) wegen s <a: 
V, < A*a'-° 
und weiter aus (50): 
(59) W,<+ Anal far alle k > 0. 
Dann ergeben (48), Hilfssatz 10, (49) und (59): 
(60) S, << A*a®-®. 


Nach (41), (47) und (60) haben wir somit folgenden Satz bewiesen: 
Satz 2. Fiir alle Punkte & aus G gilt 


T(™ (&) < A*a®-® (m=1,...,1r). 


§ 56. Die Approximation von T‘™) (&) in B, 


Zwecks Formulierung der folgenden Hilfssitze erweitern wir K zu einem 
Bereich idealer Zahlen [1] [2]. Dieser Bereich sei fiir alle weiteren Betrachtun- 
gen fest gewahlt. 


25a 
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Hilfssatz 14. Seien Y,,..., ¥, reelle Zahlen = 2 derart, daB Y,= Y,49, 
(l=m+1,...,m+m) und Y,< Yhi(l,s=1,...,m) mit einer reellen 
Konstanten f, => 1 gilt, und seien 5, 44, ---,Zn,+n, reelle Zahlen mit0< £,< 
S 2a(l=n,+1,...,m+ m,). Ferner sei b + (0) ein ganzes Ideal von + 6 
eine zu b teilerfremde ganze ideale Zahl + 0, und es gelte N(b) < log’(Y,--- Y,) 
mit einer positiven Konstanten f,. Definiert man x(b, 6, Y,,5,) als die Anzahl 
aller idealen Primzahlen @ mit 


&=6modb, H6-'>0, 








ljo| < ¥, (i= 1,...,%), 
0< argaM<&£, (L=n,+1,...,m+ m,), 
und setzt man (voriibergehend ) n, + n,= k, so gilt mit einer positiven Konstantenc;, : 
yt 
a oc w 5..41°°* dt, - 
x (6, 6, Yu 5.) = gran RH 5 i A TT OREET A) 


+ O(Y, eae 7 ¢-aNGO=VSy ‘ 


wobei die O-Konstante und c, nur von K, f, und f,, aber nicht von b, 6 und den =, 
abhéngen. 

Dies ist in leicht abgeanderter Formulierung ein Satz von Mirsvt [4, S. 35]. 
Im folgenden sei ¢ eine zu t fest gewahlte ideale Zahl mit (7) = t. 

Hilfssatz 15. Die GréBen Y,, £,, f,, f, und 6 mégen die Voraussetzungen von 
Hilfssatz 14 erfiillen. Ferner sei 0 eine ganze Zahl aus K mit (o, bt) = t. Dann gilt 
fiir die Anzahl x,(b, 0, X,, £,) der Zahlen w aus Q(t), die die Bedingungen 


@ =o modbt, 
|jo™| < X,, X,=— Y,|#®| (J=1,...,m), 
0s argo < £, (l= n,+ 1,..., My + Ms) 


erfiillen: 








6 X.£ w dr* 
7, ( » Q, » =) = 2x" RH Nt) pb) / tog (4) + 
N(t) 


+0(X,-++X, H(t e~ eV log(Xi--"XaN WO) , 
wobei drt* = dr*@) ---dr*™, & die Menge aller Punkte t aus E mit 2\?| < 
sr =X, (l=1,...,m), y2 #%| Ss [es X, (L=n4+1,...,n), 
0s argr < 5, (l=n,+1,...,m+ mq) ist und die O-Konstante nur von 
K, f, und f,, aber nicht von t,b, 9 und den 5, abhéngt. 

Beweis: Jede Zahl w aus Q(t) laBt sich eindeutig in der Form w = @7 
schreiben, wobei @ eine ideale Primzahl ist. Ferner gibt es zu o eine total- 
positive Zahl o, aus K mit 9, = o modbt. Setzt man 6 = 9, ¢-', so ist 2;(b6, 0, 
X,, £,) gleich der Anzahl aller idealen Primzahlen @ mit @ = 6‘*modb, @6-!> 0, 














mR 


wy 


=! i 














Goldbach-Vinogradovscher Satz 363 


jo)! < ¥,(l=1,...,),0 S argo + argt < &, (l= n,+ 1,..., m+); 
also folgt aus Hilfssatz 14: 
YS rt 


> w En.+ sae 
7 (6, Q; X,, ,) _ eS RNS fe * 7 eg th) + 


+0(Y¥,-: Y,e~ eV toa(¥i---¥a)), 


Durch eine naheliegende Substitution im rechtsstehenden Integral und mit der 
Formel |N (#)| = N (t) gelangt man dann zur Behauptung von Hilfssatz 15. 

Hilfssatz 16. Sei 6 ein ganzes Ideal + (0) von K. Dann ist die Anzahl der 
Zahlen w aus Q(t) mit |w| < |A|, (w, bt) + t héchstens O(a*—1 log 'N (b)). 

Beweis: (w, bt) + t bedeutet @ |b, wobei @ die zu w gehérige ideale Prim- 
zahl ist mit w = ®t. Da die Anzahl der Primteiler p von b héchstens O(log N (b)) 
ist und es zu jedem solchen p nach Hilfssatz 5 héchstens O(a"-') Zahlen w aus 
Q(t) gibt mit (w)t-!= p, |w| < |A|, ist Hilfssatz 16 evident. 

In diesem Paragraphen sei € ein Punkt aus B,,a=a,, N(a) < ¢ und 
C¢=&< y. Nach Hilfssatz 16 gilt 





(61) T™(g) = ps Ag, (wm) e?**S(® + O(a"-1 log N(a)) . 
onsemots 
|o| < |4],(@, at) =¢t : 
Zu einem n-tupel s = (8,,...,8,) von ganzrationalen Zahlen definieren wir 
R, als die Menge aller Punkte t aus E mit 
8, A (fa? ] + 1)-1 < tM < (8,4 1) AM (fa?) + 1)-2 (I=1,...,™), 


8, || (a2) + 1) S fe] < (6,4 1) [AM| (fa®] + 1)-2 
(i= m+ 1,..., m+ mg) 
2708,4n,([a°] + 1)? S argr < 2m(8,49,+ 1) ((a?%] +1)" 
und die Summe 7'(™)(é), de 
TE = Arm (eapePat to, 


WE AHOAR, 
@ = 0,mods,(@,at) =t 


Dann folgt aus (61): 


(62) T(™ (&) + O(a"—" log N(a)) = J’ T™ (E),+ Y T(E), , 

seJ, seJ, 
wobei J, die Menge aller n-tupel s mit 0< s, < [a?%)] (J=1,...,n), 
Min(8,, . . ., 8n,+n,) < [a] und J, die. Menge aller s mit 0 < 8, < [a?%] 
(J=1,...,m), Min (8,,..., 8p,4n,) = [a%] sei. Die erste der beiden rechts- 


stehenden Summen ist dem Betrage nach héchstens gleich der Anzahl aller 


ganzen Kérperzahlen, die in 5’ &, liegen, so daB aus Gitterpunktsbetrachtun- 
scJ, 


gen in E* folgt: 
(63) d T™ (§),<A*a~*. 


scJ, 
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Weiterhin sei s aus J,. Wir zerlegen 

(64) TI™(E),= 2D T(é),,.. 
e modat 
(e,at)=t 


Hierbei bezeichne T(™ (£),,, den Teil von 7 (£),, der zu den Werten w = 0 
modat gehért. Offenbar ist 
(65) T™ (E),,o= 0 fir 0 = Om mod (,at). 


Ist 9 =¢,, mod(s, at), so gibt es eine ganze Koérperzahl 0, mit 9, = o,, mods, 
0,=eomodat. Wegen (9,,5)=(¢,5)=1 ist (0,,5at(s, at)-*) = (0,, at) 
= (0, at) = t und somit nach Hilfssatz 15: 








l= x 1 
ME QIN, ME QHOR, 
@ = om, mods w= e,modsat(s, at)-* 
@= emodat 
(66) w dt* ~6 
™ Qa"RH N(t) rears | (ye) ee 
8 \ Nit) 


wobei die positive Konstante c, und die O-Konstante wegen s€J,, 
N(sa (s, at)-") S #*N(s) nur von K, r, f, t und s abhangen. 

Sei 6 der Punkt aus X, mit den Koordinaten B= s,A([a?®] + 1)-} 
(=1,...,m), BO = 4/2] ([a2%] + 1)? exp (Q7i 5144, ({a2] + 1)~) 
(L=n,+ 1,..., + mq). Dann folgt fiir alle m aus Q(t). R,, wenn man den 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die Funktion A,,(m)e®*#5@° 
anwendet und (13) sowie s € J, beachtet: 


Ag, (w) e2** 51%) ~~ A,, (B)e2** S80 


msm jo] — |p] A n 
(67) < 2D Fay + De larga — arg BO) + 2 |w — BO| [6 
l=1 l=n, +1 i=l 
< Aa-?*%(Aaq~%)-14 q~ 294 Aa-2%h-1i"-1 <a~* : 


Aus (66) und (67) folgt: 


R 
—t, a a~%, dr* 
ms + Sea, a | = (48) GAdawodn. ef 





T\™ (€).,0= Sans RH Nit) pleas, at)-*) 





w A,,(B) e&*#8 en +22188D / - dr* 


(68) 








N (t) 


Fir alle t aus &, gilt die zu (67) analoge Abschatzung 
Ay, (B)e2** 560 - An (x) e2*#S¢r0) <a~™ : 
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woraus mit (68) folgt: 














” w et 28” A,, (2) e2&##88D 
T™ (€)s,0= gaa RHN(]) peale,at>) (22) + 
M(t) 
(69) e-% dr* a 
+0 [Seateat-) / lon (4) +Are“V@\ (9 =a, mod(s, at)) . 
* | Oy 
Setzt man fiir beliebige Kérperzahlen y: 
P,(y) = -. e2riS(cy) (a=a,;m=1,...,r), 
o a 


(,at)=t 
o= o,,mod(6, at) 


so erhalt man nach (64), (65) und (69): 


m w P,,(y) A,, (1) e8&2480D 
T(™) (€),= 2" 2™ RH N(t) y(sa(s, at)-*) / (22) dr* 4- 








N(t) 


x? 
dr* s 
+0 {ap Vor + im Ane-eVa (8 EJ) .. 
J ¢ (ay) 


Re 
Hierbei wurde die Abschatzung 


dD 1= ¢(a) < y(as(s, at)-) 
emodat 
(e,at)=t 


benutzt. Nun ergibt die Summation ier alle s aus J,: 


m _ w P,,(y) A,,(t) et xi sire 
a T' (€), = 2" 2™ RH N(t) ¢(sa(s, at)-*) / (79 dt* + 











sed, , Fa) 
(70) _ 
ofp O a~% . + az"? im Aneta : 
log (3 ) 
V(t) 
R* 
wobei R die Menge aller Punkte rt aus £ sei mit 
[a%) ([a?*] + 1724 = 1M < AM (i= 1,...,m), 
[a] ([a2%*] + 1)-2|AM| < fe] < JA) (= n+ 1,...,n). 


SchlieBlich folgt mit der trivialen Abschaitzung 


I (log (Fo) ae <A" 


aus (62), (03) und (70) der 
Satz 3. Fir alle £ aus B, gilt 


Tim) (&) = seat) WB" (2) + Oana), 





2 x™ RH N(t) p(sa(s, at)-") 
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wobei 
2nisird 
WD (£) = f Say £17) Aa Gol EE 
(rie) 
sei. 


§ 6. Die Summation der singuliren Reihe 


Bei der spateren Auswertung der Integrale (19) wird die singulire Reihe 
©,(A) in folgender Gestalt erscheinen: 


“i e-2xis(yd ul 
So) oe NO weeate, ty LT Pm(0) 
Hierbei ist a = a, gesetzt, und y lauft tiber alle Kérperzahlen y aus einem 
vollstandigen Restsystem modd~-!. Wir wollen fiir G,(A) die in Satz 1 aus- 
gesprochenen Eigenschaften ableiten. Zunachst schicken wir einige zahlen- 
theoretische Hilfssitze und Bemerkungen voraus, die nach einer Methode von 
RADEMACHER [6] bewiesen werden. 

Hilfssatz 17. Seien a,v,t und b ganze Ideale + (0) von K mit t |av, b| a, 
ferner v und a ganze Koérperzahlen mit (a,t)=1, und y eine Kérperzahl mit 
a,= a. Setzt man ‘ 

S,= Dy e2*tSlery) | 


so gilt 
0 fiir (bv, r) +1, 
(71) S,= 0 fiir (bv, r) = 1, a(bvr)-! ty, 


is a \... 
etaisiaxrny (2) fiir (bv, r) = 1, a(bvr)-" |r, 
wobei x eine ganze Kérperzahl sei mit 
(72) x= I1modr, bp|x. 


Beweis: Ist (bv, t) +1, so ist wegen (bv, r)|(o, tr), (0, t) = (a, r) = 1 die 
Summe S, leer. Im Falle (60, tr) = I sei £ eine beliebige Zahl aus bur. Da dann 
mit g@ auch 9 + # die Summationsbedingungen von S, erfiillt, folgt 


emodar 
e@=amodr 
bole 


S,= > ez 2i So + Bry) — e2** S(br yg. : 


Somit verschwindet S,, wenn in bvr ein # mit nicht ganzrationalem S(f¥v y) 
gefunden werden kann. Ein solches f existiert genau dann, wenn (bvrd)-! + vy, 
also a(bvr)-! +» gilt, womit der zweite Teil von (71) bewiesen ist. Gilt 
a(bor)-' |», so hat »yd héchstens den Nenner bvr, und deshalb bleibt S, 
ungeandert, wenn wir jedes 9 durch eine mod byr kongruente Zahi ersetzen. 
Sei x eine Kérperzahl, die (72) erfiillt — wegen (bv, r) = 1 existiert ein solches 
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x —, 80 folgt, da 90 = ax mod bot ist: 
— p2riS(axry) — ertiS(axvy) #2 
S,=e xy i=-e N(<), 


womit auch der dritte Teil von (71) bewiesen ist. 
Hilfssatz 18. Mit den Bezeichnungen von Hilfssatz 17 gilt 


xy extsern 0 fir (v,t) +1, 
eniod ae dee w(b) N (2 pe) aaisenen fiir (v,t) =1, 
(eav)=0 etae 
a(b or) |» 


worin x gemaB (72) von b, v und t abhédngt. 
Beweis: Mit der Abkiirzung 


T.= SY e&risern 


(¢,av0) =co 
fiir ganze Ideale ¢ wird 


B= FE saison. YM, 


b\cja emodan bicla 
@ =amodr 
(@,av) = eo 
also 
LO So= & Mlb) X T= LT, Y plo) = Tw. 
ja bicla Ijcla ilbje 


Hieraus ergibt sich mit Hilfssatz 17 die Behauptung von Hilfssatz 18. Zwei 
Spezialfalle von Hilfssatz 18 wollen wir noch besonders hervorheben, da nur sie 
im folgenden gebraucht werden. 

Erstens erhalten wir fiir p = t = (1), a = 1: 


D> e22i Slory) — x wo v(t ) aiscern, 


emoda 1|bla 

(e,a)=1 ab-'|» 
Da ab-'|» und nach (72) 6|x gilt, so ist a|vx, also xv yd ein ganzes Ideal, so 
daB sich die vorige Gleichung bei Einfiihrung der Summationsvariablen 
¢ = ab—! vereinfacht zu 


(73) a erti Ser; Pan DD u (=) N(c). 
é rey Ije|(a,r) 
2,a) = 


Wenn 9 ein verkiirztes Restsystem moda durchlauft, so durchliuft 8 = yo 
ein System von modd~! inkongruenten Zahlen von K mit a;= a. Somit geht 
(73) tiber in 


(74) oy eri See) p - n(*)N(). 
Bmodd ! 1] ¢| (a, r) ¢ 


a,=a 


B 
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Zweitens sei v = t, t = (8, at), y= 1 und «=c,,. Dann folgt aus Hilfs- 
satz 18 bei Beachtung von (t, r) = (t, s): 


0 far (t,s) +1, 


(75) Pauly) =) 2 MON (pe) ea S0*” far (t, 6) = 1. 


wt be 1 
albtr 


Ist (s, t) = 1, so ist r = (6, a) und, falls zusatzlich 1 |b|a, (bt, r) = 1 erfillt ist, 
ist a(br)-* ganz. Wenn man ¢ = a(br)~? setzt, so sind also im Falle (s, t) = 1 
die Bedingungen 1\bja, (6t,r)=1, a|btr dquivalent zu 1 |c|(ar—, t) 
(at(cr)-?,r) = 1, und dieses ist wegen ¢|t,(tc-?,t)=1 wiederum gleich- 
bedeutend mit 1 |¢|(ar-, t), (ar-1,s) = 1. Hiermit folgt aus (75): - 

0 fiir (s,t)+1, 

0 fir (6, t)=1, (ar-4,8) +1, 


(76) Paly) = 
Dy u( S_) N(c)ePat Senn” fir (s,t) = (ar—,s) = 1, 
1|¢|(at-*,t) ct 


wobei a = a, und r = (6, a) ist und die Kérperzahl x von ¢ und r gemaB den 
Bedingungen x = 1 modr, at(cr)~" | x abhangt. 
Hilfssatz 19. Fiir zwei ganze Ideale f und g + (0) von K sei 


(77) O= F u(S)vo, 
1<l(¢.f) 
und fiir ganze Korperzahlen v sei C,(v) = C,((v)) gesetzt. Dann gilt 
(78) Cs,¢.(f) = Cy, (PCs, (f) fiir (Gy, Ga) = 1. 
Ferner ist fiir ein beliebiges Primideal p (s ganzrational = 0): 
0 fir pe" +f, 
(79) Cya(f) =\— N(p)*-? fiir p?* | f. prt, 
p(p*) fir p*|f. 





Beweis: Hilfssatz 19 leitet man leicht mit den bekannten Eigenschaften der 
MOobiusschen und Eulerschen Funktion her. 


Wegen ¢(as(s, at)-?) = y(ast—) = y(s) p(ar—) fir (s, t) = (ar, s) = 1 
erlaubt @,(A) nachi (76), (74), (77) und (78) folgende Schreibweise : 
S,(A) = 0 far (6, t) +1, 
S,(A) = N(t)-" g-" (8) 2 gy "(at-*) x 


(ar-*,s)=1 


“(Assn gol) 


(80) 1jedi(ae“iy \™ >, 


4,-¢ 
=Nerre) Eger) ES (I (u(S) Mm) * 


(at's) = 1 Neviiae 1 t) 


<0 ( Sem 3) (Seon) 





iy 
ul 
ly 











ler 
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fiir (6, t) — 1, wobei tr = (a, $) und ~,, jeweils eine Kérperzahl mit 
(81) %m = 1 modt, x,, =-0 modat(c,,r)-! 
ist. Nach (81) gilt 
r r a r a 
(:. 2 ontn— a) = (2 on- a), (:. momen a) = (=, a) 
und somit nach (77): 
c.( Sen i) =¢,( Pe. i), Ce Fes a) =C. (A). 
m=1 m=1 t \m=1 7 
Hiermit folgt aus (80) und (77) fiir (s, t) = 1: 


ip ale Car-*(t) \r " 
(82) = NYTer(e) F (Fiery) C2 (2) C( ¥ on- i). 


m=1 





(at-*,s)=1 


Durchlauft a alle Ideale mit 1 | a, (a(a,s)~-!,s) = 1, so durchliuft das Paar 
(t,t) mit f= a(a,s)-?, r = (a,s) die Gesamtheit aller Paare (f,r) mit 1 |, 
(t,s) = 1, 1 |r| s genau einmal. Somit folgt aus (82) fiir (s, t) = 1: 


C,(t)\r t 
=== O,(a 5 ol : 
Md =H) e( eiede.-at(e) (») 


1|t\s 


(83) ©,(A) = N(t)-" g-*(s) 


Nun ist 


w(S)¥m= Nw) FT ate’ 


1|w|(¢, 2 o,—A) 1[t’'|sw-" 


_ {0 far 6 +(L' on— A), 
~ |N(e) far s | (Yo,,—A), 


ijeti|s 1/wl(c, 2o,,—A) 


so daB wir aus (80) und (83) erhalten 
0 fiir (5, t)+1 oder fir >’ o,, + A mods, 


m=1 





N(s) Cr(t) \r 
(84) SA) =) NO FO spd a1 (Gay) oe 





fir (s,t)=1, 3’ o,, = Amods. 
m=1 


Zu jedem Primideal p von KX definieren wir eine ganzrationale Zahl s, = 0 
durch 


p?it.p?’ st. 


Nach dieser Definition folgt aus (84) mit (78) und (79) fiir 


(6,t)=1, S o, = Amods: 


m=1 





N(s) 3 —1 y\ 
@) 6.A=swgay HT ( Sc.) + (sez) Crp 1(0)). 
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Aus (85) folgt zunachst, daB 
(86) 6,(a) = 0 fart +A. 
Denn im Falle t + A, (t,s) = 1 gibt es ein Primideal p mit p +s, p* | A, p**1 + A, 
wobei 0 <= k < 8,, und somit ist nach (79): 
8p aml r k 
Z Cpa) + (oat) Cre A=  9(p") — Nip) =0. 


Fir t| 4, 5 o, = A mods, (t,s) = 1 erhalten wir aus (85) mit (79): 
m=1 


7 6.0~ xe ras (wat) FE (- Crta)”) 
Pp ug pj ata 


In (87) kénnen verschwindende Faktoren nur fiir solche p auftreten, fiir die 
N(p) = 2 ist. Ist 2 das Ideal von K mit der in Satz 1 angegebenen Bedeutung, 
so isolieren wir die eventuell verschwindenden Faktoren in ©,(A) wie folgt: 


etary 4 HE (-(xeta)) HE -(waa) | 


N (ty? g(s) pis N(p)—1 prs N(p)—1 
(88) pratt” p | at 
N(p) >2 Nip) >2 
wobei 
—1l r anf r-1 
A= 1 - |—————_ 1 —- (————_ 
i ( (rm—t)) iT ( (m=) 
pyar p| at 
gesetzt ist. 


Ist r gerade, so kann nur im ersten Produkt von A ein verschwindender Faktor 
vorkommen, und zwar genau dann, wenn es ein p gibt mit p| 2, p + At", 
was gleichbedeutend mit 2+ At! ist. Im Falle, daB 2| At-, ist das erste 
Produkt leer und das zweite besteht aus lauter Faktoren 2. Bezeichnet man mit 
g die Anzahl der Primteiler von 2, so gilt also bei geradem r: 


0 fir 2+At, 
~ (2° fir 2| At. 
Mit einer analogen Uberlegung findet man fiir ungerades r: 
A 0 fir (2, At?) +1, 
~ (29 far (2, At) = 1. 
Diese beiden Ergebnisse tiber A lassen sich zusammenfassen zu 


2° fir 2|r, 2 | At oder fiir (2, r) = (2, At) = 1, 


0 sonst. 


@)  a=| 


An (84), (86), (88) und (89) liest man unmittelbar die in Satz 1 aufgezahiten 
Eigenschaften von @,(A) ab. 











g, 


pen 
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§ 7. Die Auswertung der Integrale 


Hilfssatz 20. Fiir beliebige reelle Zahlen z, v, 8,, 8g, 8, mit 8, > 8, > 0, 8,2 1 
und fiir alle ganzrationalen k = 0 geniigt die Funktion 


P,,(8,, 89) = f anverutetog (a u 





848 
der Abschitzung ? 
(90) ©, (8;, 8) < Min (ses.k!, 8, log* (**), a log* ( %)). 
Ist zusiitzlich |2|-1 > s,, 80 gilt 
(91) ®,,(8,, 89) <q (83%! + | log (s,s, |z|)|*) . 


Dabei hiingen in (90) und (91) die O-Konstanten nur von v ab. 
Beweis: 


& 
1. Offenbar ist ®,(0, s,)< { du=s,. 
0 


-2. Fiir |z|-! < s, gilt 
le-* 


®, (0, a) < | du+ Lomein < ae 
0 je? 


i2| 


" 2niusz 
+ wf — ui*-ldu| < 
a etnmius l ‘ l rs 1 
+ Lane ute <a tm wtdu<r. 
Aus 1. und 2. folgt ®,(0, 8.) < Min (8, |z|~*), also 


(92) |Pp (8, 82)| S |Po(O, 8,)| + |Po(O, 82)| < Min (89, |2|-*) . 
3. Mittels partieller Integration und (92) erhalten wir 





+ 





(‘soc u'® & 


2niz Ji\zd- 








etnius 


<at leer], 1+ 

















®,,(8,, 82) = Dy (8;, 82) log* (5 )-#f ®,(8,, u) log*-* (+ ) >. < 


), 


84s 
4. D,(8,, 89) <| log* (**) du = 8,8,k!. 
Aus 3. und 4. folgt (90). Ist s, < |z|-! < 8, so folgt aus (90): 





<Min (%» 7) (2 








|P, (8, 83)| S ®, (s,, a + ®, (Gr , s,) < ae! + a |log (8,85 |z|)|* , 


womit (91) bewiesen ist, denn fiir |z|-! > 8, ist dies nach (90) richtig. 
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Hilfssatz 21. Fiir beliebige reelle Zahlen z, w, v, 8,, 8g, 8, mit z > 0, 8, > 8, > 
> 0, 8, > 1 und fiir alle ganzrationalen Zahlen y, k mit k > 0 geniigt die Funktion 
2x & 


YW, (8, 83) = / / etniezcos(¢+¥) + ive piv +! logt (£-) dgdo 
yg EE at rey 
(93) Py (sy, 44) < Min (eBsgk!, of log (22) , 3!*2-*Logt (S)). 
Ist zusdtzlich z~*/* > 8,, so gilt ; 
(94) Pi, (81, 82) < 2-97 (sk! + 83” |log(s$8y2°*)|*) . 


Dabei hiingen in (93) und (94) die O-Konstanten nur von v und y ab. 
Beweis: Aus der Theorie der Besselschen Funktionen ist bekannt: 





2x 


2 \l2 x x 1 
(96) J4(2) = (5) (cos (x - 4* — 7) +.0(7)) 
fiir alle reellen x + 0, wobei die O-Konstante nur von y abhangt [10, 2 - 2(5) 
und 7 - 21(1)]. 
1. Offenbar ist 


22 22 
(95) J, (2) -_ ax | ef(ve—z8ing)d » ‘= (—ty / el(uet eos #)d wp ' 
0 


Pols, 4) <[ ode <a. 
0 
2. Mit (95) und (96) erhalten wir 


Y(s8;, 8) < + fow x2 do < 





4S: 
f cos (4x02 sa +. = +) of +1/2 2-1/2 do 
4; 





< + 





& 
—e = [cos (4292 — a — <) do 
& 





8, e 
+ ocmen de | cos (4x22 -~%-F)de 
(#1 % 


Aus 1. und 2. folgt 


+ sil? 2-3/2 < gilt 2-9/2. 





Yo (8;, 8) < Min (s2, s}/* z-9/%) . 
Hieraus gewinnt man analog zur Herleitung von (90) und (91) mittels partieller 
Integration die Abschatzungen (93) und (94). 
Hilfssatz 22. Sei 3 die Menge aller Punkte t aus E mit |r| < |A|,r > 0, 
und sei 
{-1 


m= 5 mi (0 Jogt (NO) _ 
Be C= 2 iar | Ante t3( log" (sam) a 


se 


f-1 “k Mm TM, k 2nisirt> 
(97) = £ > An (2) Amit) ( re? ) [aos 
l=1 








bo (naytt* OUmt A, (A) An (t) 


oe. 
(m=1,...,7;0€£). 














r 
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Dann gilt fiir alle Punkte € aus E und fiirm=1,...,r 


(98) W™ (C) — BI" (2) < A*a-f-,, 
(99) B™(C) < W, (2), 

(100) Wi) (0) < W, (0) + Ara, 
wobei 





e-1 2 


a+1 
m™ + My Boa Mi atl hog ( 
W)=— in (42, 4 = eo fe log \A a ) 








’)) 


gesetzt ist. 
Setzt man 


B*(t) = z var | A(t) e***0°D logt (7S) dee, 





so gilt 
(101) WB (f) — B*(t) = 5 eae / An (t)2** 5" log (sah) dr*. 
Auf Grund der Identitat 

loo (DD) 4, Saae Beal el oe" aero!) 





By, -y linn, BO 
es en 


ist jedes Integral auf der rechten Seite von (101) eine Linearkombination von 
Integralen, die sich alle als Produkt von n, Integralen der Gestalt ®, (s,, 8.) und 
von n, Integralen der Gestalt ¥Y,(s,, 8,) darstellen lassen. Daher folgt aus (101) 
mit (90) und (93): 


k! 
ET... Real 








Wim) (2) — B*(L) <2 ort M20 
k, +e + kn, +n, =k 


a@—1 


1 
(102) “Hl “Min (4%k,/, A*logh(2.N(t)a"%), A? 2 IC|- Flog’ (2.N (t).a"®)) 
a-1 _a 
‘wade “a! " “min (48, 4 Az? [go *r)). 


Mit demselben Verfahren gewinnt man 
eee 8 N(A) Nit 
(103) B)"(0)- BC) < EF Goer | lost ( BONO) aye ana. 


S*—Re 


Aus (102) und (103) folgt (98). Analog zu (102) beweist man mit Hilfssatz 21 
Math. Ann. 143 26 
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und 22 die Abschatzung (99), naémlich 


im) 1 v k! 
PO<D eer 2 | arkar* 





nm, +My ( — e+1 


. Se. ea +1\\ki 
11min (4%e,t, A= (eo = (e41 + hhog (4njg{"2)|")) < wee). 
l=1 


SchlieBlich resultiert aus (102), (103) und (99) die Abschatzung (100). 
Hilfssatz 23. Fiir beliebige reelle Zahlen x,,..., x,,g mit g > 0 werde 


oo g 
F =F, (2,; - . +) Ly) = | ome Wi { / ensewmae dz 
m=1 
0 


gesetzt. Dann ist 
r 
’ IT T+ tx) 
r—-1+i J tm =i 
F=g9 mol = > Rn 
r(r+i by =.) 
m=1 


Beweis: Wir definieren fiir reelles s > 1: 








2a+ic g 
F(s) = ai / “ AT (/ e~ 4 ty tm | dz. 
2n—ico 0 


Mit der bekannten Formel 


1 Bert ops ae 0, 
- ode ~ Fes ir y> 


, (y reell) 
ant ae A 0 fir ys 0 
erhalten wir 
l . 
F(s) = 7 | Be uj*... ub (g —u,—---—u,)*1du,...du, 
++" + So 
Gicceg u2o 


IT Ti + iz,) 
m=1 


r 
r+8s—-1+i J wt 
m=1 





r(rteti ¥ =.) , 
, w==1 
Wegen analytischer Fortsetzharkeit gilt dies auch fiir alle komplexen s mit 


r+ Res > 1, also speziell fiir s = 0. Andererseits ist nach dem Cauchyschen 
Integralsatz *) : 


co +t g 
r 
F = / e-2nigz IT (emer e) dz 
- m=1 
—o +i 


2a+ic " g 


m=1 
2x-iw 








*) Fir diese funktionentheoretischen Uberlegungen sind Integralabschatzungen aus- 
reichend, die sich z. B. leicht mit (90) herleiten lassen. 














‘it 
on 
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Hilfssatz 24. Fiir beliebige reelle Zahlen 2,,..., 2,9, Wo mit g > 0 und fiir 
beliebige ganzrationale Zahlen y,, ..., y, werde 


D = Dory, (Ty - + +» Ter Yar + + +> Yr) 


g 
<p [a ( [ peony + “~anay) x 
m=1 stoste 


vy=0z=0 
x e~1igzcos(y + ve) z dzdy 


gesetzt. Dann gilt 


r r 
Ss) _ Qr-Sqr-ig Yt ‘Zt Pee Fe x 


(104) , he } 
itm 
x [ HA [omtenws e) 7 £4,845. 
é é 


Fiir 9 = 1, Yo= Im= Ym= 0(m = 1, . . ., 7) ist insbesondere 
(105) ga2-twi—ts [ Htt ae) S>o. 
6 
Beweis: Die Identitat (104) leitet man durch einfache Umformungen mittels 
(95) ab. Fir g = 1, yo= %—n= Ym= 0 (m= 1,..., 17) folgen aus (104) mit den 
bekannten Relationen [10, 3 - 2(3)]: 
‘ 
f[J,(ujudu =J,(z)z, zJ9(z) = zd} (z) + J, (2) 
0 


die Gleichungen 


grtta ett gm [ Ji(2) Jole)2-"dz 
é 
Ltd 
é 


i-r co 
= [eA] + Ar [aor ‘dz, 


womit die Identitat in (105) bewiesen ist. Die Positivitét der rechten Seite 
von (105) ist fiir ungerades r trivial, fiir beliebiges r > 4 kann sie mit den be- 
kannten Abschatzungen [10, 3 - 1(8) und 2 - 2(5)]: 


J,(2) = Max (0,5 —) (Oszs72), 


\J,(z)| S11 (— 0 <z< oo) 
26* 











376 Orro K6RNER: 


etwa wie folgt nachgewiesen werden: 


[ merase [ 5@eras— [erase 
0 x 


2 
l 2 r+1 n'-' 
= | (z-is) zdz— ot >0. q.e.d. 


Nun sind wir in der Lage, die Integrale von (19) auszuwerten. Zunachst folgt 
aus Satz 3 mit Hilfssatz 22 und der aus (76) resultierenden Abschaitzung 
(106) Pay) SF N(e) <1 
c 


die Approximation 








r w a? 
IT T(™ (~) = (= n™ RHN(t) ¢(as(6, at)—) ) = Pal) Wim) (¢)) + 


m=1 
+ O(AT*a-(p (a))-*+ 1) 
fir alle aus B,. Die Integration iiber B, bei Benutzung von (13) und die nach- 
folgende Summation iber alle y aus J" ergeben 


Dm [esses Wi T™) (&)d &* 











(107) re" i —_ 
f w r e7txisay Ll Ane-D 
/ (new) *. Nit) ¢ (as(s, at)-) ET Pauly) R (a) +0( ae ) , 
wobei 


R, (A) = [essen IT ™ (tyac* 
m=1 
F} 
und F,, die Menge aller Punkte ¢ mit ¢ + y € B, sei. 
Hilfssatz 25. Es ist 
‘ r f-1 air—1) ay 
R, (A) = (2-8 a1)" TT Aga) SA +. 0(25-). 
m=1 k=0 


(na) +k a’ +s 





Beweis: Mit Hilfssatz 22 und (13), ergibt sich 
R, (A) — / e-tisaty JT BM (C)dl* < 
% m=1 


re z, por i [eB™ (2) — BP (C| fone + Ata~%)r-1 dl* < 
(108) Y P 


A>? A-te-? 
a mM, @—1 _ ati r—1 a—ld 
<*, Il [/ arrose | (4 2 u :) 9 ‘): 
1 


=1 


gts 
+ A®an-t-f Am r-V g—C-1) % (h-1yn—1yn < A*-Ya-r-t 
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und mit (12): 
[ermseo i BP (C)ac* map coriten ITO (tyace < 
m=1 m=1 
Fy 


< oH (Wye) det < 


° p2tt 
10 wt (14 
aw 
nn 


m+, a 3 ap Atl 
x IT A** udu + A2t? uw 2 x 


l=1 
i+j A- 
( “s) r (f—1) 
x h.. log \A% u 2 Jet )| < 
a 
< At(t-)) q-t-!. 


Ferner gilt nach (97), Hilfssatz 23 und 24: 


—2ni S(t) Tom d —2iS(Al) a * 
f° ew f (¢) Cf = e so (nay x 


Ee 
r fm + a Kn A a(t) aero _acomeese > 
x ps IT open ( ~, “ i) [4 A,(A) An(t) a 
=e de 


+1 
log \A%u * } loos 2 ) 








r(f-1) 
Jers du Xx 


(109) 




















aw 
™ + a\* 
IT (Am(A) A(t) Dé ae (x *aE OS egal 
m= arr OSh,..ksf—1 \t=1 9 9% 
(110) kit +hp=k 
(mMt+M™ a\* + n 
(Ee ge)” TT mA) Au(t* Bro 40 -- +) x 
t=1 rt} mat t=1 
mm + My 
oar IT _ Diam. arg am (V2, - + 9 Ung, Wags s+ +> Wey) 
=m + 
= (2°-3 _r—1)™ TT An (A) x taper + OUAMe-D arf, 


Aus (108), (109) und (110) folgt die Behauptung des Hilfssatzes 25. 
Um die singulire Reihe ©,(4) von § 6 in (107) einzufiihren, schétzen wir 
folgenden Ausdruck mit (106) ab: 











e-2ristyd bh Aner-v 
sill 1 N(ty gy’ (as(s, at)-*) ,, iT Pauly) Ea (nay ** < 
Nay) >e 
(111) < 1 Ane-» < 1 Ane-) | 4ne-v 
y modb-! gy’ (a) a ija gy’ ~*(a) a art+l 


N(ay) > N(ay>e 
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Aus (107), (111) und Hilfssatz 25 folgt: 


> Oy f eee i T™) (é)d E* 


ver m=1 

(112) BY 
1 

~ "(8x)" (a= RH 





\'S,a) I IT An a 5 . a = +0(“T). 


~ (nay +k arti 


Zur Abschatzung des in (19) stehenden Restintegrals wenden wir Satz 2 an 
und erhalten 


| eae: Wi T™ (€) d&* < 
G ss 
(113) 


< sup 
eG 





IT Tr (£) [cre ir eines < 
Fe 


. < An(r—2) ai2—®) (r—2) A* < A*®(t-) q-t-!. 


Von (19), (112) und (113) gelangen wir unmittelbar zu Satz 1. 


Zusatz bei der Korrektur: Inzwischen erschien von T. Mrrsu1 die Arbeit ,,On the Gold- 
bach problem in an algebraic number field I, II.‘ J. Math. Soc. Japan 12, 290—372 (1960), 
in der unser Satz 1 fiir den Spezialfall t = s = (1), A, = --- = A, = 1 bewiesen wird, 
allerdings unter Verzicht auf eine asymptotische Reihenentwicklung und ein bestmégliches 
Fehlerglied (s. S. 360, Theorem 10.1). 
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Theory of Lower Bounds for Risk Functions in Estimation* 
By 
M. M. Rao in Pittsburgh 


1. Introduction: The general problem of this paper may be described 
briefly as follows. Let 7 be an estimator of the parameter @ of a probability 
density function p(x, 6) where x = (x,,..., Z,) is a vector of observations on a 
(vector or sequence) random variable (r. v.) X, and @ is an unknown parameter 
(a constant). Then without solving the distribution problem of the estimator 7, 
which is difficult in many situations, it is possible to present the best lower 
bounds for risk functions R(7',0)= £,W(T, 6), where HE, stands for the 
mathematical expectation when @ is the true parameter, and W(7’, 0) is the 
loss in choosing 7’ when @ is the correct value. The actual computation of 
R(T, 6) is much more difficult since it is related to the solution of the distri- 
bution problem of 7’. The main problem considered in this paper is, therefore, 
to obtain the best (in some sense) lower bounds for some classes of loss func- 
tions W(7', 6), which appear to be of considerable interest in theoretical 
statistics. The results are divided into two parts, the first containing the 
treatment of quadratic and related loss functions and the second containing 
the convex loss functions. 

If W(T, 6) is quadratic, several authors ({2], [3], [4], [7], [9], [12]) have 
considered this problem in the past, but only in the single parameter case 
extended discussions were given. The multiparameter case was usually 
restricted to unbiased estimation. As will be seen later in this paper, the 
several parameter problem is not an obvious extension of the single parameter 
case, however. A result on multiparameter estimation, without assuming 
unbiasedness, is given in Theorem 2 which unifies all the previous results and 
completes them (see the discussion at the end of the proof of that theorem). 
Also Theorem 6 and Corollary 6.2 give the exact relation between the earlier 
results ({2], [12]) and that of Theorem 2. The basic idea in the quadratic case 
is to find an appropriately chosen family of orthonormal functions, and then 
to obtain a convenient series-type lower bound. By extending this idea, 
however, lower bounds for a variety of other useful risk functions can be found. 
Some of them are considered in Theorems 3 and 4 of this paper. The treatment 
can also be given to certain other loss functions of this class. 

The second part of the paper considers convex loss functions, satisfying 
certain ‘“‘natural’’ conditions. Bounds for the associated risk functions are 
given in Theorem 7. Many known results are subsumed under this theorem. 


*) Supported in part under. Nonr. 2582 (00), Task NR 042-200, and NSF-G 14832. 
Math. Ann. 143 27 
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Also, for the unbiased estimators, the k-th(k = 1) absolute central moment 
as risk function has been considered in [1]. The main result in [1] is subsumed 
under Theorem 9 of the present paper where the loss function is convex-thereby 
showing the possibility of extending several classical results to the general case. 

The inadequacy of the quadratic loss was noted in the literature, [1], and 
it becomes more apparent especially in the problems associated with some 
stochastic processes where certain estimators have asymptotically the Cauchy 
distribution, and certain other distributions which do not have second moments 
(cf. e.g., [11]). In such cases the results presented here become particularly 
important. 

The present paper is concerned with only the theoretical aspect, and the 
applications to a number of practically interesting cases will be presented 
elsewhere. Further related problems (not treated here) are (i) explicit construc- 
tions of the best estimators (one case was treated in [1]), and (ii) bounds when 
the parameters, 6’s, are r.v.’s with an a priori distribution on A. It is hoped 
that these will be considered later. A susamary of some of the results of this 
paper was published in [10]. 


Part I. Quadratic Loss 
2. Assumptions. Let X be a (vector or sequence) r.v., defined on some 
measure space, taking values in a subset 5 of a real Euclidian space. The points 
of § will be denoted by x. Suppose a fixed o-finite measure yu, defined on a class*) 
of sets G formed of subsets of S, is given. Let 6 = (0,,...,0,) be in A, a 
non-empty subset of a real Euclidian k-space. For any x in § and 6 in A, let 
P(x, 6) be a distribution function which is absolutely continuous with respect 
to wu, with density p(x, 0). Let S, be the carrier of p(x, 6). Though, in general, 
S, depends on 6, it will be assumed, in the sequel, to remain invariant for all 
6 in A, and this set will, henceforth, be denoted by S. The following regularity 
conditions are imposed on p(z, 6). 
Condition I. For all z in S, and @ in A, ‘ 
® p(x, 6) 
0% 20%... 06% 


exists, where u = i, + i, + «+++ 4,, and u=1,2,... Note that for any given 


u there are VN, = (* " “) — I, differential coefficients. 


For the purpose of later analysis, arrange these derivatives in some arbitrary 
order. For definiteness, group the first order derivatives first, then the second 
order, etc., and within groups use a lexicographic ordering. Then eliminate all 
those terms that are linearly dependent on the preceding ones, and divide the 
resulting sequence by p(z, 6). Let D,(z, 6), or D; for short, denote the ith 
term. 

Condition Il. For each i, |p(z, 6)D,(z, 6)| << M,(x) such that {M,(z)dy< 

8 


< oo, for all 6 in A, and all i. 7 
~~ 4) ie., Borel field. 















































en 


me 
nts 
3s!) 
, a 
let 
ect 
ral, 
all 
rity 


ven 


ond 
e all 

the 
ith 


u< 








Lower Bounds for Risk Functions 381 


Condition III. The r.v.’s D,, i = 1, 2, . . . are square integrable with respect 
to p(x, 6)dy. 

Condition IV. If the column vector 7' = (7,, . . ., 7',)’ (prime for transpose) 
is an estimator of 6’, 7, with a finite second mounent and £,(7',) = 6,+ b,(6) 
= a,(0), say, where b,(6) is the bias, then all the partial derivatives of a, (6) 
exist with respect to (6,,..., 6,), forj=1,..., k. 

Here also all the partial derivatives of 21,(0), for each j, are ordered corre- 
sponding to the — of D,. This implies that if chao i 


_, at" + *p(z, 8) _ tt a0) 
P(z, 8) = 20% » then a§(6) aa 

It should be pointed out that the above conditions may be replaced by 
a variety of other conditions. One such set will be given later (cf. sec. 7). 
Only the third condition is important for the procedure given in this part. The 
results of this paper are applicable to both sequential and nonsequential 
estimation. In the former case the conditions I and IV have to be slightly 
altered. Generally, (not always), the r.v.’s are denoted by capitals, and the 
values assumed by them by the corresponding small letters. First an auxiliary 
result will be stated in the next section. 

3. Auxiliary statement. Let 2? denote the space of all k-dimensional column 
vector-valued functions f on S with measurable (G) and square integrable 
(p(x, 6)d ju) components /(j = 1, ..., k). Then &* is a complete linear space 
under the norm 








k 
Wie 3 J (9 (2)p(a, 0)d yu = tr(f, f). 


For any pair f,g in 2*, the (k xk) matrix (f, g) is defined as 
(f,9) = (/ fg p(z, da) 


Theorem 1. Let {g,} be a sequence of orthogonal (k x1) column vectors in 
2? i.e., (Gms Pn) = SmaI m, where bn,= 1 if m =n and zero otherwise, and J,,, 
is for some m, a non-null matriz. If f is any column vector with square integrable 
(p du) components and A,, is given by A, J,= (f, @,) then 


(1) E tr(AyJu,) Ss tr(f, f), 
and 
(2) 2 Andn As S (ff). 


In (1) tr stands for trace, and in (2) the meaning of the symbol A = B is that 
(A — B) is positive semi-definite for any two (k xk) matrices A and B. 
Remark: The inequality (1) (or (2)), for k = 1, is the Bessel Inequality. 


Proof: Let Qu= 3) Avy and By=  ~ Qu 


27* 
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Then it follows readily, from the hypothesis, that i 
n 
AJ j= (f, 93) = (Rus 95) + (24. Pir +) = (Ra, 93) + AyJ;- 
Hence (R,,, y;) = 0,7 = 1, . . ., n. Consequently, 


(3) tr(f, f) = tr[(R,, Ry) + (Qns Qn)] = 2 tA Ai) + ||R,||* . 
It follows that 


ST ee 





tri, = Str(AJ A}. 
t=1 


The proof of (2) is identical. Q.E.D. 
Note: The matrices J,, (Q,, Q,) etc., are symmetric and positive semi- 
definite for each n. It should also be noted that the matrices A, are uniquely 
determined if, and only if, J, are non-singular, in which case one can take 
J,= I, the identity matrix, by normalizing the ¢,,-sequence. 
Corollary 1.1. / { p,,} is orthonormal, i.e., (Pm; Pn) = Smnt, then if A,= (ft, Pn)» 
the inequalities (1) and (2) become 


(1’) 2 tr(An An) < trit,f), 

and 
ap ep ' 

(2’) 2 44n < (ff). } 


4. Lower Bounds in the Quadratic Case. Let J’=(7,,...,7,) be an 
estimator of 6 = (6,,...,6,) in A, as before. Suppose W(7', 6) is the loss 
function. The following forms of W(7', 6) will be considered, with risk, as 
usual, R(7', 6) = E,(W(T, 6)). 


k 6 
(4) wa(T, 0) =| 30. Oe] ® ,1< 854, 
i=1 
k 
(4’) W,(T, 6) ~~ A & (Pi 6,) (T;- 6,)a,a, ’ 
ij= 


where a; are arbitrary real numbers (non-stochastic and known). If 7' is 
unbiased, R,(7', 0) is the reciprocal of the concentration ellipsoid given by 
CraM&r ([4], p. 300). Instead of estimating 6 (or 6;) any Borel function of it, 
say g(@) (or g,(@)), can be estimated. Only a simple modification is needed to 
take account of this. 


Let (P= Dim —1 x+; for j = 1, +. ., kand f,,= (@, +. -» {®) > 


m=1,2,..., where D, are the r.v.’s given in condition III. It was noted in 
condition I that, if p(x, 6) is differeutiable u times, then there are N,, of the 
D,. Tf M, is the smallest integer not léss than (N,/k), then f,,,m=1,..., M, | 
are defined as above, where /'y,, will be completed by adding zeros if M, + (N,/k). | 
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Consider the particular space 2* generated by the vectors {/,,} and all finite 
linear combinations of them (i.e., if f,g € 2?, then also Af + Bg € 2? for all 
(k xk) matrices, of constants, A and B). If the resulting space is not complete, 
let it be completed by adding the limits of all such combinations under the 
norm ||fm||*=¢r(fms fm). Note that the space 2? remains invariant if the 
components of /,, for different m, are interchanged, so that the particular 
choice of / in the definition of /,, is not important, and any choice, according 
to convenience, can be made. 

Using the classical Schmidt provedure the {/,,} sequence can be ortho- 
gonalized, and denote by {¢,,}, the orthonormal sequence so obtained. Let 
A,,= (T,, Q). From the above assumptions, A, can be calculated explicitly as 
will be shown later. If 6 = 2 in (1), one obtains the following. 

Theorem 2. Suppose the density function p(x, 6) satisfies the conditions 
I—IV of section 2. Let T’ be a (row) vector of estimators and 6 the true parameter 
value in A. If R(T, 6) = E,W(T, 6) where W(T, 8) is given by (4) with 6 = 2, 
or (4'), then the corresponding lower bounds are given by 


(5) R(T, 0) =X tr(A,Ai), 
n=1 

6) R(T, 0) = 3 a'(4, Asa, 
n=1 


where a’ = (a,,..., @). The lower bounds in (5) and (6) are reached if, and only if, 
(7 — 6’) lies in Q?. The minimum risk estimator is essentially unique. 

The above result enables one to obtain the following interesting 

Corollary 2.1. In order that the lower bounds in (5) or (6) (and hence those 
given in [2], [4], [9], and [12}) for R(T’, 6), 6 = 2, may be reached it is necessary 
that the estimator T of 6’ be unbiased. 

Corollary 2.2. If there exists an estimator T (unbiased or not), of 6’, whose 
components have finite variances, and p(x, 0) satisfies conditions I—IV of section 
2, then an essentially unique r.v. T (0) with minimum risk always exists. An 
unbiased estimator of 0 can then be found if, and only if , T' (6) + 0’ is independent 
of 0’, which, when it exists, is also essentially unique. 

Corollary 2.3.. If a sufficient statistic, for 0, exists, then, when (T — 6’) lies 
in 2?, the unbiased estimator T is a (Borel) function of the sufficient statistic. 

Proof of Theorem 2: From the equations 


f p(x, 0)du = 1, f tp(x, 0) du = «(6) = (a, (6), ..., a, (4), 
and condition II (since Z,(D,) = 0, all i), it follows that 
E,(fn) = 0,m =1,2,..., 


and 
(7) (Eq( Tf) = (al"-* +5 (6), i, 7 = 1, 2,...,), m=1,2,..: 


Here the derivatives of «;(@) are arranged in the same manner as D,. 
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The proof consists of orthogonalizing the {f,,} to get a {¢,,} and applying 
Theorem 1 (or its corollary). For this, the classical Schmidt procedure is 
employed. Let m,;= E,(D,D;), which exists by condition III. Define the 
r.v.’s y; as 

seni . 
(8) ean re! Won =) mD,, 
Mg — yap ++ +9 M14 wes 
where m( is the minor of D, in the above determinant with m{) = 1. Note that 
all y, are linearly independent, since the D; are. Hence, M? = E,(y?) + 0 all i. 
Next, define the sequence 


(9) GO = Madness Ym—-yeepi=L....k and 
Pn = (GD), ..., A), for m= 1,2,... 
Clearly the { ¢,,} is an orthonormal (column) vector r.v. sequence, which spans 


the same 2? space defined at the beginning of this section. Further, £,(¢,,)=0, 
all m. Also note that 


(10) M?= E,(y?) = Ey (v2 Dy mi>D,) = m\ Eo(y,D,) = (M,_,M,), 
j=1 


where M? =|m,,m,,...m,,|, the determinant being represented by the 
diagonal terms. Let 7 = (7 — 6’). By hypothesis the components of 7’ are 
square integrable (p(x, 6)du). Define the (k xk) matrices A, by 


A, = (7, Pn) = (7, Pn) = (Eo(T e¥in-» e+r Moa 1e+ Ors 1.6, k) 
-” (Ce?) ? 
where 
(n—lk+r < 
Cr = Marys, 2 mir-Y* +") a0 (6), by (7) and (8). 
1 


From (1’) and (2’), it follows that 


(11) ir(T, T)=> Dy tr(A, A}), 
n=1 

(11’) (T, T= SA, Al. 
n=1 


Also from the definition of R,(7', 6) and R,(7', 6), one gets the lower bounds as 
k oo 
(12) Ry(P, 6) — Bo | ¥ (2, — 08] = tet, M) BS ora, 
t= n=1 


(12’) R,(T, 6) = E,(a'(7, T)a) = R a’'(A,A‘)a. 


Further, the equality in (12), and (12’), holds (in the sense of convergence in 
norm) if, and only if, 7 lies in 2? since the latter is a complete space and the 
Parseval’s relation holds . (Cf. OLMsTEap [8]. Some properties of 2? are given 
in WrenER and Masant [13].) 
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To prove the last part of the theorem, it suffices to observe that, if 7’, is 
another element in 2* such that (7',+ 6’ = 7, is an estimator), 


(13) T= Ann (in the sense of convergence in norm) , 
n=1 


where A, = (7', y,) = (7, @), then by the uniqueness of the representation 
(13), 7,= 7, or T,= 7, with probability one. Q.E.D. 

Remark 1: A convenient way of writing (12’) is as follows: Let V = (v,,), 
ie., (v,;) = (Z4(7,— 9,) (T;— 9,), i, =1,..., 4) = (7, 7). If T is unbiased, 
then V will be the covariance matrix of 7’. In any case, (12’) may be written as 


(12”) V2 Dd A, A; = B, say. 

n=1 
If V and B are non-singular, then from the inequality (since V => B) V-'< B-', 
it follows that, in the unbiased case, the concentration ellipsoid defined as 
(cf. [4], p. 495)a’V-a = k + 2, contains within itself the ellipsoid a’ Ba 
= k + 2, which in turn contains all other ellipsoids a’ By'a = k + 2 (for all n) 


where B,= 5 A, A}, and B, is, of course, assumed non-singular. The last 
i=1 

statement is a consequence of the fact that A, A), is a non-negative definite 
matrix for each n so that B = B,. The same result holds even ‘n the biased 
case, because (12’’) is true in any case. In the biased case, the ellipsoid defined. 
above may be considered as a generalized concentration ellipsoid. The special 
case when T' is unbiased was proved by Setu [12], (also see [2] and [1]) for 
finite n, under somewhat different assumptions, and a different method. If 
n = 1, the result was proved earlier, independently by Cramér [2] and Rao [9]. 
_ Remark 2: If I’ is a (k xh) matrix (1 < h < k) of rank h, and it is required 
to estimate 6J' (i.e., certain linear compounds of 6,), then the estimator 7’ J” 
has the lower bounds for the risk functions, analogous to those of the original 
problem, given by 


R,(T, 0, I’) = E,(T’— 0) PI" (T — 6’) =tr(I"T, IT) where T=T-6', 
> Suri", ALP), 


n=1 


V=I"VI'2 J (I’A,A,.). 
n=1 

Remark 3: The lower bound in (12) is the same as the sum of k lower bounds 
(for estimating 0;, i = 1, .. ., k) in the presence of (k — 1) nuisance parameters, 
so that (12) is really a one dimensional problem. However, this is not true with 
(12’) and all the above work is needed. 

Proofs of Corollaries: 

Corollary 2.1. Since every element in 2? has mean zero (and only for the 
elements in 2* equality holds in (12) or (12’)), if 7(= T — 6’) lies in Q*, then 
E(T) = 0 as well. Hence T is unbiased. 
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Corollary 2.2. Since the hypothesis of the theorem is satisfied, the only 
case to be considered is that 7’ is biased, i.e., JT — 6’ is not in 2? so that strict 
inequality in (12) or (12’) obtains. From the finiteness of the variances of the 
components of 7’, it follows that 


(14) R,(T, 8) < 0, all 6 in A (see (12)) , 
and 
(15) by tr(A,,A,) < co. 

n=1 


Then by Riesz-Fisher theorem ([13], p. 121) there exists an essentially unique 
rv. T(6) in 2? and A,—=(T’, ¢,), for which (with V = (7 (6), T(6)) and R,(T7,6) 
= tr(T(6), T(6))), 


(16) V = 5 A,At, and R,(T, 6) — ¥ tr(A, A’). 
n=1 n=1 


For the last part, one has, for each i=1,..., k, T+ 6,= f,(X), where 
{,(X) does not depend on 9. Since E,(T,) = 0, it follows that the vector 
(f,(X), -.-,f,(X)) is an unbiased estimator of 6 with minimum variances or the 
maximum concentration ellipsoid. Conversely, if 7 is an unbiased estimator 
with minimum variances for components, then 7 = T — 6’ lies in 2? by 
theorem. 

Corollary 2.3. If a sufficient statistic 7, for 0’, exists and 7 — 6’ lies in 
2?, then the corollary is an immediate consequence (vector analog) of the 
well-known Rao-Blackwell theorem ([5], p. 57). 

The case 1 < 6 < 2 in (4) will now be considered. Then the risk function is 


k 4/2 
R,(T, 0) = E, » (T;- an] . Surprisingly, many difficulties arise in this 
i=1 


case to give a lower bound corresponding to (12), and further assumptions, 
on p(x, 6), are needed, [10]. Fortunately, the basic idea underlying the result 
of Theorem 2, with slight changes, still persists. 

Theorem 3. Let 6 = 2q/2q¢ — 1, q = 1, integer, and yu be the Lebesgue measure. 
Let D,(p(X, 6)? and f,(X) = (T,—0,) (p(X, 6)" be in L? (the Lebesgue 
space on (S,4)) for each i and i (ie. f dp(x, 6)? du(x) and f f?(x)du(zx) 

s s 


one , and suppose that M = lub (p(x, 6)!°-®/*) = ||p(x, 0)(°-®)'2||., < 0, 
z€S 

for all 0 in A. If the conditions I—IV of section 2 hold for p(x, 0) then 

the lower bound for R,(T, 6) is given by 


co 6/2¢ 
(17) R,(T, 6) = M> 5 \4si3| 
n=1 


where |A|} = tr(A A’), and A% = (h, @,), the existence of which’ is asserted, and 
where h’= (h,,...,hg), with h;= f#*, and G,= (p(X, 6))*. (Here * on f; 
indicates convolution with respect to the Lebesgue measure.) 
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Remark 4: If g = 1, then 6 = 2, and. M = 1, so that (17) coincides with (12). 
(In [10], A is not described in detail as here.) 

Proof: First observe that %,= 9,(p(X, 6))?,n=1,2,..., where the ¢, 
are defined in (9), form an orthonormal sequence of random (column) vectors 
with respect to 4 (as Lebesgue measure or not). If 7” is an estimator of 6, 
then it is immediately seen that the (same) A,, defined above (11), are also 
the “Fourier coefficients” of the (column) vectors (7 (X) — 6’) (p(X, 6))*, 
with respect to the orthonormal set {@,}. 

Given that /;(x) lies in L’ for each 7. Write S,;= S, and dz for dy, since u 
is the Lebesgue measure, and define, /**= h, as 
(18) hi(2)—=J. . She Y)bs(Ys— Yo) « Fs (Yo—2— Ya-a)f(Yo-1)dM- - -Yg-1- 

x 8; 

i=1 
It follows from the classical theory on convolutions that h;(x) exists for almost 
all x, and defines a function in L*. Furthermore, by the Hausdorff- Young 
theorem [15], the following inequality obtains, 
(19) I; (x)||2 S [Ifs(=)|15,7 =1,2,...,8. 
The right side is finite by hypothesis. Let h’(x) = (h,(x),..., hy(x)). It is 
seen that 
(20) Af, = (h, Gn) 
exists. For, if Af = (a{;"); then, 

jaf;"| = | fh, ~d2| < bee ({ Pn d\n S |IflI$ << , 
8 8 8 
by (19). 
Using (12), one obtains 


(21) ||Al|$ = tr(h, h) = ¥ tr(Ag Ar) = 
. n=1 


foe} 


|AnIe . 
1 


n= 
But one has the following chain of inequalities also, 
\|A(x)|[2¢ = (fm freet a ad where g = | is an integer , 
5 


k k 
sz [lh (z)|[3"" = © Iifs(20lls, by (19) , 
i= j= 
< [{a@ free fi(z)y'Paz]*”, since 0 < >< F 
§ 
Hence, 


k [2 -2  \ 2/6 
(22) wens f [E6- 0, p(x, 0) p(z,6) 2 dx\ , 
s 


using the definition of f(x) , 


k 6/2 2/6 
= (« [2 (t;— 0] p(x, 9) “| , 
=1 


by Hélder’s inequality, 
(23) = (MR,(T, 6))**. 
From (21) and (23) one gets (since M + 0) the inequality (17). Q.E.D. 
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Remark 5: If u is not translation invariant the steps (18) and (19) do not 
hold. Since the only translation invariant measure on the Euclidian n-space 
is the Lebesgue measure, the above theorem is valid only if yu is the Lebesgue 
measure, when p(x, 8) is a continuous function. 

Remark 6: If the X’s can take on only a finite number of (finite) values, 
an analogous result can be given, since the counting measure is also translation 
invariant. For 6 = 2q/2q — 1, the result of Theorem 3 can be formulated (to 
take both discrete and continuous cases into account) with the following 
changes. Let S be a locally compact topological group and yu be the Haar 
measure defined on the class of Borel subsets of S. Taking all integrals as Haar 
integrals, and the differentials of conditions I—IV as Fréchet differentials [6], 
the Theorem 3 (and the Corollary 3.1 to be stated presently) can be given. 


~~ k 1/2 
Corollary 3.1. Let the risk function R,(T, 6) = [2»( Ss (7,- a) | ; 
i=1 


1< 6 < 2, and the density function p(x, 0) satisfy a Lipschitz’ condition of order 
a(0< a < 1). Let 6 = 2q/(2q — 1), g = 1 integer, and D,(p(X, 6))¥?, (7; — 9;) 
(p(X, 6))'/? be in L*, with uw as Lebesgue measure. If the conditions I—IV of 
section 2 hold for p(x, 6), then the lower bound for R(T’, 6) is given by 


” -1/2 / © 4/2¢ 
(24) Bit. 2( / pte, 6-*an) ( E lasik) 
\a=1 
Ss j 


Proof: Until equation (22) the proofs of the theorem and this corollary are 
identical. Then 


r k 6 1/2 2/6 
cee ( J [(26- 9) 22.9] ro dn) < 
L\i= 


Ss 





rProk a ae 1/6 1/6 
< | Pe 0,*| p(x, oan) ( / p'*(2, nn) 
by Schwarz’ inequality, so that, 
(23’) \|h(x)\|2" < R,(T, 8) (frre 6) du) , 6>1. 
8 


Since p(x, 0) satisfies a Lipschitz’ condition of order «(0 < « < l)and 6 — 1>0, 
the second integral in (23’) is finite. From (23’) and (21), the inequality (24) 
follows at once. Q.E.D. 


Note that the risk functions in the above theorem and its corollary are 
related by 


k 
R, (7, 0) = E4(X) < (Ey(X*))? = R,(T, 6), where 0 < X = 2 (T,- 6,)*. 


t=1 
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ot If 6 varies continuously in 1 < 6 < 2, then the above procedure is not 
ce applicable. However, in this case also one can obtain a lower bound in series 
le form as given in 
k a2 

/ Theorem 4. Let the risk function be R,(T, 0) = Eg [2 (7;,- 0," ,1<é6s2. 

? i=1 
mn If T,= (7, — 9,) lies in L’, fori =1,..., k, and for any real numbers a,,..., Gm 
to m m 
ag and any m, > a,D,js.d. ( > a.D,)| is uniformly bounded for every 0 € A, with 

i=1 i=1 
wl ; the conditions I—IV of section 2 holding for p(x, 0), then 
ar ; co 6-1 
1, (25) R,(T, 6) 2c" 2 \4a15| 
n=1 

2 where 6-!+ 6’-1= 1, C, is a constant depending only on k and the uniform bound 

, stated above, and A,, and |A,|, are defined in Theorems 2 and 3. (8.d. for standard 
ler deviation.) 
3.) Proof: Under the conditions I—IV of section 2, the sequence {D,} can be 
‘ / orthogonalized and normalized to obtain {g,}, an orthonormal set, as in the 


proof of Theorem 2. Next note that each component of the vector 9,, say 


y, is given by (see (9)), 

(n—1)k +5 
P= Meryers LD mi*-Y*+AD, 
i=1 


so that, taking a,=m!"-)*+/, by hypothesis |g?| < C’,j=1,...,k, 
and n= 1,2,... Setting C,= C’k”, it is seen that |g,|z < C,. Writing T 


ri for f, the conclusion of this theorem follows from the following result. 
Theorem 5. Let { p,} be a (k—) vector valued orthonormal set. If f is any (k —) 
vector valued function with components in L*(S, pd), where 1< 6 < 2, and 
Gn has uniformly bounded components, ie. |g?|< M, j=1,...,& and 
n=1,2,..., then 
\e1 
(26 (Siig) <acwmy~ ( J Wiged 7 
where A,,= (/, Yn), and, as usual, |f|}, = tr(ff’), d*+ 6’—*= 1. 
at Proof: Brief indication suffices, as the proof follows the classical lines 
iy ({15], p. 201). (If k= 1, this result is a theorem of F. Riesz [15].) Clearly, 
lAnle= ||Aal| = | ff PnP (=, adn s fs If Pall P(x, Ody, 

P (27) ((6], pp. 82—85) 
ars = J lf pnlep(z, 0)du= f \fle|pnlep(x, Ody < BAM f |flep(z, 9)dy. 
24) 8 8 & 

Defining the non-decreasing functions w(x) and @(zx), for each 6 € A, as 
_ [x], ifz>0 


P(x) a S pdy(t), [x] = integral part of x, 


v(z) = 0 otherwise, Sz) 


and a function A(z) = A, if zx =n, and arbitrary otherwise, it is seen from 
(1’) and (27), that the operation 7 defined by A(x) = T[f], is of type (2,2) 
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and (1, co) with respect to y and @ (see [15], p. 201). Consequently (26) follows 
from the M. Riesz’s convexity theorem. Q.E.D. 

Remark 7: Before concluding this part, it sliould be observed that the 
definition of convolution of vector valued functions to obtain vector valued 
functions, employed in Theorem 3, is a particular instance of the following’): 
Let f and g be two vectors each of whose components belong to L*(S, pd). 
Define a transformation 7 such that 


T(f, 9) =h, |\hll-= ||, Hle< Cllflle liglle, 2 < 8 < 2, -*=(2—6)/6) 


where C is a finite positive constant, the multiplication of any two components 
of {,g being convolution, and that 7 preserves associativity. A concrete 
representation of such a transformation is this. Let A‘,i=1,..., & be (kxk) 
matrices such that h,;= f’ A‘g. If A‘ are chosen so as to preserve associativity, 
then h’= (h,, . . ., hy) is the required vector. It is seen that this representation 
reduces to the one employed in Theorem 3 if A‘ is the matrix with unity on the 
ith diagonal element and zeroes elsewhere. Thus the study of the tensor 
products of Banach spaces, is relevent in the problems of this type. 

5. Special Cases. The case of a single parameter (i.e., k = 1) will be considered 
in this section. Let L* be the space spanned by the square integrable functions 
D, in the usual manner. Suppose the conditions I—IV hold for p(z, @). Then 
the bound of Theorem 2 simplifies to that of 

Theorem 6. Let «(6)=6-+ 5(6), where 6(6) is the bias, and conditions 
I—IV on p(x, 6) hold. If R,(7', 6) = E,(T — 6)*, then ~ 


co C) i 2 
R(T, 6) = (1+ VOY E mo/Mye+ FS Mz*( ¥ miPo4(6)) + 
(28) i=1. _ ¢=—2 , j=2 
+2 3) M;*(1 + 6'(6))m? ( pa mioo(6)) : 
i=2 j=2 
This bound is obtained from (12) by setting k = 1, and a‘ (6) = 6,,+ 6*(8), 


, d'b (8) 
where b‘(6) = ag and 6,,; is the Kronecker delta. 


Corollary 6.1. If T is an unbiased estimator of 6, then the lower bound in 
(28) becomes 


(28’) R,(7, 6)'= Var T= JS (m%/M,). 
i=1 





There is an interesting relation between the Bhattacharyya bounds [2], 
and the series given in (28’). Let B, denote the k-th Bhattacharyya bound (the 
unbiased case is considered) where B, are defined by, [2], 


(29) By= |mMgq. . - Myx|/|M,Mgq - . . M,,| if > 1, and By= 1/m,. 
Then the following result obtains. 


Tr 
Corollary 6.2. For each r, B,= 3; (m®/M,)?. 
i=1 


*) I owe this to a conversation with Professor 8. KakuTant. 
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Proof: The proof is a matter of varification. The relation becomes trans- 
parent after noting the following elementary determinantal identity. 

Lemma 1. Let |a,b,...h,| stand for a k-th order determinant all of whose 
principal minors are non-vanishing. (Here a, is the diagonal element of the first 
TOW @,,.. St ripe iy etc.) Then the following identity obtains. 








|baCs . » - Px—a Ar ae a,b, 
(30) Jarbaca--- Saha], + @landy] * 
Pa |@yb,| |b, c,| \@gb, .. « Gr} |byCy . . « ys] 


Forbal lebael + °° * Yasby-+- guna] fobs. 2- Bal * 


The above identity is based on the method of the so-called Schweinsian 
Expansions of determinants and with some simple modifications. 

The corollary follows immediately from the lemma, on noting that the 
determinants in (29) are symmetric, and that lm saa « . M,,| = M2, M? 
= (M,_,M,) (see (10)), and m{)) = 1, mM _.= Mig= [m2 and |m,,m23| 
|mg, Myq| = |, g™zs|*= [m\*}*, etc. Q.E.D. 

menage: Let uw = Lobengne measure, S = Euclidian n-space, p(z, 0)= 6" 


exp|—0 "| ,0< @< co, and 2, => 0. The maximum likelihood estimator 


i=1 
of 6, say, 7, is T = X-1, where X is the sample mean. It will be seen that 
E,(T) = 6 + (6) = 6 + Ojn — 1. Let A= (a,b), OS a<b< oc, and 6=1, 
the “true” value of the parameter. Then (28) becomes 


(28”) q(T, 6) & (1+ Yn — 18S (mP/M YP 


The hypothesis of Theorem 6 is seen to be satisfied by the above assumptions. 
Setting y = nX the usual computations give, 


(31) Dn= (— 1)™[y™ + (— 1)n P,y™-+ (— 1)*mC,n P,y™-*+ --- 
+ (— 1)'mC,n P,y™-*+ +++ + (— 1)""P,} 


where §,= 1 is used, and n P,=m!/(n — r)!, nC, is the r-th binomial coefficient 
if nm > r, and zero otherwise in both cases. The D,, consists of min(m+1,n+ 1) 
terms, in number, and £,(D,,) = 0, £(D2,)< co all m. Further, D,, are 
linearly independent, so that B,,k=1,2,..., form a strictly increasing 
sequence. However, (7' — 1) does not belong to L* (the space spanned by D,,), 
and there is strict inequality in (28’). 

A few numerical values of B, are the following. Taking n = 3, one obtains 
R,(T,1)=2.5 and B,= 1/3, B,= 1/2, B,= 0.6623, etc., so that the first 
bound (Cram&R-Rao) is 0.75, the second is 1.125, and the third is 1.4903, 
and so on. (Var 7' = 2.25). 

Remark: Thus far in this part, it is shown that, using D, as the basic 
r.v.’s to generate the space 2? (or L*), the lower bounds are attainable only if 
the estimators are unbiased. However, this does not imply that the lower 
bounds for the risk functions related to biased estimators are unattainable. 
In fact, one has to find a different set of r.v.’s, other than D,, whose expecta- 
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tions are not necessarily zero (and are related to the ‘ias in a known way), 
and which are square integrable. This aspect of the proolem is not considered 
here. 

Part II. Convex Loss 


6. Lower Bounds. Let 7 denote an estimator, and @, the true value of the 
parameter 6 of the density function p(z, 6), of section 2. If y=t — 6, then 
W,(y) stands for a function whose argument depends only on (¢ — 6), but which 
may also contain @ in some other manner. Let W,(y) be the loss function 
satisfying the following assumptions: (a) W,(y) = 0, for a:l @ in A, and y, 
(b) W,(0) = 0, (c) W,(y) = W,(— y), (a) W,(y) is convex: in y for each 6 in A 
and is measurable in both y and 0, and (e) Z,(W,(7')) < co for all @ in A, and 
T=—T-6. 

It is noted that if W,(y) is a function satisfying the conditions (a)—(e) above, 
then it is always possible to represent it as a k-th power of a function W,(y) 
which satisfies again (a) —(e), for some k (=> 1). Let k, be the largest such value of k. 

Theorem 7. Let T be an estimator and 6,, in A, the true value of 6. Suppose 
p(x, 0) satisfies conditions I—IV of section 2, for i= 1, and D¥ is integrable 
(p(x, 0)d yu), where k’'= k/(k — 1) with 1S k S ky. If the loss function W,(y) 
satisfies the assumptions (a)—(e) above, then 
ie), largest 
Eo(\D,|) =k, 
and if k,= 1, E/**(|D,|*) is taken as the essential supremum of the r.v. |D,|, 
where b(0) is the bias with b’ (8) = 290) . 

Proof: From the conditions I—IV of section 2, one obtains 
(33) £,(D,) =0, £y(7D,) = E,(T D,) = «' (6) = 1 + 6’ (6), where T=T—6. 
Since D, is non-zero with probability one, 

i _|Pil 
where Wi(y) = Wo(y) for some k= 1, and Woly) satisfies the conditions 
(a)—(e). Taking expectations on both sides " s above identity one has, 
Eo{|D,| Wo(T)] = Eo(\D,) Bo [gop WoilT)] ,by (cz 


E T 
(34) = Batty) W. (TD 
ip E (D,T) 
= E,(|D,|) Wo (zap. ) 
The last step follows from the fact that any function W,(y) satisfying condi- 
tions (a)—(d) can be assumed to be non-decreasing (see [15], p. 69). Thus from 
(33) and (34) it follows that 
nm 


(35) E,{\D,| Wo(T)] = Eo(\D, 


(32) R(T, 6) = Wo( [Bo(|D,))/EY"’ (Dye) th >1, 


) , by Jensen’s inequality ([15], p. 68), 


1+0’ oO) , 
(Cap oD, 7) , using (c). 


Case 1. Let k,> 1, where &, is the largest value of k. Then, for 1 < k < kg, 
if k’= k/(k — 1), it follows that 
(36) Eo(|D,| Wo(T)] S (Eo(W5(T))}"* LoD," , 





Lower Bounds for Risk Functions 393 
by Hélder’s inequality. Hence (35) and (36) imply, on setting Wi = Ws, 


(37) R(T, 8) = Wo (grap) [Bo(IDsW/E¥" (ID, )¥ 


Since the only term that depends on the “free parameter” k is the last, the 
lower bound may be sharpened by maximizing it with respect to k. It will be 
shown in Lemma 2 below that [ }* is an increasing function of k, so that the 
best bound is obtained by taking k = ky, which is (32). 

Note that if k, is the largest value for which (Woly) i = W.(y), where 
W,.(y) satisfies the assumptions (a)—(e), then V,(y) = Wi(y) also satisfies 
(a)—(e) for every 1 <= k < k,. This fact is needed in (37). 

Case 2. k,= 1. In this case W,(7') = Wy(7') and (36) becomes, 


(38) E£,[\|D,| Wo(T)) < Eo(Wo(?)) ||D,||.c, again by Hélder’s inequality 
for k = 1. 


From (35) and (38), the inequality of (32) is immediate. Q.E.D. 
Corollary 7.1. Jf We(y) =. |y|*, & => 1, then (32) reduces to, 
(39) R,(T, 6) = |1 + 6’ (6)|*/[Bo(|D,|)* **, k > 1, and. 

(39’) R,(T, 8) = [1 + b'(0)|/||Dyl|xo, k= 1. 

With k = 2, (39) becomes the classical Cramér-Rao bound ([4], [9]) and 
(39) and (39’) were found, in their form, by BaRanxIn [1] using a different 
method. 

Lemma 2. o(k) = [E£,(|D,|)/E}/* (|D,|}* * is a monotone increasing function 
of k. 

Proof: Let 1< k,< ky < ky < co be arbitrary. It should be shown that 
(kz) = y(k,). Observe that there exists an m>1, such that k,= mk,. 


(ki= mk,/(mk,— 1)). To show that o(mk,) => (k,), for all k,> 1, (m> 1), 
is equivalent to showing that 


ane (i071) ]"™ < peeiD,yym—o™ [#, (0,27) "is trv, 


(40) Ey (\p,;=5-* ) < [E_(\D,))} =e EB, ( p,jF=1) wer 


But (40) is true follows immediately from the Hélder inequality. -Q.E.D. 
Remark: Except for notation, the multiparameter extension of (32) is 
trivial and will be omitted. 
_ 7. On the Regularity Conditions of Section 2. The regularity conditions 
I—IV ‘imposed on the density function p(x, 6) are not quite essential for the 
methods employed until now. It will be noted, from the proofs, that the 
essential characteristic is the existence of a set of r.v.’s D, with the properties: 
(i) 2(D,) = 0, or a known quantity, (ii) D, are linearly independent, (iii) the D, 
are some “nice” functions of p(x, 6) such that Z(7'D,) are known, and (iv) 
D, have some integrability properties. It is immaterial whether the sampling 
is sequential or nonsequential. If p(z, 6) is not differentiable, then the condi- 








394 M. M. Rao: 


tions I—IV, of section 2, fail, but there are several ways ot finding a set of D, 
satisfying the general requirements (i)—(iv). One method, indicated by 
Krerer [7], will be illustrated here. However, the questions as to which are 
the best (in the sense of giving the largest lower bound) functions to consider 
has not been treated in this paper. 

Let A, be a subset of the parameter space A, such that A,= {h:6 + h € A}, 
where h is any real number. Choose and fix 6. Let g, and y, be any two pro- 
bability measures on A, such that 


(41) E,(h) = [ hd 9,(h) exists,i=1,2. 
46 


Next, define the r.v. D, on S, (the carrier of p(x, 6)) as, 
(42) D,= p(x, it p(x, 6 + h) (dg, (h) — dp, (h)). 
6 


Recall that A is an interval on the real line, and p(x, @) is integrable on the 
product space (S, x A) and hence also on (S, x Ag). Consequently by Fubini’s 
theorem, and the fact that g, are probability measures on Ap, it follows that 
E,(D,) = 0 for every fixed 6. 

Let T be any estimator of 6, such that Z,(W,(7)) exists, where W,(y) 
satisfies conditions (a)—(e) of section 6. Let £,(7') = 6 + b(6) = «(@). Writing, 
as before, 7’ = 7' — 0, it follows that, again by Fubini’s theorem, 


E,(TD,) = E,(TD,) = ft [ J p(x, 6 + h) d(g,(h) — p2(h))] du, 
Se 4g 


(43) = (Z,(h) — B,(h)) + [H,(6(6 + h)) — £,(6(6 + h))). 


Suppose that Z,(|D,|*) exists, where k’= k/k — 1, k>1. Then Theorem 7 
becomes, 

Theorem 8. Let T' be an estimator of 0, of the density p(x, 6). If W,(y) is 
the loss function satisfying the assumptions (a)—(e) of section 6, then 


E, (h) — E,(h) + £,(b(6 + h)) — £,(6(6 + h)) 
R(T > W, : s 2 
(7, 6) Sup| o( Ba(\D,)) )} x 


" Eo(|D,))_ \ 
By (\D,\*) J’ 


where, if ky= 1, E}/*(|D,|"*) = ||D,||.., and, as usual, kj = ky/ky— 1 if ky > 1. 
The proof is similar to’that of Theorem 7. 
Corollary 8.1. If Wo(y) = |y|*, then (44) reduces to 


45 R,(T, 6) = \(2,h — E,h) + (£,6(6 + h) — £,b(6 + h))|* , 
() mre Ae oe (EoD 





(44) 





if k>1, (and if k = 1, the denominator is replaced by ||D,||..) which, with k = 2 
and b(6) = 0, is the bound given by Krersr [7]. 

The , are arbitrary measures, only subject to (41), so that (45) may be 
specialized to get other results as follows. Let ¢,{h) and g,(h) assign probability 
one respectively to points 0 and h, such that 6 + h is in A. Then (45) becomes 
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(k > 1, for k = 1 an obvious modification is needed) 











h + b(0 + h) —b(6)|* 
(46) R,(T,6)= | 
i | p(x, 0 + h) — p(z, 8) |F” F-i 
ie [J p(x, 8) p(z, 6) | 
or, 
Ab(6) |* 
b+ 











(47) on 
Ld 
h+0 


which, with k = 2, is Chapman-Robbins bound [3]. 

If h + 0 through a sequence of values, such that 6 + h € A, and if dp(z, 6)/ 
d@ and db(6@)/d6@ exist, then (47) reduces to (39). 

Remark: The same construction can be made to yield a sequence of r.v.'s 
{D,} so as to enable the treatment of Bhattacharyya (and other) bounds as 
follows. Let Ag= {h:6 + h € A}. For each fixed 6, let { p;} be a finite or infinite 
sequence of probability measures on A, such that L,h = { hd ¢—, exists for 

46 


plz, 0 2] ee 6) fy p(z, 8) ‘| ¥ 


i=1,2,... Now define D, by 
(48) D,= p(x, 0)" f p(x, 0 +h) dF, (h), n=1,2,... 
Ao 


n 
where F,,(h) = > (—1)" (") r+1- The D, so obtained satisfy the general 
r=0 


requirements (i)—(iv). Other procedures can be considered. 

8. An Extension. If the g-th central absolute moment of the unbiased 
estimator is the risk function then general results on lower bounds were given 
by BarankIN [1]. In this section the corresponding result for the non-negative 
symmetric convex loss function will be given, without assuming unbiasedness. 
Since D, can be obtained by other methods also, as pointed out in section 7, 
for simplicity the regularity conditions of section 2 will be assumed. 

The risk function here is motivated from the special form of Barankin’s [1], 
ie., if JT is an unbiased estimator of 6, and k-!+ k’-!=1 where the real 
k, k’ => 1, then 


R(T, 6) = ||T — Olke= ({ lt — OF p(x, ss I 


49 > 
ax = sup { Kt — Of (2, Oba, with (f I wl, Ody) <1. 
f(s) 8 8 


The equation (49) suggests immediately the following extension. Consider 
the measure space (S, G, 4). Let p(t) be a non-negative symmetric, measurable 
(B), and integrable (4) convex function with g(0) = 0 and such that @(t)/t + co 
as too, (compare with W(t) of section 6, and note that g(t) satisfies the 
assumptions (a)—(e)) and let w(t) be a similar convex function such that for 
real a and b, 

(50) lab] < 9(a) + yO). 
Math. Ann. 143 28 
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Now consider the r.v.’s D, and the estimators T (or 7 = T — 6), such that 
p(T) and y(D,) are r.v.’s (i.e., measurable (G), and integrable (pd 4) functions). 
Then the risk function for g(t), analogous to (49), can be defined by*) 


(51) R,(T7, 6) = ||7\|,= sup J léd,| p(x, Ody, with { y(d,)p(z,0)dus1, 


where g and y satisfy the inequality (50). ||D,||, is defined similarly. 

Let L* and L¥ be the classes of all r.v.’s 7 and D; (and all finite linear 
combinations of them) such that y(7') and p(D,) are measurable (%) and ||7'||, 
and ||D,||, are finite. These spaces are linear and complete (or may be made 
complete by adding the limit points under their norms, or by the usual Can- 
tor-Méray method). 

If g(u) = |ul*/k and wp(v) = |v|*/k’ where k-1+ k’-1=1, then these 
functions satisfy (5C) and, if 7' is unbiased, the relation between the two risk 
functions (49) and (51) is seen to be given by 


R,(T, 6) = ||T |= k™ ||T\|p= k* RY* (7, 8). (cf. [15], p. 97). 


Since g(u) and w(v), the convex functions satisfying the assumptions (a)—(e) 
of section 6 and (50), can be more general, the risk function R,(7', 6) clearly 
includes R,(7', 6) of (49). 

Theorem 9. Suppose M(T) is the subspace (i.e. closed linear manifold) 
of L® that contains the elements T(= T — 0), where T is an estimator of 0, 
of p(x, 0). Then (i) M(T') is non-empty if, and only if, there exists a constant K 
(independent of n) such that for every set of r.v.’s D;, D;,,...,D;, in DL, 
where g(u) and w(u) satisfy (50) and p(2u) < C p(u), where C is a finite 
positive constant independent of u, and any set of n-real numbers a,, dg, . . ., &, 
the following inequality obtains: 
= a; Dj, ’ 
j=1 v 
(ii) for any T, in M(7), ||7||, > Co, where C,= g1bK satisfying (52), and (iii) 
if there is a T* in M(T) such that ||T*||,— C,, then it is essentially unique. 

Remark: This is an existence theorem and the other results (and extensions) 
of the classical ones, can be obtained. 

Proof: From the assumptions on p(x, 6) and D,, it follows that 


¥ a,0(6) Lait 5 a,4,) p(x, O)du. 
j=1 j=1 


(52) 





E0260) sk 
j=1 














Noting that Lv is a linear space, one has 
2 4;05(8) </F (,3.214,)| ve 0)du 





j=1 


= |I7 llp 








n 
» 4,D, 
j=1 





¥ 





*) Dr. J. R. Buu has informed me that he has considered this function earlier in some 
of his unpublished work. 








> oie 
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Since the elements of L* have finite norm there exists a K, constant, such that 
||7'||, <= K, and this is (52). (ii) and (iii) will be disposed of before the converse 
of (i) is considered. 

(ii) is trivial. For (iii), if possible, let 7* and 7, be in M(7') such that 
\|7*||,= ||7,||-= Co. Since M(T), being a subspace, is convex 7'*/2 + 7/2 
is also in M(7'). Hence using the “triangle” inequality, 


(53) Cy S 1/2 ||P*+ 7, \|,< 1/2 ||7*||,+ 1/2 ||Ty\|,= Co, 
since 
||a7'||, = sup f |atd| p(x, 0)dy, subject to f p(d) p(x, 6)du <1, 
@s 8 
= |a| ||7\l, - 


The above chain of inequalities, in (53), proves (iii), since the possibility 
T*— «7, «> 0, is seen in (53) to be, « = 1. 

To prove the converse of (i), first observe that, when (52) holds, the existence 
of a (bounded) linear functional is assured by the Hahn-Banach theorem 
(cf. HiLLe and Pures [6], p. 31 and note that L*, LY are B-spaces) such that, 
if F is the functional F(D,) = a‘(6) for all i, and ||F||, < C’ (constant). Let 
\|F'||,= Co < C’. Next by the representation theorem for the space Lv (cf. Zaa- 
NEN [14], p. 658) there exists a unique r.v., 7’, in L* such that 


(54) F(D,) a | td,p(z, 0)dyu 
where D, belongs to LY. Moreover, 
(55) 1/2 || lp < [IF lly < lIFllp» Le, [Illy < 2C¢ . 


Taking K = 204 in (52) proves the converse. Q.E.D. 

9. Final Remarks. In this concluding section, an example will be given 
to show that the “efficiency”’ of an estimator is a property of the loss function. 
More precisely, it will be shown that an unbiased estimator which is a sufficient 
statistic for 6, of p(x, 6), and which is efficient, in the sense that the Cramér- 
Rao lower bound is reached, is inefficient if the loss function, though convex, 
is slightly changed. Thus other definitions of efficiency are called for. 

Consider the loss function 


(56) W (2) = (|z| + 2*)* = (W(z))*. 
Let «4 = Lebesgue measure, S = Euclidian n-space, and p(x, 6) = (22)-"/? 


exp |- x a (2,-69| . The maximum likelihood estimator 7, of 0, is 


n 

X = ¥ X,/n, so that E(T) = 6. Let A be an open interval, including the origin, 
i=1 

on the real line, 6,= 0. Then it is seen that the assumptions of Theovem 7 are 


satisfied, and the lower bound (32) takes the form (k,= 2 here), 


(32') R(T, 6) & (1+ zippy) PollDiP) 


However, R(T’, 09) = Eo,(|X| + X*)*= 1/n + 3/n* + 2 Peal 


227? 
28° 
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Also D.= obs pis 6) 
O=— 6, 


-_ (22) “ E,,(D?) = n. Consequently, (32’) takes the form, 


+ ca) 





=n, since 6,=0. Hence one gets, E,,(|D,|) 


(57) 1/n + 3/n® + 2 (=) 


Since strict inequality holds in (57) for all positive n, the sufficient statistic X, 
which is unbiased, is not efficient with respect to the loss function W (x) {in the 
sense that strict inequality holds in (32’)). If W(x) = 2*, then, as Cramér has 
shown ([4], p. 485), X is an efficient statistic. Thus, efficiency is a property of 
the loss function. 


IV 


References 


{1] Baranxrn, E. W.: Locally best unbiased estimates. Ann. Math. Stat. 20,477—501 
(1949). 
[2] Baarracuaryya, A.: On some analogues of the amount of information and their use 
in statistical estimation. Sankhya 8, 1—14 (1946). 
[3] Cuapman, D. G., and H. Rossrs: Minimum variance estimation without regularity 
conditions. Ann. Math. Stat. 22, 581—586 (1951). 
[4] Cramiér, H.: Mathematical Methods of Statistics. Princeton University Press 1946. 
[5] Fraser, D. A. 8.: Nonparametric Methods in Statistics. New York: John Wiley and 
Sons, Inc. 1957. 
(6] Hutxe, E., and R. S. Puriures: Functional Analysis and Semi-Groups. Amer. Math. 
Soc. Colloq. Pub. No. 31, 1957. 
(7] Krerer, J.: On minimum variance estimators. Ann. Math. Stat. 28, 627—628 (1952). 
[8] Otmsreap, J. M. H.: Completeness and Parseval’s equation. Am. Math. Monthly 65, 
343—345 (1958). 
[9] Rao, C. R.: Information and accuracy attainable in the estimation of statistical 
parameters. Bull. Calcutta Math. Soc. 87, 81—91 (1945). 
[10] Rao, M. M.: Lower bounds for risk functions in estimation. Proc. Nat. Acad. Sci. 
U. 8. 45, 1168—1171 (1959). 
[11] Rao, M.M.: Consistency and limit distributions of estimators of parameters in 
explosive stochastic difference equations. Ann. Math. Stat. 32, 195—218 (1961). 
[12] Sern, G. R.: On the variance of estimates. Ann. Math. Stat. 20, 1—27 (1949). 
(13] Wiener, N., and P. Masant: Prediction theory of multivariate Stochastic Processes I. 
Acta Math. 98, 111—150 (1957). 
[14] Zaanen, A.C.: On a certain class of Banach Spaces. Ann. Math. 47, 654—666 
(1946). : 
[15] Zyemunp, A.: Trigonometrical Series. Warzawa 1935. 


(Received December 3, 1960) 











1e 


of 


1 








GorTTscHiine, E. 
Math. Annalen 143, 399—430 (1961) ‘ 


Uber die Fixpunktuntergruppen der 
Siegelschen Modulgruppe 


Von 
ERHARD GOTTSCHLING in Berlin 


§ 1. Bezeichnungen, Definitionen und Ergebnisse 


Die in [2] erlauterten Begriffe und eingefiihrten Bezeichnungen werden in 
die folgenden Betrachtungen tibernommen. Die Gleichungen, Definitionen, 
Hilfssétze und Satze aus [2] sollen zitiert werden, indem die entsprechen te 
Nummer unterstrichen wird; so bedeutet also z. B. (1) die Gleichung (1) in [2], 
ferner Definition 2 die Definition 2 in [2], ferner Lemma 3 das Lemma 3 in [2] 
und schlieBlich Satz 4 den Satz 4 in [2]. ; 

Das Ziel von [2] und der vorliegenden Arbeit ist, im Falle n = 2 eine voll- 
standige Ubersicht tiber die Fixpunktmannigfaltigkeiten in 9 (das sind die in 
Definition 1 eingefihrten ausgezeichneten Untermengen von $) und die Fix- 
punktuntergruppen von 4 (das sind die in Definition 2 eingefiihrten ausgezeich- 
neten Untergruppen von 4) zu geben. Nachdem in [2] alle Fixpunktmannig- 
faltigkeiten der Form $§(M) (M € A) bestimmt wurden, muB hierzu jetzt nur 
noch, wie in §1 von [2] begriindet wurde, fiir jeden Punkt Z €9(M) die 
Gruppe 4(Z) ermittelt werden. Das soll im folgenden geschehen. AuBerdem 
sollen im folgenden zwei Siatze iiber die Fixpunktuntergruppen bewiesen 
werden, die fiir beliebiges n gelten. 

Zwei teilerfremde symmetrische Matrizenpaare CU, D und C,, D, (vgl. 
z. B. [2]) sollen assoziiert heiBen, wenn es eine unimodulare Matrix U mit 
C,= UC, D,= UD gibt. Die Klasse der zu C, D assoziierten teilerfremden 
symmetrischen Matrizenpaare bezeichnen wir mit {C, D}. In [6] wird gezeigt, 
daB die zweite Matrizenzeile einer jeden Modulmatrix teilerfremd und sym- 
metrisch ist, daB man umgekehrt jedes teilerfremde symmetrische Paar zu 
einer Modulmatrix ergainzen kann, und daB zwei Modulmatrizen dann und nur 
dann der gleichen rechtsseitigen Nebenklasse von J’ in 4 angehéren, wenn ihre 
zweiten Matrizenzeilen assoziiert sind. Daher besteht eine eineindeutige Zu- 
ordnung zwischen den Klassen assoziierter Matrizenpaare und den rechtsseitigen 
Nebenklassen von J" in 4, naémlich 
(1) {C, D} «I'M (a= (¢ 5) <4). 
In [7] wird gezeigt, daB fiir zwei teilerfremde symmetrische Matrizenpaare 
C, D und C,, D, genau dann 


abs(CZ + D) = abs(C,Z + D,) 
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identisch-in Z gilt, wenn C, D und C,, D, assoziiert sind. Es besteht also eine 
eineindeutige Zuordnung zwischen den Klassen {C, D} und den verschiedenen 
Ungleichungen (15). Wenn wir beachten, daB die Gleichung abs(CZ + D) = I 
fir C, D ¢ {O, E}, wie in § 2 gezeigt werden soll, eine (n*?+ n — 1)-dimensionale 
Flache in $ darstellt, k6nnen wir auch sagen, es bestehe eine eineindeutige Zu- 
ordnung zwischen den von {O, EZ} verschiedenen Klassen {C, D} und den Flaichen 


(2) abs(CZ + D)=1 (C, D ¢ {0, E}), 
was in der Form 
(3) {C, D} + abs(CZ + D)=1 (C, D ¢ {O, E}) 


geschrieben werden soll. Fir C, D ¢ {O, EZ} ist die Gleichung abs(CZ + D) = 1 
identisch in Z erfillt. 

Jedem Randpunkt Z, des durch (15) definierten Bereiches B wird eine ge- 
wisse Zahl P folgendermaBen zugeordnet; Es sei 8 die Menge der Punkte 
Z €&, die A-diquivalent zu Z, sind. Dann zerfallt 8 in eine Anzahl von Klassen 
Bo, By --- von Punkten, derart daB fiir jedes k = 0, 1, . . . irpgend zwei Punkte 
aus §, stets J-aquivalent sind, wahrend fiir jedes Paar k +1 (k,l = 0,1, ...) 
ein Punkt aus 8, zu einem Punkt aus §, niemals J-aquivalent ist. Die Anzahl 
der Klassen po, 9,, . . . ist endlich, weil jeder Punkt von G durch eine ganze 
Modulsubstitution in den Fundamentalbereich § von 4 geworfen werden kann, 
und weil es,-wie in [6] igt wird, zu jedem reduzierten Punkt nur endlich 
viele A-dquivalente gibt, die gleichfalls reduziert sind. Es sei etwa 8 = 8, U 
UBU *** UBm, ferner Z,€ 8, und Z; (k = 1, . . ., m) jeweils ein Reprisentant 
aus §,. Jeder Punkt aus 8 ist dann also J’-aquivalent zu genau einem der Punkte 
Zo, - » «> Zm. Die Gruppen A(Z,) (k = 0, . . ., m) sind paarweise konjugiert und 
besitzen daher alle die gleiche Ordnung gq. Ferner sei q, (k = 0, . . ., m) die Ord- 
nung von J"(Z,). Diedem Punkt Z, zugeordnete natiirliche Zahl P sei dann durch 


1 1 
(4) Paa(s+++'+4:) 
definiert. Nun kénnen die beiden in § 2 bewiesenen Satze formuliert werden, die 
fiir beliebiges n gelten. 


Satz 1: Hs sei M eine beliebige Punktmenge in 9. Ist '(M) bekannt, so kann 
A(M) folgendermafen bestimmt werden: Zuniichst ermittle man ein vollstindiges 
System nicht assoziierter teilerfremder symmetrischer Paare C, D mit 
(5) abs(CZ + D)=1 fiir alleZEM. 
Diese Paare werden auf irgendeine Weise zu Modulniatrizen M = = >) ergdnzt. 
Dann wird ermittelt, fiir welche dieser Matrizen M alle Bildpunkte M (Z) mit Z EM 
(vgl. (5)) simultan durch eine und dieselbe ganze Modulsubstitution in thre Urbil- 
der Z zuriickgeworfen werden kinnen. Das sei fiir die p Matrizen M,,...,M, 
der Fall. Sind dann G,,...,G, die gynzen Modulsubstitutionen, fiir die 

G,(M,(Z)) = Z (ZEM;k=1,..., p) 
gilt, und setzen wir G,.M,= L,, 80 gilt 
A(M) = F(M) Ly---vuI(M L,. 
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Satz 2: Ist Z, ein beliebiger Randpunkt von B, so gilt P = 2, und es gibt 
P—1 Modulmatrizen L,, ..., Lp_,, die durch Z, bis auf rechtsseitige Faktoren 
aus I eindeutig bestimmt sind und folgende Eigenschaften haben: . 

a) Die Bereiche B, L,,(B) (x =1,..., P—1) haben héchstens Randpunkte 
gemeinsam. Dabei bedeutet L,(B) die Menge der Bilder der Punkte aus B bei 
der Abbildung L,,. 

b) Jeder der Bereiche B, L,,(B) (x=1,..., P—1) besitzt Z, als Randpunkt. 

c) Die Bereiche B, L(G) (x =1,..., P—1) fiillen eine volle Umgebung 
von Z, aus. 

d) Die mit den zweiten Zeilen C, D der Matrizen Lz1,.. ., Lz gebildeten 
Flachen (2) sind paarweise verschieden und genau alle Flichen dieser Art, die Z, 
enthalten. : 

In § 3 folgt die Bestimmung der Gruppen 4(Z) im Falle n = 2 und in § 4 
dann die Untersuchung der Struktur dieser Gruppen. Es wird sich herausstellen, 
daB A(Z) einen Normalteiler 4,(Z) enthalt, derart daB die Faktorgruppe 
A(Z)/A,(Z) entweder zyklisch oder die Gruppe eines regularen Kérpers ist. Wir 
geben daher zundchst eine Ubersicht iiber Erzeugende und definierende Rela- 
tionen dieser Gruppen; Ausfiihrliches dariiber' findet man in [1]. Die zyklische 
Gruppe der Ordnung q-ist die Gruppe mit einer Erzeugenden U und der defi- 
nierenden Relation 
(6) Ut= EF. 

Dabei ist Z das Einselement in der Gruppe. Jede Diedergruppe besitzt gerad- 
zahlige Ordnung, und zwar ist die Diedergruppe der Ordnung 2q (q = 2) die 
Gruppe mit zwei Erzeugenden U und V und den definierenden Relationen 

(7) Ut= Vi= (UV\= EF 


Die Tetraedergruppe, die Oktaedergruppe und die Ikosaedergruppe besitzen 
jeweils zwei Erzeugende U und V und die definierenden Relationen 

(8) Ut= Vi= (UV)t=E (k = 3, 4, 5). 
Dabei bezieht sich k = 3 auf die Tetraedergruppe, deren Ordnung 12 ist, ferner 
k = 4 auf die Oktaedergruppe, deren Ordnung 24 ist, und schlieBlich k = 5 auf 
die Ikosaedergruppe, deren Ordnung 60 ist. 

Es geniigt offenbar, die Gruppen 4(Z) fiir reduzierte Punkte Z anzugeben. 
Besteht A (Z) fiir einen reduzierten Punkt Z nicht nur aus der Identitaét, so muB 
Z auf einer der Fixpunktmannigfaltigkeiten liegen, die in den Satzen 3 bis 7 
angegeben sind. Fiir die Punkte dieser Mannigfaltigkeiten sollen jetzt die Fix- 
punktuntergruppen angegeben werden. Die in Satz 5c) und‘d) angegebenen 
Punkte sind die einzigen reduzierten Punkte, fiir welche der oben erwihnte 
Normalteiler 4,(Z) von A(Z) nicht nur aus der Identitaét besteht. Fir diese 
Punkte soll 4(Z) zum.Schlu8 angegeben werden. Fiir alle anderen reduzierten 
Punkte ist 4(Z) eine der Gruppen (6), (7) oder (8). Fir die Punkte Z mit 
4(Z)c I gilt zunachst 

Satz 3: Ist Z ein reduzierter Punkt, der auf einer der Mannigfaltigkeiten in 
Satz 3, aber auf keiner der Mannigfaltigkeiten in Satz 4 bis Satz 7 liegt, 80 ist 
A(Z) = I'(Z) zyklisch von der Ordnung 2. Ist Z ein reduzierter Punkt, der auf 
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einer der Mannigfaltigkeiten in Satz 4, aber auf keiner der Mannigfaltigkeiten in 

Satz 5 bis Satz 7 liegt, so ist A(Z) = I'(Z) im Falle Satz 4a) die Diedergruppe der 
Ordnung 4 und im Falle Satz 4b) die Diedergruppe der Ordnung 6. 

Fiir die Punkte der Mannigfaltigkeiten in Satz 5 bis Satz 7 enthalt A (Z) 
stets nicht ganze Modulsubstitutionen. Es gelten folgende Satze. 

' Satz 4: Die Gruppe A(Z) ist fiir die Punkte in Satz 5a) die zyklische Gruppe 
der Ordnung 5, fiir die Punkte in Satz 5b) die Oktaedergruppe, fiir die Punkte in 
Satz 5e) die Diedergruppe der Ordnung 12 und fiir die Punkte in Satz 5f) schlieB- 
lich die zyklische Gruppe der Ordnung 12. 

Satz 5: Es sei Z ein reduzierter Punkt, der auf einer der Mannigfaltigkeiten in 
Satz 6 liegt, aber von den Punkten in Satz 5 verschieden ist. Dann ist A(Z) in den 
Fiillen a) und b) von Satz 6 die zyklische Gruppe der Ordnung 6, in den Fillen c) 
und a) die zyklische Gruppe der Ordnung 4; in den Fiillen e) bis j) ist A(Z) die 
Diedergruppe der Ordnung 6 und in den Fiillen k) bis 0) die Diedergruppe der 
Ordnung 4. 

Satz 6: Es sei Z ein reduzierter Punkt, der auf einer der Mannigfaltigkeiten 
in Satz 7 liegt, aber von den Punkten in Satz 5 verschieden ist und auch nicht auf 
einer der Mannigfaltigkeiten in Satz 6 liegt. Die Gruppe A(Z) ist dann zyklisch 
von der Ordnung 2. 

Der Normalteiler 4,(Z) ist fiir den Punkt in Satz 5c) zyklisch von der Ord- 
nung 2 und fiir die Punkte in Satz 5d) zyklisch von der Ordnung 3. In beiden 
Fallen sei K eine Erzeugende von A,(Z). Es gilt dann 

Satz 7: Die Faktorgruppe von A(Z) nach dem Normalteiler A,(Z) ist fiir den 
Punkt in Satz 5c) die Diedergruppe der Ordnung 8 und fiir die Punkte in Satz 5d) 
die Diedergruppe der Ordnung 12. Die Gruppe A(Z) selbst besitzt drei Erzeugende 
U, V, K und fiir den Punkt in Satz 5c) die definierenden Relationen 


(9) W=K, V=(UV)=K*= £2, UK=KU, VK=KV 
und fiir die Punkte in Satz 5d) die definierenden Relationen 

(10) Ut= Y= (UV)*=K*=EF, UK=KU, VK=KY?d. 
Aus den Relationen (9) kann K noch eliminiert werden, so daB sich 

(11) V@=(U0V)=U4= EF, VU*?= U?V 


ergibt. Im Falle (10) ist A(Z) das direkte Produkt aus der Diedergruppe der Ord- 
nung 12 und der zyklischen Gruppe der Ordnung 3. 

Das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen aller auftretenden 
Gruppen A (Z) ist offenbar 720. Dieses Ergebnis erhalt in anderem Zusammen- 
hang auch SaTaKE in [5]. 


§ 2. Allgemeines iiber die Fixpunktuntergruppen 


-Bevor Satz 1 und Satz 2 behandelt werden, beweisen wir zwei Hilfssatze. 
Lemma 1: Durch die Gleichungen (2) werden (n?+ n—1)- dimensionale 
Flaichen im Raume $ dargestellt. 
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Beweis: Wie in [6] gezeigt wird, kann jedes teilerfremde symmetrische Paar 
C, D mit Rang C = r in der Form 

(12) C= u(0" “ y, Ba u(.” ) yo 

geschrieben werden, wobei U und V unimodulare Matrizen sind, ferner C,, D, 
ein r-reihiges teilerfremdes symmetrisches Matrizenpaar und £,,_, die (n— r)- 
reihige Einheitsmatrix ist. Fir C, D ¢ {O, Z} ist offenbar r > 0. Es sei Q die 
Matrix, die aus den ersten r Zeilen von V gebildet wird. Weil Y positiv definit 
ist, gibt es dann eine r-reihige reelle Matrix F und eine r-reihige reelle Diagonal- 
matrix H mit - 

(13) QXQV+CFAD,=F'HF, QYQ=F'F. 

Sind h,,..., h, die Diagonalelemente von H, so folgt aus (12) und (13) fiir den 
Punkt Z(A) = X + «AY, der fiir A > 0 dem Bereich 9 angehdrt, die Beziehung 
(14) abs (CZ(A) + D)*= det C? det (Q ¥ Q’)*(A? + A2) .. . (A? + 22). 

Mit Hilfe der ersten Gleichung (13) erkennt man, da8 die Absolutbetrige 
|h,|,. . -, |2,| durch geeignete Wahl von X beliebig klein gemacht werden kénnen. 
Indem man in (14) dann A hinreichend klein wahlt, erkennt man, daB es einen 
(n?+ n)-dimensionalen Bereich Q in gibt, derart daB fiir alle Punkte Z(A) €Q 
die Ungleichung abs(CZ(A) + D) <1 gilt. Weil (14) eine monoton wachsende 
Funktion von A ist, die fiir 4 + co iiber alle Schranken wichst, kann A fiir jeden 
Punkt Z(A) €Q so vergréBert werden, daB gerade abs(CZ(A) + D) = 1 wird. 
Man erhialt so tatsaichlich einen (n?+ »—1)-dimensionalen Bereich, dessen 
Punkte der Gleichung (2) geniigen, womit Lemma 1 bewiesen ist. 

Lemma 2: Der durch (15) definierte Bereich G ist Fundamentalbereich in 9 
fiir jedes vollstindige Reprisentantensystem der linksseitigen Nebenklassen von 
I in A, und es gilt 
(15) B= UGS), 


wobei G(%) die Menge der Bilder der. Punkte aus § bei der Abbildung G ist. 
Béweis: Die erste Behauptung folgt aus (15), wenn man beachtet, dab F 

Fundamentalbereich fiir die vollstandige Gruppe 4 ist. Wird M(Z) = U + iV 

gesetzt, so folgt aus (5) die Beziehung 

(16) det V = det Y abs(CZ + D)-*. 

Die Determinante det Y heiBt die Héhe des Punktes Z = X + iY. Aus (15) 

und (16) folgt dann, da8 ein Punkt Z € § dann und nur dann zu S gehért, wenn 

er unter allen zu ihm A-aquivalenten Punkten maximale Héhe hat. Weil FCG 

gilt und weil die Héhe eines Punktes bei Abbildungen aus J invariant bleibt, 

ergibt sich so a G(F) cB. Ist umgekehrt Z ein beliebiger Punkt aus G, so 


kann Z durch eine geeignete Substitution aus I" jedenfalls in G geworfen werden ; 
wegen der Invarianz der Héhe liegt der Bildpunkt von Z dann sogar in §. 
Daraus folgt BC o,? (F), womit (15) und Lemma 2 bewiesen ist. 

Wir beweisen nun Satz 1. Haben M und J,, . . ., L, die in diesem Satz an- 
gegebene Bedeutung, so besitzt offenbar jede Matrix der Form 


(17) M=GL, (G@ET(M); k=1,..., p) 
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jeden Punkt von 9 als Fixpunkt. Wir brauchen daher nur noch zu zeigen, dab 


sich jede Modulmatrix M = (¢ C a mit 
(18) (AZ + B)(CZ+ Dj*=Z fiir alle Z €M 
in der Form (17) schreiben l4Bt. Aus (18) folgt fiir die Imaginarteile, 

(CZ + D)'— Y(CZ + D?=Y fiir alle Z € M 
und durch Determinantenbildung dann (5). Aufgrund von (1) und der Definition 
von L,,..., L, in Satz 1 muB8 somit fir ein geeignetes k und mit einem ge- 


eigneten G ¢€ I’ die Beziehung M = GL, gelten. Wegen M, L, € A(M) ist dann 
auch G € A(M) und wegen G € I schlieBlich G € '(M). Damit ist Satz 1 be- 
wiesen. 

_ Zum Beweis von Satz 2 sei Z, ein beliebiger Randpunkt von %. Ferner seien 
die Punkte Z,, . . ., Z,, so definiert wie in den Betrachtungen, die zur Gleichung 
(4) fihrten. SchlieBlich sei 


(19) ae (=<; k=0,...,m) 


ein vollstandiges Reprasentantensystem fiir die linksseitigen Nebenklassen von 
I'(Z,) in A(Z,) und M, (k = 0, ..., m) eine feste Modulmatrix, die jeweils Z, 
in Z, tiberfiihrt. Die Zahl der Matrizen 


(20) M?'M,,,,.... MPM, ., (k =0,..., m) 


ist nach (4) und (19) gleich P. Unter ihnen kommt genau eine vor, die zu 
I’(Z,) gehért ; wir k6nnen annehmen, daB diese die Identitat ist, und bezeichnen 
sie mit Ly. Falls P => 2 ist (und das wird sich am SchluB des Beweises heraus- 
stellen), bezeichnen wir die ibrigen Matrizen in irgendeiner Reihenfolge mit 
L,, ..., Lp_, und beweisen, daB sie die in Satz 2 angegebenen Eigenschaften 
haben. 

Um zu beweisen, daB die Matrizen L,, ..., Lp_, durch Z, bis auf rechts- 
seitige Faktoren aus J” eindeutig bestimmt sind, beachten wir, daB diese Ma- 
trizen bei vorgegebenem Z, nur abhangen erstens von der Auswahl der Punkte 
Z,, ...; Zm, Zweitens von yo Auswahl der Reprasentanten der linksseitigen 
Nebenklassen von J"(Z,) in 4(Z,) und drittens von der Wahl der Matrizen M,. 
Die Punkte Z,, . . ., Z,, sind durch Z, nur insofern nicht eindeutig bestimmt, als 
sie noch durch J’-aquivalente Punkte ersetzt werden kénnen. Wird Z, 
(k=1,..., m) durch G,(Z,) (G4, € I’) ersetzt, so geht die Gruppe 4(Z,) in die 
Gruppe G,, 4 (Z,) Gg! und die Matrix M, in die Matrix G, M, iiber. Die Matrizen 

1» -- -» Lp_, multiplizieren sich also nach (20) nur mit rechtsseitigen Faktoren 
aus I”. Dasselbe gilt trivialerweise, wenn das Reprasentantensystem (19) durch 
ein anderes Reprasentantensystem der linksseitigen Nebenklassen von J°(Z,) 
in A(Z,) ersetzt wird. Wird schlieBlich fiir k = 0, . . ., m die Matrix M;, durch 
is gendeine andere Modulmatrix K, mit K,(Z,)= Z, exnctat, cogile i, Kz €A (Z,). 
Die analog zu (20) gebildeten Matrizen 


Kj} M,,,= MP (M, KP M,,,) (y = 1, eee Pr; k = 0, eee m) 
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stimmen daher in einer geeigneten Reihenfolge bis auf rechtsseitige Faktoren 
aus J"(Z,) mit den Matrizen (20) tiberein. So folgt, daB die Matrizen L,, ..., Lp_, 
bis auf rechtsseitige Faktoren aus I’ durch Z, eindeutig bestimmt sind. 

Um nun zu zeigen, daB die Bereiche L,(G) (x = 0, ..., P—1) héchstens 
Randpunkte gemeinsam haben, geniigt es aufgrund von Lemma 2 zu beweisen, 
daB Lz L,¢ I (A+ x) ist. Wenn L, und L, beide ein und denselben Punkt Z, 
in Z, tiberfiihren, folgt dies daraus, daB Mj} M,,,,¢ I'(Z,) (v + yu) ist. Fihrt 
aber L, den Punkt Z, und L, den Punkt Z, in Z, iiber (k + 1), so fiihrt Lz! L, 
den Punkt Z, in den Punkt Z, iiber. Es gilt dann Lz! L, ¢ I’, weil Z, und Z, nicht 
T’-aquivalent sind. Damit ist Satz 2a) bewiesen. . 

Da die Punkte Z,, ..., Z,, simtlich zu G gehéren und 4-aquivalent, aber 
nicht J’-aquivalent zu Z, sind, folgt aus Lemma 2, daB die Punkte Z,, . . ., Z,, 
samtlich Randpunkte von SG sind. Der Punkt Z, selbst ist nach Voraussetzung 
Randpunkt von %. Jeder Bereich L,,(%) (x = 0, . . ., P— 1) hat dann die Bild- 
punkte von Z,,...,Z,, bei LZ, zu Randpunkten. Unter diesen Bildpunkten 
kommt aber Z, vor, weil jede Abbildung L, einen der Punkte Z, in Z, tiberfiihrt. 
Damit ist Satz 2 b) bewiesen. 

Um nun zu zeigen, daB die Bereiche L,(G) (x = 0, .. ., P—1) eine volle 
Umgebung von Z, ausfiillen, erginzen wir das System J, ..., Lp_, zu einem 
vollstandigen Reprasentantensystem R,, R,, . . . der linksseitigen Nebenklassen 
von I’ in A. Weil S nach Lemma 2 Fundamentalbereich fiir das System: 
R,, R,, ... ist, fiillen sicherlich die Bereiche R,(G) (x = 1, 2, . . .) eine volle 
Umgebung von Z, aus. Nun sei R,(G) ein beliebiger dieser Bereiche mit dem 
Randpunkt Z,, also Z,€ R,(B) oder R;"(Z,) €B. Aufgrund der Definition der 
Punkte Z,, . . ., Z,, muB R;"(Z,) daher I’-aquivalent zu einem (iibrigens eindeu- 
tig bestimmten) Z, sein, etwa GR(Z,) = Z, (4 € I’) oder Z,= R,G (Z,). Weil 
aber alle Modulsubstitutionen, die Z, in Z, iiberfiihren, aus L,I°(Z,) mit ge- 
wissen D, sind und die L, unter den Matrizen R,, R,, . . . vorkommen, folgt not- 
wendig R,= L, mit einem geeigneten 4. Damit ist Satz 2c) bewiesen. 

Wegen [7'L,¢ (A+ x; A,x=0,...,.P—1) und der Zuordnung (1) sind 
die zweiten Matrizenzeilen von Lz! und Lz fiir A + x nicht assoziiert. Weil L, 
die Identitat ist, stellen daher aufgrund von (3) die mit den zweiten Zeilen 
C,D der Matrizen Lz", ..., Lp1, gebildeten Gleichungen abs(CZ + D) = 1 
wirklich (n?+ »— 1)-dimensionale Flichen dar, die paarweise voneinander 
verschieden sind. Wir setzen nun 


Lz = (¢ 4, (x=0,..., P—1) 
und behaupten 
(21) abs(C,Z,+ D,) =1 (c= 1, .. P—2). 


Jede der Abbildungen Lz! (x = 1,..., P—1) fiihrt Z, in einen der Punkte 
Zy - ++» Zm tiber, etwa , , 


(A,Z_+ B,) (C,Zo+ D,y+t= Z, - 
Hieraus folgt mit Z,= X,+ + Y¥,undZ,= X,+ 4 Y, fiir die Héhen die Beziehung 
(22) det Y,= det Y, abs (C,Z9+ D,y* . 
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Weil Z, und Z, beide zu B gehéren, miissen aufgrund von (15) beide Punkte 
unter den zu ihnen 4-aiquivalenten Punkten maximale Héhe haben. Da aber 
Z, und Z, auch untereinander 4-aquivalent sind, muB det Y,= det Y, sein. 
Mit (22) folgt so (21). 

Jetzt sei C, D ein beliebiges teilerfremdes symmetrisches Paar mit 


(23) abs(CZ,+ D)=1 (C, D ¢ {0, E}). 


Wir miissen dann zeigen, daB C, D fiir ein geeignetes x= 1,..., P—1 zu 
C,,, D,, assoziiert ist. Dazu erginzen wir C, D auf irgendeine Weise zu einer 
Modulmatrix LZ = (6 >) . Der Punkt L(Z,) besitzt aufgrund von (23) die gleiche 
Hohe wie Z, selbst, gehért also wie Z, ebenfalls zu G. Damit wird L(Z,) dann 
I’-aquivalent zu genau einem der Punkte Z,, . . ., Z,,, etwa zu Z,. Es gibt also 
ein G € I’ mit GL(Z,) = Z,. Da aber alle Abbildungen, die Z, in Z, tiberfiihren, 
aus J'(Z,) LL; mit gewissen L, sind, folgt tatsichlich, daB die zweite Zeile 
C, D von L fiir ein geeignetes x zu C,, D,, assoziiert ist. Dieses x kann wegen 
C, D ¢ {0, E} nicht gleich Null sein. Damit ist Satz 2d) bewiesen. Beachten wir 
schlieBlich noch, daB Z, nach Voraussetzung Randpunkt von @ ist, also auf 
mindestens einer der Flachen (2) liegt, so folgt, daB es mindestens ein Paar 
C,, D,(1 S x S P—1) geben muB, d.h. daB P= 2 sein muB. Damit ist 
Satz 2 vollistandig bewiesen. 


§ 3. Bestimmung der Fixpunktuntergruppen im Falle n = 2 


Wir untersuchen zuerst die Gruppen J°(Z). Bevor wir diese Gruppen fiir 
I’-reduzierte Punkte Z bestimmen, beweisen wir einen Hilfssatz iiber diese 
Gruppen. 

Lemma 3: Die in einer endlichen Gruppe I, von ganzen Modulmatrizen (4) 
auftretenden unimodularen Matrizen U bilden fiir sich eine endliche Gruppe, die zu 
I, isomorph ist, wobei natiirlich zwei unimodulare Matrizen, die sich nur durch 
das Vorzeichen unterscheiden, identifiziert werden miissen. 

Beweis: Die Zuordnung 

4-1 
(24) er SS 
ist offensichtlich eine homomorphe Abbildung von J’ auf die Gruppe der uni- 
modularen Matrizen. Das Bild einer endlichen Untergruppe I, von I" bei (24) 
ist also ebenfalls eine endliche Gruppe. Aus der Voraussetzung 


U_ 8,U0’-* 


y= (9 My a)er (k= 1,2)’ 


folgt dann 
E U-1(8,— 8) U’-1 
7) 


G2G,= (0 eI. 


Ware S,— S,+ 0, so hatte Gj! G, unendlich hohe Ordnung, was im Widerspruch 
dazu steht, daB I, eine endliche Gruppe sein sollte. Also ist die Einschrankung 
der Abbildung (24) auf eine endliche Untergruppe I, von I ein Isomorphismus, 
womit Lemma 3 bewiesen ist. 








( 
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Aus dem soeben bewiesenen Lemma 3 und aus Lemma 1 folgt nun, daB jede 
Gruppe J'(Z) mit Z €G isomorph ist zu einer Untergruppe einer der finf 
Gruppen I, FY, THE, 7, FO (vgl. (39) bis (43)). Die ersten drei dieser 
Gruppen besitzen keine echten Untergruppen. Die Gruppe J besitzt auBer 
I und I’ noch die Untergruppen 


re ={(01)-(“oa)}> P= {(09)-( <1) (Ei of 


Die Gruppe I besitzt auBer I und I noch die Untergruppe 


10\ /0O—1 
T= {( 1) (1 
Diese Behauptungen verifiziert man leicht, indem man z. B. zu jeder Gruppe die 
Gruppentafel aufstellt. Aus der Fixpunktgleichung (37) ergibt sich, da8 fir 
jedes Z, fiir das die Matrizen Z— UZU' (U €I®) reelle und ganzzahlige 
Elemente besitzen, sogar alle Matrizen Z— UZU' (U € I) reell und ganz- 
zahlig sind. Ebenso sind fiir jedes Z, fiir das die Matrizen Z— UZU' (UCT) 
reell und ganzzahlig sind, sogar alle Matrizen Z— UZU' (U € I) reell und 
ganzzahlig. Hieraus ergibt sich erstens, daB jede Gruppe J'(Z) mit Z € G im 
Sinne von Lemma 3 isomorph ist zu einer der sechs Gruppen I) (k=1, .. . , 4), 
I’, I’. Zweitens erkennt man, da8 man bereits alle Fixpunkte ganzer Modul- 
substitutionen erhalt, wenn man in der Fixpunktgleichung (37) fiir U nach- 
einander Erzeugende der sechs Gruppen I{”(k = 1, . . ., 5), J" einsetzt. Dieses 
wurde in §3 von [2] durchgefiihrt, und zwar ergab sich fir U € I’\* die Fix- 
punktmannigfaltigkeit in Satz 3a), fir U ¢ 7 die Fixpunktmannigfaltigkeit 
in Satz 3b), fir U ¢€ I die Fixpunktmannigfaltigkeit in Satz 3c), fir U ¢ I? 
die Fixpunktmannigfaltigkeit in Satz 3d), fir U ¢ I die Fixpunktmannig- 
faltigkeit in Satz 4a) und schlieBlich fir U € [‘® die Fixpunktmannigfaltigkeit 
in Satz 4b). Indem nun fir jede dieser Mannigfaltigkeiten und die entsprechen- 
den Matrizen UCT (k=1,...,4), [, I die ganzzahligen Matrizen 
S = Z—UZU' ausgerechnet werden, erhalten wir die folgenden sechs Aus- 


sagen : 
Jeder Punkt der Mannigfaltigkeit in Satz 3a) ist Fixpunkt bei der Gruppe 
10 00 1 0 O0—e 
01 00 O-—l‘e 0 
(25) 00 10/7’ omic Ga 
00 01 0 00-1 
Jeder Punkt der Mannigfaltigkeit in Satz 3b) ist Fixpunkt bei der Gruppe 
10 00 01 0 «' 
0100 10 —e0 
(26) 00 10)’ 00 oly’ 
00 01 00 10 
Jeder Punkt der Mannigfaltigkeit in Satz 3c) ist Fixpunkt bef der Gruppe 
10 00 1 0 O—e 
0100 1-le 0 
(27) oo 10) |o o1 if 


00 01 0 00—1 
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Jeder Punkt der Mannigfaltigkeit in Satz 3d) ist Fixpunkt bei der Gruppe 


10 00 ass" "e 
01 00 01 —e0 
(28) 00 10)? 00 —10 
00 01 00 11 


Jeder Punkt der Mannigfaltigkeit in Satz 4a) ist Fixpunkt bei der Gruppe 


10 00 1 0 O0—e\.- 01 O¢ 0—1l e—e 

01 00 O—le O 10 —e0 Jl 0 —e—e 

(29) 00 107’ 0 O01 OF’ 00 olf’ 0 0 0—1l 
2 00 01 0 00-1 00 10 0 0 1 0 


Jeder Punkt der Mannigfaltigkeit in Satz 4b) ist Fixpunkt bei der Gruppe 


10 00 01 Oc\ ° 1 0 0 e—e 
0100 10 —e0 1—l e—e 0O 

(30) 00 10)? foo o1ff Jo o -1 1 
00.01 00 10 0 Oo 0 —l 

—l11 Oe O0—l e—e—e —ll e—ee 

01 —ed 1—l—e —e —10 ee 

00 —10;7’ 0 o-—l —l}’ 00 oO 1 

00 11 0 0 1 0 , 00 «a -I 


Diese Ergebnisse besagen, daB die Gruppen (25) bis (30) fiir jeden Punkt Z 
der entsprechenden Mannigfaltigkeit in Satz 3 bzw. Satz 4 in [°(Z) enthalten 
sind. Da wir aber wissen, daB fiir einen Punkt Z € G die Gruppe J"(Z) mit einer 
der sechs Gruppen (25) bis (30) tibereinstimmen muB, ergibt sich, daB fiir die 
reduzierten Punkte der Mannigfaltigkeit in Satz 4a) die Gruppe J°(Z) mit (29) 
tibereinstimmt, und daB fiir die reduzierten Punkte der Mannigfaltigkeit in 


Satz 4b) die Gruppe J"(Z) mit (30) ibereinstimmt. 


Fir die reduzierten Punkte 


der Mannigfaltigkeiten in Satz 3 kann J'(Z) umfassender als die Gruppen (25) 
bis (28) sein. Ist das der Fall, so mu8 J"(Z) mit einer der Gruppen (29) oder (30) 
tibereinstimmen, was dann und nur dann der Fall ist, wenn Z auf einer der 
Mannigfaltigkeiten in Satz 4 liegt. Diese Ergebnisse formulieren wir in einem 


zusammenfassenden Hilfssatz : 


Lemma 4: Fiir einen Punkt Z € G, der auf der Mannigfaltigkeit in Satz 3a), 


c) bzw. d) liegt wnd den drei Bedingungen 
(31) m+ 2+ € 


(e = —1, 0, 1) 


geniigt, stimmt I(Z) mit der Gruppe (25), (27) bzw. (28) tiberein. Fiir éinen Punkt 
Z € G, der auf der Mannigfaltigkeit in Satz 3b) liegt und den sechs Bedingungen 


(32) ate. nty(ete— 


3) (e=—1,0,1) 


. 


- geniigt, stimmt I'(Z) mit der Gruppe (26) tiberein; das in (32) auftretende « muB 
dabei mit dem « in Satz 3b) tibereinstimmen. Diejenigen Punkte Z € G, die auf 
einer der Mannigfaltigkeiten in Satz 3 liegen, aber den Bedingungen (31) bzw. (32) 
nicht geniigen, liegen auf einer der Mannigfaltjgkeiten in Satz 4. Fiir die Punkte 
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Z € © der Mannigfaltigkeit Satz 4a) ist I'(Z) die Gruppe (29) und fiir die Punkte 
Z € G der Mannigfaltigkeit. Satz 4b) die Gruppe (30). 

Wir wenden uns nun der Bestimmung derjenigen Fixpunktuntergruppen 
A(Z) zu, die nicht ganze Modulsubstitutionen enthalten. Es geniigt offenbar, 
die Gruppen A-reduzierter Punkte zu bestimmen. Wenn Z reduziert ist und 
A(Z) nicht ganze Modulsubstitutionen enthalt, so mu8 Z auf einer der Mannig- 
faltigkeiten in Satz 5 bis Satz 7 liegen. Fir die reduzierten Punkte dieser Man- 
nigfaltigkeiten soll jetzt 4 (Z) mit Hilfe von Satz 1 ermittelt werden. Um Satz 1 
leichter anwenden zu kénnen, geben wir zunachst diejenigen Flachen (2) an, auf 
denen reduzierte Punkte liegen kénnen. In [3] wird gezeigt, daB jedes teiler- 
fremde symmetrische Paar C, D mit Rang C = 1 im Falle n = 2 zu einem Paar 
der Form 


(33) (6 o)¥> (0 1)" (a=1,7=(? 4) unimodular) 
assoziiert ist (vgl. auch (12)), und daB die zugehorige Flache 
(34) abs(CZ + D) = |c(z,p*+ 249°+ 2z,pq) + d| = 1 


(man beachte (34)) héchstens dann reduzierte Punkte enthalt, wenn eine der 
folgenden Bedingungen 


(35) c=l1,p=l,q= 0,—lsdal, 
(36) c=l1,p=0,¢= i,-—lsdsal, 
(37) c=1, p=1, q=-—1,-—2sds2 


erfiillt ist. Wir erhalten eine Modulmatrix, deren zweite Matrizenzeile mit dem 
Paar (33) iibereinstimmt, wenn wir zunachst zu dem teilerfremden Zahlenpaar 
c,d ein weiteres Zahlenpaar a,b mit ad—bc = 1 bestimmen und dann die 
Matrix 


20 60 

01 00\/V 0 
(38) c0 d0 (5 ya) 

00 01 


bilden. In den Fallen (35) bis (37) erhalten wir fiir die Flachen (34) und die zu- 
gehérigen Matrizen (38) die Ausdriicke 


(39) jay+ d|=1 ’ M,= 10 a0 (|d| Ss 1), 
(40) tdj—=1, Be lare § (\d| <1), 
1 -0 


(41) e+ 2y—2z+d/=1, Kg= (\d| S 2). 
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Die Flachen (2) mit nicht ausgeartetem C enthalten, wiv in [3] gezeigt wird, 
héchstens dann reduzierte Punkte, wenn C, D zu einem Paar der Form £, T 
assoziiert ist, wobei 
ts 
T= (2 r) und |t,| <1 (k = 1, 2,3) 
gilt. Fiir die Flachen dieser Art und fiir eine Modulmatrix, deren zweite Zeile 
mit Z, 7 tibereinstimmt, erhalten wir 


(42) abs(Z + T)=1, Mr=(; ard 


Wir bestimmen nun fiir die reduzierten Punkte der in Satz & bis Satz 7 an- 
gegebenen Fixpunktmannigfaltigkeiten die Gruppen A (Z). Wit werden hierzu 
mit Hilfe von Lemma 4 und Satz 1 fiir jeden Punkt die Gruppe J"(Z) und ein 
vollstandiges Reprasentantensystem der rechtsseitigen Nebenklassen von J"(Z) 
in A(Z) angeben. Dabei braucht von zwei J-aquivalenten Punkten offenbar 
stets nur einer betrachtet zu werden. Die vier Punkte in Satz 5a) sind I’-aqui- 
valent. Wir untersuchen daher nur die Gruppe des ersten Punktes. 


o+a-* —a-! 
nur aus der Identitét. Die Gruppe A(Z,) besteht aus den fiinf Matrizen 


0—l1 —l1—1 0 0-—i-l 
. 2) 0 0-1 0 1—l-—l 0 
’ 


- 2xi 
Lemma 5: Fiir den Punkt Z,= ( AP! po ‘ (« = é@ ) besteht I(Z,) 


(43) 


0O-£ 0 0O Oo—1;)?}0 1 0 Of? 
. 0 1 ae oe) ae 
10—1 0 o—1-—l1 0 
00 O-1 —1 0 0-1 
i a ies 1—l1-—l1 0 
—1ll 1 0 ze Oe re 


Beweis: Die Behauptung iiber '(Z,) ergibt sich daraus, daB Z, auf keiner 
der Mannigfaltigkeiten in Satz 3 und Satz 4 liegt. Von den Flachen (2) enthalten 
genau 


(44) |z,| = 1, |z_] = 1, abs(Z+°7) = 1, r=(; at a me 


den Punkt Z,. Die ersten beiden dieser Flachen fiihren nach (39) und (40) auf 
die Matrizen M, und Lp, die letzten beiden nach (42) auf die Matrizen My mit 
den in (44) angegebenen Werten von 7’. Die vier Punkte M,(Z,), D,(Z,) und 


M,(Z,) mit T = (; i) : irs 0) sind sémtlich ’- aquivalent zu Z, ; sie gehen nim- 


11 00 
lich bei der ganzen Modulsubstitution 
wo a= (0 #0) 
in Z, iber, wenn nacheinander U = f a (0 as (5 >. ( 7 und § = (0 > 


- me? (0 »# he 1) gewahlt wird. Die Produkte aus M,, L,, My und 


(45) liefern dabei die in (43) angegebenen Matrizen. Nach Satz 1 ist damit Lem- 
ma 5 bewiesen. 








a 


ae tt inet A 
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Lemma 6: Die beiden in Satz 5b) angegebenen Punkte 


=a z (— en-* + @) 
Z0=|, . (n=4 +562; e= 41) 
zertt+e = en 


sind A-dquivalent, aber nicht I’-iquivalent. 

Beweis: Die 4-Aquivalenz wird sich im Beweis von Lemma 7 ergeben. Gabe 
es nun eine ganze Modulsubstitution (45) mit 
(46) Z-) = UZ®U'+ 8, 
so miBte nach Lemma | die Bedingung U ¢€ J (vgl. (43)) erfiillt sein, weil beide 
Punkte Z) den gleichen Imaginarteil ; y2 ( 2) besitzen. Man rechnet aber 
leicht nach, daB fiir die Realteile X®(e = +1) von Z die Matrix S= X-»— 
— UX®U’ fiir kein U € I’ ganzzahlig ist, was nach (46) aber der Fall sein 
miBte. Also ergibt sich aus der J-Aquivalenz der beiden Punkte Z ein Wider- 
spruch. Damit ist Lemma 6 bewiesen. 

Lemma 7: Die Gruppe I'(Z) (e = +1) stimmt mit der Gruppe (30) fiir 
e = Otiberein (das in (30) verwendete e muf dabei mit deme in Z iibereinstimmen ). 
Ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir die rechtsseitigen Nebenklassen von 
I'(Z@) in A(Z) ist durch 


0 0 —10 —e O0O—1 0 O—e 0 O 

(47) (5 2) 0 e 01 0 0 0 1 se @¢8 & 
Oz/’\1 O eO7’ 2 0 O71 O O —e 

0—1 00 0—1 0 —e O—l e 0 


gegeben. Insbesondere besitzen also beide Gruppen A(Z) (e = +1) die Ord- 
nung 24. 

Beweis: Der Punkt Z) liegt auf der Mannigfaltigkeit Satz 4b) mit « = 0. 
Die Behauptung iiber ['(Z‘)) entnimmt man daher aus Lemma 4. Von den 
Flachen (2) enthalten genau 


(48) [zy] = 1, leg] = 1, Ja, + 2z—22+e/=1, 


e0\ /e 0) (00 0 —e 
(49) abs(Z + T) = l, T =(> > (6 0)» (0 at 0) 
den Punkt Z). Die Flachen (48) fiithren nach (39) bis (41) auf die Matrizen 
M,, Ly, K, und die Flachen (49) nach (42) auf die Matrizen M7 mit den in (49) 
angegebenen Werten von 7. Die Punkte M,(Z), L,(Z@), K,(Z) und 


M,(Z) mit T = (5 °) sind J-équivalent zu Z“—*). Diese Punkte gehen namlich 
bei (45) in Z~® iiber, falls nacheinander U = (5 iss (0 Be ' “ Pe: ° (, abe 


und § = (0 »" ( °)> & ms a (0 ’) gesetzt wird. Hieraus ergibt sich zuerst, 
daB Z®) und Z-» jedenfalls A-aquivalent sind, was noch fiir den Beweis von 
Lemma 6 nachzutragen war. Weil ferner die beiden Punkte Z@ und Z(-®) nach 
Lemma 6 nicht J’-aquivalent sind, ergibt sich nach Satz 1, daB lie Flachen (48) 
und die erste der Flachen (49) keine Beitrage zur Gruppe 4(Z“) leisten. Die 
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Punkte M,(Z) mit T= (5 9), (9 ¢)»(_? — 9) dagegen sind I’-aquivalent 


zu Z. Das ergibt sich, wenn in (45) nacheinander U = ( “i ( at 


(0 a und § = ( =. ( 3 o)> (’ 0) gewahlt wird. Die Produkte aus M, 
und (45) liefern die Matrizen (47). Nach Satz 1 ist damit Lemma 7 bewiesen. 
Lemma 8: Fiir den Punkt in Satz 5c) stimmt die Gruppe I'(iE) mit der 

Gruppe (29) fiir e = e = 0 tiberein. Hin vollstindiges Reprisentantensystem der 
rechtsseitigen Nebenklassen von I'(iE) in A (iE) ist durch 

00 —10 00 0—1 
@% 01 00 100 0 679 
0 7110 Ooo; }01 0 OF" \EF O 

00 01 001 0 
gegeben. Insbesondere besitzt also A (iE) die Ordnung 16. 

Beweis: Da der Punkt iZ auf der Mannigfaltigkeit in Satz 4a) mit e=e=0 
liegt, folgt die Behauptung iiber J°(iZ) aus Lemma 4. Von den Flachen (2) 
enthalten genau |z,| = 1, |z,| = 1, absZ = 1 den Punkt iZ. Diese drei Flachen 
fahren nach (39), (40) und (42) auf die drei letzten Matrizen in (50). Man rechnet 
leicht nach, daB i# Fixpunkt bei allen Matrizen (50) ist. Nach Satz 1 ist damit 
Lemma 8 bewiesen. 

Die vier Punkte in Satz 5d) ‘sind J’-aquivalent. Es geniigt daher, nur einen 
dieser Punkte, etwa oH, zu betrachten. 

Lemma 9: Die Gruppe I'(oE) stimmt mit der Gruppe (29) fiir e=2e=0 
iiberein. Ein vollstindiges Reprisentantensystem der rechtsseitigen Nebenklassen 
von I"(oE) in A(oE) ist durch 


(50) 


0 o--l 0O —10 —1 0 

(51) (¢ (> a “a 0—1l 0—1 00 Q-1 
0 ; E oO/’\E £E}’}1 

f 0 01 0 i 


0 . 10 0 oO7’ 
1 
—10 —10 00 —10 0o—1 0-1 00 0—1 
01 00 O1 00 2.6 @ @ 100 90 
(52) 10 oOf}10 10f?}o 10 offoi o 1 
00 ie | 00 01 =. .o 001 0 
gegeben. Insbesondere besitzt also A(oE) die Ordnung 36. 
Beweis: Da der Punkt 9 Z auf der Mannigfaltigkeit in Satz 4a) mit e=e=—0 
liegt, folgt die Behauptung tiber I'(oZ) aus Lemma 4. Von den Flachen (2) 
enthalten genau 


(53) Jey] = 1, Jey + 1] = 1, Jeg] = 1, Jzg+ 1] =1, 


00\ /10\ /10\ (00 
(%) abs(Z + T)=1, T= (5 9)+(0 1)» (0 0)» (01) 
den Punkt o£. Der Punkt M7(o Z) wird fiir die in (54) angegebenen Werte von 
T durch die ganze Modulsubstitution (45) mit U = Z, S= T—E nach oF 
zurickgeworfen. Die Produkte aus My und (45) sind in (51) angegeben. Die 
Flachen (53) fahren nach (39) und (40) auf die Matrizen M,, M,, L,, L,. Die 
vier Punkte M,(oZ), M,(oZ), L,(oH), L,(o#) werden durch die ganze Modul- 
substitution (45) nach g # zuriickgeworfen, falls in jedem Fall U = E und nach- 
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‘ —10\ (00) /—10\ (00 4 , 
einander S = ( 0 rc o)>( 0  F (0 0) gewahlt wird. Die Produkte aus M,, 
M,, L,, L, und den zugehérigen Matrizen (45) sind in (52) angegeben. Nach 
Satz 1 ist damit Lemma 9 bewiesen. 
Lemma 10: Fiir den in Satz 5e) angegebenen Punkt Z,= + y3 (; 2) stimmt 
I'(Z,) mit der Gruppe (30) fiir e = e = 0 tiberein. Ein vollstiindiges Repriisen- 
tantensystem der rechtsseitigen Nebenklassen von I'(Z,) in A(Z,).ist durch 


0 0 —10 

E010 0 o1 

(55) (5 x) 1 0 00 
0-1 00 


gegeben. Insbesondere besitzt also A(Z,) die Ordnung 12. 

Beweis: Der Punkt Z, liegt auf der Mannigfaltigkeit in Satz 4b) mit 
e=e=0. Die Behauptung iiber J'(Z,) ergibt sich daher aus Lemma 4. Von 
den Flachen (2) enthalt nur abs Z = 1 den Punkt Z,. Fiir die nach (42) zu- 


gehérige Matrix M7 gilt M,(Z,) = — Zz!. Dieser Punkt — Zz wird durch die 
ganze Modulsubstitution (45) mit U = (( ia) und S=0 nach Z, zuriick- 


geworfen. Das Produkt aus My und (45) ist in (55) angegeben. Nach Satz 1 
ist damit Lemma 10 bewiesen. 
Die beiden Punkte in Satz 5f) sind J-aquivalent. Es geniigt daher, etwa 


den Punkt Z,~ (6 ‘) zu betrachten. 

Lemma 11: Fiir den Punkt Z,~ (6 ‘) stimmt I'(Z,) mit der Gruppe (25) 
fiir e=0 tiberein. Ein vollstiindiges Reprisentantensystem der rechtsseitigen 
Nebenklassen von I'(Z,) in A(Z,) ist durch 


100 0 —10 —10 00 —10 
56 E 0 00 .0—1 01 00} 701 00 
(56) (0 a) 00 1 OF’ 10 oo7’110 10y7’ 

010 O 00 01 00 01 


—10 —1 0 00 —1 O 
00 0 —!1l 00 0—1 
10 0 o7’,10 1 0 
01 0 0 01 0 0 


gegeben. Insbesondere besitzt also A(Z,) die Ordnung 12. 

Beweis: Da der Punkt Z, auf der Mannigfaltigkeit Satz 3a) mit e = 0 
liegt und die Bedingung (31) erfiillt, ergibt sich die Behauptung iiber J°(Z,) 
aus Lemma 4. Von den Flachen (2) enthalten genau 


“(0 0\ 10 
(57) leo] = 1, lel = 1, ent 1| = 1, abs(Z+ 7)=1, T=(5 5), (6 9) 


den Punkt Z,. Fiir die nach (39) bis (42) zugehérigen Matrizen gilt 


(58) Lg(Z) = (j, 0)» Mo(Za) = Mr,(Zs)=(~§ $j)  Ma(Zs) = Mr, (Zs) = Zs, 
29° 
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wobei 7,= 0, T,= ( 0) zu setzen ist. Alle Punkte (58) kénnen durch eine 


ganze Modulsubstitution (45) nach Z, zuriickgeworfen werden. Man wahle 
namlich fir den ersten Punkt U = ( < und sonst U = E, ferner S = * 0) 


00 
fiir die Punkte M,(Z,) und My (Z,) und sonst S = 0. Die Produkte aus den 


Matrizen L,, M,, M,, My und den zugehérigen ganzen Modulmatrizen (45) 
sind in (56) angegeben. Nach Satz 1 ist damit Lemma 11 bewiesen. 

Definition 1: Zs sei M eine beliebige der Mannigfaltigkeiten in Satz 6. Die 
Menge der Punkte von M, die reduziert sind, aber von den Punkten in Satz 5 
verschieden sind, soll mit M bezeichnet werden. 

Lemma 12: Die Mannigfaltigkeit in Satz 6a) mit der Parameterdarstellung 
(59) Z= ey °) be = 41) 
sei M,. Fiir jeden Punkt Z € MO stimmt I'(Z) mit der Gruppe (25) fiir e = 0 
tiberein. Ein vollstindiges Reprisentantensystem der rechtsseitigen Nebenklassen 
von I°(Z) in A(Z) ist durch 


—x0 —10\ /00 —10 
E 0 01 00) f01 oo 

(60) (0 a 10 oo}'t10° x0 
00 01) \oo o1 


gegeben. Insbesondere besitzen also siimtliche Gruppen A(Z) (Z EMO) die 
Ordnung 6. 
Beweis: Da jeder Punkt Z €M® auf der Mannigfaltigkeit Satz 3a) mit 


e = 0 liegt und die Bedingung (31) erfiillt, folgt die Behauptung itiber J°(Z) 
aus Lemma 4. Die Flachen 


(61) la] = 1, ja+ |= 1 
enthalten sanitliche Punkte aus I und die Flachen 

00 0 
(62) \z_| = 1, abs(Z + 7) =1, T= (54): (5 . 


diejenigen Punkte (59) von IN, fiir die |z| = 1 ist. Weitere Flachen (2), die 
Punkte aus © enthalten, gibt es nicht. Die: Flachen (61) fihren nach (39) 
auf die Matrizen M, und M,,. Fiir jeden Punkt (59) gilt 


M,(2) = en °) , M,(Z) = 2. 


Beide Punkte M,(Z) und M,(Z) sind J’-aquivalent zu Z. Fir M,(Z) ist diese 
Behauptung trivial. Der Punkt'M,(Z) wird durch die ganze Modulsubstitution 
(45) nach Z zuriickgeworfen, wenn U = E und § = ig 0) gewahlt wird. Das 
Produkt aus M, und (45) und die Matrix M,, sind in (60) angegeben. Die Fla- 
chen (62) kénnten nach Satz 1 héchstens fiir solche"Punkte Z € I einen Bei- 
trag zur Gruppe A (Z) leisten, fiir die |z| = 1 ist. Fir diese Punkte setzen wir — 
z = e'*, Fir die nach (40) und (42) zu den Flachen (62) gehérigen Matrizen L, 











). 


ie 


9) 


se 
on 


la- 
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und M7 gelten dann, fails noch 


xo =0 (00 x0 

a= (") ea)» = (0) T= (60) 
gesetzt wird, die Beziehungen 

01 0 
Ty(2)=(; 9) 2*(t g)> Ma(2)= 24+ (6 9)» Mr) = 
Der Punkt L,(Z) und die beiden Punkte M,(Z) sind also J-aquivalent zu Z*. 
Wir zeigen nun, daB Z* fiir jeden Punkt Z € NM mit z = e** nicht J-aquivalent 
zu Z ist. Nach Satz 1 leisten dann die Flachen (62) tatsaichlich keinen Beitrag 
zu den Gruppen 4(Z). Wiirde Z bei der ganzen Modulsubstitution (45) in Z* 
iibergehen, so miiBte nach Lemma 1 die Bedingung U ¢ I'* gelten, weil beide 
Punkte Z und Z* den gleichen Imaginarteil Y = e ) mit y, + y, besitzen 
2 

(vgl. (39)). Nach (45) wiirde dann die Gleichung 


8=Z*—UZU'=() _ o%0,) 


folgen. Fiir keinen Punkt Z € M© mit z = e‘* ist aber 2 cos y eine ganze Zahl. 
Nach Satz 1 ist damit Lemma 12 bewiesen. 
Fiir die in Satz 6b) angegebenen Mannigfaltigkeiten IM ist M leer. 
Lemma 13: Es sei M, die in Satz 6c) angegebene Mannigfaltigkeit mit der 


Parameterdarstellung Z = * ’) und M, die in Satz 6d) angegebene Mannig- 


faltigkeit mit der Parameterdarstellung Z = (5 ‘) . Fiir jeden Punkt Z EM 
(k = 2, 3) stimmt I'(Z) mit der Gruppe (25) fiir e = 0 iiberein. Hin volistindiges 
Reprisentantensystem der rechtsseitigen Nebenklassen von I'(Z) in A(Z) ist fiir 
Z EMP) bew. Z EM durch 


00 —16 10 0. 0 

£0, [01 00 £0, [00 0—1 

(63) ( a 10 oof l=. [ a 001 0 
00 01 010 0 


gegeben. Insbesondere besitzen siimtliche Gruppen A(Z) mit Z €M(k = 2, 3) 
die Ordnung 4. 

Beweis: Da jeder Punkt Z¢€M((k= 2,3) auf der Mannigfaltigkeit 
Satz 3a) mit e = 0 liegt und die Bedingung (31) erfiillt, folgt die Behauptung 
iiber "(Z) aus Lemma 4. Die Flaiche 


(64) |z,—-,| = 1 (k = 2,3) 
enthalt simtliche Punkte aus M(°. Die Flachen 
(65) \z,| = 1, abs Z = 1 


enthalten diejenigen Punkte aus M{, fiir die |z| = 1 gilt. Weitere Flichen (2), 
die entweder Punkte aus I” oder M{” enthalten, gibt es nicht. Die Flache 
(64) filhrt fiir k = 2 nach (39) auf die Matrix M,undfirk 3 nach (40) auf die 
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Matrix L,. Fir jeden Punkt Z € MY gilt M,(Z) = Z. Fir einen Punkt Z € M 
ist L,(Z) = (; 9 jedenfalls I-aquivalent zu Z. Die ganze Modulsubstitution 


(45) fahrt namlich L,(Z) in Z tiber, wenn U = (; 0) und S = 0 gewahit wird. 


Die Matrix M, und das Produkt aus L, und (45) sind in (63) angegeben. Ent- 
sprechend wie im Beweis von Lemma 12 erkennt man, da8 die Flachen (65) 
keinen Beitrag zu den Gruppen 4(Z) mit Z €M leisten. Nach Satz 1 ist 
damit Lemma 13 bewiesen. 

Im folgenden werden wir wiederholt den folgenden Hilfssatz anwenden, 
dessen Beweis unmittelbar einsichtig ist. 

Lemma 14: Es seien M und N zwei der Fixpunktmannigfaltigkeiten in 
Satz 6, fiir die es eine ganze Modulsubstitution (45) mit der Eigenschaft 


(66) NO C EMM) = UMOU'+.8 


gibt. Besitzen dann alle Punkte Z € M die gleiche Gruppe I'(Z) = I, und die 
gleiche Gruppe A(Z) = Ag, 80 gelten fiir alle Punkte Z ER die Beziehungen 
I'(Z) = GI,G" und A(Z) = GA,G—". Fiir den Nachweis der Bedingung (66) 
geniigt es dabei nach Definition 1, die Bedingung 


NAF Cc GMN F) 


zu beweisen, weil die in Satz 5 angegebene Punktmenge mit jedem ihrer Punkte 
auch alle dazu I’-équivalenten reduzierten Punkte enthiilt. 

Auf Grund von Lemma 14 wird es geniigen, von den acht in Satz 6e) bis 
h) angegebenen Mannigfaltigkeiten nur die beiden Mannigfaltigkeiten in 
Satz 6e) auf die Gruppen J°(Z) und A(Z) zu untersuchen. 

Lemma 15: Es sei M,,,(e = + 1) die Mannigfaltigkeit mit der Parameter- 
darstellung Satz 6e). Fiir jeden Punkt Z € M, stimmt I'(Z) mit der Gruppe (27) 
iiberein (wobei das in (27) verwendete e mit dem e in M) iibereinstimmen muf ). 
Ein vollstindiges Représentantensystem der rechtsseltigen Nebenklassen von 
I'(Z) in A(Z) ist durch 


00 0—1\ /—eo 00 
E 0 e0 1 0 Oe 00 

(67) (0 oI 010 ef? | 01 —eo 
_100 0] \-10 oe 


gegeben. Insbesondere besitzen also siimtliche Gruppen A(Z) mit Z € MP (e= + 1) 
die Ordnung 6. 

Beweis: Da jeder Punkt Z € IM, auf der Mannigfaltigkeit Satz 3c) liegt 
und die Bedingung (31) erfiillt, folgt die Behauptung iiber J‘(Z) aus Lemma 4. 
Die Flachen 


00 wets n= 7-09,( 279 


enthalten alle Punkte aus. N{”). Weitere Flichen (2), die Punkte aus 2°) ent- 
halten, gibt es nicht. Die caste ‘der Flachen (68) fiihrt nach (39) auf die Matrix 
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M,. Fir jeden Punkt aus IM?) gilt nun 

—s? xa + ez") 
sal +ez") —z'—e 
Dieser Punkt ist J-aquivalent zu 


—z! z (—2-'—e) 
Zt= 1 : . 
z (—2z-'—e) —z! 
Wiirde jetzt Z* durch eine ganze Modulsubstitution (45) nach Z zuriickgewor- 
fen, so miiBte nach Lemma | die Beziehung U € J gelten, weil Z und Z* 
wegen |z| = 1 gleiche Imaginarteile von der Form y ( >) besitzen (vgl. (43)). 
Fir kein U € I ist aber die Matrix S = Z— UZ* U'(Z € MO) ganzzahlig. 
Nach Satz 1 leistet daher die erste der Flachen (68) keinen Beitrag zur Gruppe 
A(Z). Fiir die nach (42) zu den iibrigen Flachen (68) gehérigen Matrizen M7 


gilt 
z 3 e 1 
——aette —= (s+ 6) 
MyZ-(* ~ 7% * 
-F (z+ e) z 
wobei sich das obere Vorzeichen auf 7’ = ( 7 und das untere auf 7’ = ( . a 


bezieht. Der Punkt M7(Z) wird durch die ganze Modulsubstitution (45) nach Z 
zuriickgeworfen, wenn U = (2 0) und S = — T gewahlt wird. Die Produkte 
aus My und (45) sind in (67) angegeben. Nach Satz 1 ist damit Lemma 15 
bewiesen. 

Auf Grund von Lemme 14 wird es geniigen, von den vier in Satz 6i) und j) 
angegebenen Mannigfaltigkeiten nur die beiden Mannigfaltigkeiten in Satz 6)) 
auf die Gruppen J"(Z) und A(Z) zu untersuchen. 

Lemma 16: Es sei M,,,.(e = + 1) die Mannigfaltigkeit mit der Parameter- 
darstellung Satz 6j). Fiir jeden Punkt Z € MO), stimmt I'(Z) mit der Gruppe (26) 
fiir e=0 iiberein. Ein volistindiges Boprisutentenoysion der rechtsseitigen 
Nebenklassen von I"(Z) in A(Z) ist durch 


ia rr . —l1 0 

1 e's 
(69) ent : e ome 1 ; 0 ) 
0 0—1 0 —e 


gegeben. Insbesondere besitzen i. Gruppen A(Z) mit Z € MO, die Ordnung 6. 

Beweis: Da jeder Punkt Z €¢ M auf der Mannigfaltigkeit Satz 3b) mit 
e = 0 liegt und die Bedirigung (32) erfiillt, folgt die Behauptung tiber J’(Z) 
aus Lemma 4 (das in der Bedingung (32) verwendete e hat dabei nichts mit 
dem e in Mo zu tun; ebenso haben das z in (32) und das z in Satz 6 j) ver- 
schiedene Bedeutung). Die Flachen 


(70) abs(Z + 7) = 1, T=() a» 


00 
0 -) 
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enthalten simtliche Punkte aus 920. Die Flachen 


0 
(71) ley] = 1, |2q] = 1, abs(Z + 7) = 1, t=(5\) 
enthalten diejenigen Punkte aus mt fir die 
(72) ex=a 3 (|z|?— 1) 
gilt. Die Flache 
(73) 2+ 2—22, + e| = 1 
enthalt diejenigen Punkte aus M, fiir die 
(74) lz|= 3 


gilt. Weitere Flachen (2), die Punkte aus MO, enthalten, gibt es nicht. Fir 
die nach (42) zu den Flachen (70) gehérigen Matrizen My und einen Punkt 
Z EMO, gilt 
1 —(/ z—2z'? —(z+2" e/fl 0O 
Mr(2)= 73 hes + 2-1) p= Fe (0 mF 
Set ‘ e 0 00 
wobei sich das obere Vorzeichen auf 7' = . 0) und das untere auf 7’ = ( ) 


bezieht. Der Punkt M;(Z) wird durch die ganze Modulsubstitution (45) nach 


Z zuriickgeworfen, wenn U = . a und S= T—eE gewahlt wird. Die 


Produkte aus M, und (45) sind in (69) angegeben. Die Flachen (71) leisten 
nach Satz 1 héchstens fiir diejenigen Punkte Z ¢ M{°), einen Beitrag zu A(Z), 
fiir die (72) gilt. Fiir die zu den Flachen (71) gehérigen Matrizen My, Ly, My 
und fiir einen Punkt Z € IM, gelten nun unter der Voraussetzung (72) die 
Gleichungen 
e 0 1 O\;s/l O 00 
Mo(Z) = L9(2) = (9 ¢) Mri) (5 ¢) + (0 0) = (6 2) 2 (0 —2) — (0 2): 

Die drei Punkte M,(Z), L,(Z), M7(Z) sind also T-aquivalent zu — Z. Wiirde 
nun — Z durch eine ganze Modulsubstitution (45) in Z iibergefiihrt, so miBte 
nach Lemma | die Bedingung U ¢€ I gelten, weil Z und — Z gleiche Imaginar- 
7d ¥s) mit 2y, + 0, y besitzen (vgl. (40)). Ferner miiBte 


rey fir ein U € TY die Matrix S=Z+ UZU’ ganzzahlig sein. Fiir jedes 
U € I gilt aber unter der Voraussetzung (72) die Beziehung 


Fyne. F—2 (el—ee eeh—ber* \_ fe 0 
Z2+UZW=2+Z= Tt (_ lzl-* |e] — ep) > (( ): 


teile von der Form ” 


Wegen der Reduktionsbedingung 1 < |z| < /3 (vgl. Satz 6j)) wiirde also 
|z| = 1 folgen. Fiir |z| = 1 ist aber Z einer der Punkte in Satz 5d). Nach Satz 1 
leisten daher die Flachen (71) tatsachlich keinen Beitrag zu den Gruppen A (Z) 
mit Z € MO. Die Flache (73) kénnte héchstens fiir diejenigen Punkte Z ¢ M{?, 
einen Beitrag zu A(Z) leisten, fiir die (74) gilt. Setzen wir z = /3 e**, so wird 


Z= 3 008x(3 1) ¥(o1) + x8inz(; 9)» 
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und fiir die nach (41) zur Flache (73) gehérige Matrix K, gilt 


o- (,_)x.e(t-2)—2enr(t)+$(03)+damz(t)) 


Wiirde nun Z* durch eine ganze Modulsubstitution (45) in Z abgebildet, so 
miBte nach Lemma 1 die Bedingung U € I" gelten, weil beide Punkte Z 
und Z* den gleichen Imaginarteil + sin x(; 2) besitzen. Ferner miBte dann 
fiir eine Matrix U ¢ I die Differenz S = Z— UZ* U' ganzzahlig sein. Daraus 
wiirde cos y = + 1, also sin y = 0 folgen. Das ist aber ein Widerspruch, weil 
der Imaginarteil von Z nicht die Nullmatrix sein kann. Nach Satz 1 liefert 
die Flache (73) also auch keinen Beitrag zur Gruppe 4(Z) (Z € M{°)). Damit 
ist Lemma 16 bewiesen. 

Fir die in Satz 6k) angegebenen Mannigfaltigkeiten M ist M leer. 

Lemma 17: Zs sei M, die in Satz 61) angegebene Mannigfaltigheit. Fiir jeden 
Punkt Z €MO stimmt I'(Z) mit der Gruppe (25) fiir e = 0 tiberein. Hin voll- 
stindiges Repriisentantensystem der rechtsseitigen Nebenklassen von I'(Z) in 
A(Z) ist durch 


0 O-—1 

£0, [oo —1 0 

(75) - a 01 0 
10 0 0 


gegeben. Insbesondere besitzen also alle Gruppen A(Z) mit Z € MO die Ordnung 4. 

Beweis: Da jeder Punkt Z € IN auf der Mannigfaltigkeit Satz 3a) mit 
e= 0 liegt und die Bedingung (31) erfiillt, folgt die Behauptung tiber J°(Z) 
aus Lemma 4. Die Flachen 


(76) lz| = 1, |z,| = 1, abs Z = 1 


enthalten alle Punkte aus 2. Weitere Flachen (2), die Punkte aus {” 
enthalten, gibt es nicht. odo, wir z = e'*, so gelten fiir die nach (39) und (40) 
zu den ersten beiden Flachen (76) gehérigen Matrizen M, und L, die Glei- 
chungen 

M,(Z) = — e~**B, L,(Z) = et*E. 


Wiirde nun M,(Z) oder L,(Z) bei der ganzen Modulsubstitution (45) in Z tiber- 
gehen, so miiBte nach Lemma 1 die Bedingung U ¢€ I" gelten, weil alle drei 
Punkte Z, M,(Z), L,(Z) den gleichen Imaginarteil sin yZ besitzen (vgl. (42)). 
Aus der Ganzzahligkeit von S = Z— U M,(Z)U’ bzw. von S = Z— UL,(Z)U’ 
fir ein U¢€ I" wiirde die Ganzzahligkeit von 2 cosy folgen. Die Werte 
cos y= 0,+ + fiihren aber auf Punkte, die in Satz 5c) oder d) angegeben sind. 


Also leisten die ersten beiden Flachen (76) keine Beitrige zu den Gruppen 
A(Z) mit Z € MO. Fiir die zur letzten Flache (76) nach (42) gehérige Matrix M7 
gilt 


M,(Z) = wy + 
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Dieser Punkt wird durch die ganze Modulsubstitution (45) nach Z zuriick- 
01 


geworfen, wenn U = ( 0) und §=0 gewahlt wird. Das Produkt aus My 
und (45) ist in (75) angegeben. Nach Satz 1 ist damit Lemma 17 bewiesen. 

Auf Grund von Lemma 14 wird es geniigen, von den sechs in Satz 6m) 
und n) angegebenen Mannigfaltigkeiten nur die drei Mannigfaltigkeiten in Satz 
6m) auf die Gruppen J°(Z) und A(Z) zu untersuchen. 

Lemma 18: Es sei M,,, (ce = — 1,0, 1) die Mannigfaltigkeit mit der Para- 
meterdarstellung Satz 6m). Fiir jeden Punkt Z € M?, stimmt I'(Z) mit der Gruppe 
(27) fiir e=—e tiberein. Ein vollstindiges Reprisentantensystem der rechts- 
seitigen Nebenklassen von I"(Z) in A(Z) ist durch 


Oe O—!1 

E 0) 00 1 0 

(77) (0 s)( 010 ) 
—10 e O 


gegeben. Insbesondere besitzen also sémtliche Gruppen A(Z) mit Z EMP, die 
Ordnung 4. 

Beweis: Da jeder Punkt Z € WM) auf der Mannigfaltigkeit Satz 3c) mit 
e = —e liegt und die Bedingung (31) erfiillt, folgt die Behauptung iiber J"(Z) 
aus Lemma 4 (das in (31) verwendete ¢ hat dabei nichts mit dem ¢ in MP, zu 
tun). Alle Punkte von I. liegen auf der Flache 


(78) abs(Z +.T)=1, T=("5 > 
Die Punkte Z € M, mit 

(79) lel 1 

liegen auf der Flache 

(80) jz,—e|=1. 

Fiir ¢ = 0 liegt der Punkt Z € MN, mit 

(81) z= 5 +5)3 =—xo™ («= +1) 
auf den Flachen 

(82) j.—x|=1, abs(Z+ 7)=1, T=() »)- 
Fiir e = +1 liegen die Punkte Z € M®, mit 

(83) —2ex = |2|* 

auf den Flachen 

(84) lz] =1, abs(Z+ 7) =1, T=("5 fe * 


Weitere Flichen (2), die Punkte aus M. fiir einen der Werte e = —1, 0,1 
enthalten, gibt es nicht. Fiir die nach (42) zur Flache (78) gehérige Matrix My, 
gilt 
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Der Punkt M,(Z) wird offenbar durch die ganze Modulsubstitution (45) nach Z 
zuriickgeworfen, falls U=(_ 4) und S = (5 5) gewahlt wird. Das Produkt 


aus My und (45) ist in (77) angegeben. Fiir die Behandlung der Flache (80) be- 
achten wir (79) und setzen z = e'*. Es wird dann 


° 1 1 

cos x7 + € yx . ls 
Z= rey + sin ¥ 1 5]: 
Dee Ya 2¢ 


Fiir die nach (39) zur Flache (80) gehérige Matrix M_, gilt 


1 
w.2)-( 1 r ) +tane(9) 


2 z 


Die beiden Punkte Z und M_,(Z) kénnen nicht ’-aquivalent sein, weil sonst 
fiir die unimodulare Matrix U der Substitution (45), die M_.,(Z) in Z iiberfiihrt, 


die Beziehung 
7 f ( ) 
2 


1 

l 
gelten miiBte. Dies ist aber wegen der Ganzzahligkeit von U nicht méglich. 
Nach Satz 1 leistet die Flache (80) also keinen Beitrag zu den Gruppen A (Z) 
mit Z € M,. Die Flachen (82) leisten héchstens fiir denjenigen Punkt Z € IM‘, 
einen Beitrag zu A (Z), fiir den (81) gilt. Fiir die nach (39) und (42) zu den Flachen 
(82) gehérigen Matrizen M_, und M, und fiir z = — xo~* gilt 


— l 4 1 

=8e, ~ Fe 4°63: 

w.2)-( l 5 ), ae =xe( ) 
—- so —x9" —- l 


2 4 2 
Beide Punkte M_,(Z) und M7(Z) sind J-aquivalent zu dem Punkt 


1 
‘3 

(85) rane (i :) 
24 


Der Punkt M_,(Z) geht naialich bei (45) ini Z* aber, wenn U = () re 


wm| oreo] 


— 


0 


x 


) und 


S= rs 0) gewahlt wird, und der Punkt M7(Z) geht bei (45) in Z* tiber, wenn 


U= (7 0) und S = 0 gewahlt wird. Der Punkt Z ist ferner J-aquivalent zu 


dem Punkt 


1 
(86) Z + ( ) =-ve(; 3} 
4 
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Wiirde nun Z* bei der ganzen Modulsubstitution (45) in den Punkt (86) iiber- 
gehen, so miiBte U (3 5) U' = (3 5) gelten, weil beide Punkte (85) und (86) 


gleiche Imaginarteile von der Form y - 7 haben. Weil der Pankt Z* propor- 
tional zu seinem Imaginarteil ist, ware dann UZ* U’= Z* und somit 


» = 
8=2+()°)—uzeu'=2+ (5 0)—Ze#=—x (o*+ al: ) 
2 4. 

Diese Beziehung widerspricht aber der Ganzzahligkeit von S. Nach Satz 1 
leisten die Flachen (82) also keinen Beitrag zu den Gruppen 4 (Z) mit Z € M}. 
Die Flachen (84) kénnten héchstens fiir solche Punkte Z € M(°, (e = +1) einen 
Beitrag zu A(Z) leisten, fir die (83) gilt. Setzen wir |z| = r, so erhalten wir 
unter der Voraussetzung (83) die Beziehung 


r 
r -/- 1 .. Qo 
tran ek ($44); } 


r 
am ame —1 
a ited 





Ferner gelten fiir die nach (39) und (42) zu den Flachen (84) gehérigen Ma- 
trizen M, und M7, die Gleichungen 


~~ (18) a (69) +(58) (93) eer) 
Beide Punkte M,(Z) und M7(Z) sind also I’-équivalent zu —Z*. Ginge nun der 


Punkt —Z* bei der ganzen Modulsubstitution (45) in den Punkt Z* iiber, so 
wiirde ahnlich wie bei der Behandlung der Flachen (82) folgen, daB die Matrix 


$ Gtr 


r 
r —_ 
s= 2+ UE 2 Beer Bi 
4 


ganzzahlig ist. Das ist aber wegen 1 Sr <= + V3 (vgl. die Reduktionsbedin- 
gungen in Satz 6m)) nicht méglich. Nach Satz 1 leisten die Flachen (84) also 
tatsichlich keinen Beitrag zu den Gruppen A (Z) mit Z € M, (e = +1). Damit 
ist Lemma 18 bewiesen. 

Lemma 19: Es sei M,,, (e =—1, 0,1) die Mannigfaltigkeit mit der Para- 
meterdarstellung Satz 60). Fiir jeden Punkt Z € MY, stimmt die Gruppe I'(Z) mit 
der Gruppe (26) fiir « = 0 iiberein (das in (26) verwendete e hat dabei nichts mit 
dem ¢ in ML, zu tun). Ein vollstindiges Reprisentantensystem der rechtsseitigen 
Nebenklassen von I'(Z) in A(Z) ist durch 


—e &@—1 0 
E 0 .. = 0 1l—ée 
(87) ( x) ae oy 
0 


—l € 0 


gegeben. Insbesondere besitzen also siimtliche Gruppen A(Z) mit Z ¢M, die 
Ordnung 4. 














-_ && *. we 
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Beweis: Jeder Punkt Z € M{, (e = —1, 0, 1) liegt auf derjenigen Mannig- 
faltigkeit Satz 3b), fiir die das dort verwendete ¢ den Wert 0 hat, und erfiillt 
die Bedingung (32); (dabei hat das in Satz 3 b) und in (32) verwendete z eine 
andere Bedeutung als das in Satz 6 0) verwendete). Daher folgt die Behauptung 
iiber J°(Z) aus Lemma 4. Alle Punkte von IP”, liegen auf der Flache 


(88) abs(Z + T)=1, T= a a! 
Auf den Flachen 

(89) la|=1, |z|=1 

liegen alle Punkte Z € M{°),, fiir die 

(90) 2|x| = |2|*—1 

gilt, und alle Punkte Z € M®, (e = +1), fiir die 

(91) —2ex = |z/*@—1 


gilt. Weitere Flachen (2), die Punkte aus MY, enthalten, gibt es nicht. Fiir die 
nach (42) zur Flache (88) gehérige Matrix M7, gilt 
1/ z—2z —(z + 27) 
a= a +2) 2—2 ) 

Der Punkt M,(Z) wird durch die ganze Modulsubstitution (45) nach Z zuriick- 
geworfen, falls U = (, a und § = (’ 0) gewahlt wird. Das Produkt aus My 
und (45) ist in (87) angegeben. Fiir die nach (39) und (40) zu den Flachen (89) 
gehérigen Matrizen M, und L, und fir einen Punkt Z € M, mit der Eigenschaft 
(90) bzw. (91) gelten die Gleichungen 


Da én rr a 
(92) M,(2) = (7 veut ‘), L,(Z) = (2 Piocit ‘| 
~ * * * 

Dabei kénnen sich die Matrizen M,(Z) und L,(Z) in den mit * bezeichneten 
Elementen durchaus unterscheiden. Es sei Z* einer der beiden Punkte M,(Z), 
L,(Z). Wirde dann Z bei der ganzen Modulsubstitution (45) in Z* tibergehen, 
so miBte insbesondere fiir die Imaginarteile Y und Y* von Z und Z* die Glei- 
chung U YU’= Y* gelten. Wird die erste Zeile von U mit (uv) bezeichnet 
und |z| = r gesetzt, so fiihrt dies nach (92) auf die Gleichung 


(u?+ v*) (r+ 1) + Quv(r—r)=rer’. 


Wegen 2|uv| < u?+ v? und rs y3 (vgl. die Reduktionsbedingungen in 
Satz 60)) ist diese Gleichung fiir u* + v* > 2 héchstens mit r = /3 vertraglich, was 
auf Punkte fiihrt, die nicht in MP, liegen. Also muB u? + v?=1 und uv =O sein. 
Aus der fiir die Realteile X und X* von Z und Z* geltenden Gleichung U X U’ + 
+ § = X* folgt dann nach (92) und (90) bzw. (91), daB (r — r~*)® eine gerade 
ganze Zahl sein muB. Dies ist nur fiir r = 1 der Fall, was wieder auf nicht in 
MP”, liegende Punkte fiihrt. Also sind Z und Z* fiir Z € MY nicht I’-aquivalent. 
Nach Satz 1 leisten dann die Flachen (89) keinen Beitrag zu den Gruppin 4 (Z). 
Damit ist Lemma 19 bewiesen. 
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Definition 2: Die in Satz 7 durch (17) definierte Maanigfaltigkeit sei Ms. 
Mit MY bezeichnen wir dann die Gesamtheit der reduzierten Punkte von Ms, 
die von den in Satz 5 angegebenen Punkten verschieden sind und auf keiner der 
Mannigfaltigkeiten in Satz 6 liegen. 

Lemma 20: Fiir jeden Punkt Z « MY besteht '(Z) nur wus der Identitdt. Die 
Gruppe A(Z) besteht aus den beiden Matrizen 

E 0\ (—SC —SCS—C 01 
aie (ccs) o=(_1 9): 

Beweis: Aus dem Beweis von Lemma 20 geht hervor, daB cie Gruppe A (Z) 
fiir Z € Ms jedenfalls die beiden Matrizen (93) enthalt (vgl. (175)). Ferner be- 
achten wir, daB in den Satzen 5 bis 7 tiberhaupt alle reduzierten Fix- 
punkte nicht ganzer Modulsubstitutionen angegeben sind. Das bedeutet nach 
Definition 2, daB ein Punkt Z ¢ MY nur auf solchen Fixpunktmannigfaltig- 
keiten §(M) (M ¢ A, M ¢J°) liegen kann, die in Satz 7 angege»en sind. Fiir 
diese Mannigfaltigkeiten ist aber, wie aus dem Beweis von Lemma 20 hervor- 
geht, die Matrix M von der Form 
(94) M=+ we a °) (7 ganzzahlig symmetrisch) . 
So ergibt sich also, daB jede nicht ganze Matrix aus 4(Z) (Z € MY) von der 
Form (94) sein muB. Es seien nun 


—T,C —T,CT,—C 
M,=( - oF, ) (k = 1, 2) 


zwei verschiedene in A (Z) enthaltene Matrizen der Form (94). Dann mu8 auch 
_ (E—T7,0(T,—7,)C * 
MMe= ("CTC B+ O(n, T9CT,) 44) 
gelten. Weil M, und M, verschieden sind, also 7', + T, gilt, ist M, M, nicht ganz, 
d. h. auch von der Form (94). Das liefert die Bedingungen 
C(T,—T,)C=iC, £E+C(T,—T,) CT,=(E—T7,C(T,—T,)C)', 
die auf den Widerspruch 7,= T, fiihren. Also enthalt A(Z) fir Z ¢ MY nur 
eine Matrix der Form (94), namlich die in (93) angegebene. Es sei dann (45) eine 
beliebige in 4(Z) enthaltene ganze Modulmatrix. Dann muB auch 
—sc —scs—c a 6 
(95) a( Cc 1. oO ) r lermag 2 € A(Z) 
gelten. Wegen U’-!C + 0 ist die Matrix (95) nicht ganz. Weil aber 4(Z) nur 
die eine in (93) angegebene nicht ganze Matrix enthalt, muB (95) bis auf das 
Vorzeichen mit dieser iibereinstimmen. Das bedeutet, daB G die Identitat ist. 
Damit ist Lemma 20 bewiesen. 


- 


§ 4. Die Struktur der Fixpunktuntergruppen im Falle n = 2 


Es wird sich herausstellen, daB die Gruppe A (Z) fiir einen beliebigen Punkt 
Z « § zu einer Gruppe zweireihiger unitaérer Matrizen isomorph ist. Daher wer- 
den wir fiir die Untersuchung der Struktur der Gruppen A(Z) den folgenden 
Hilfssatz brauchen. 
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Lemma 21: Es sei D eine endliche Gruppe zweireihiger unitirer Matrizen 
und ®, die in D enthaltene invariante Untergruppe der Matrizen von der Form 
e*°E (a reell; E = zweireihige Einheitsmatriz). Die Faktorgruppe ®/®, ist dann 
entweder zyklisch oder die Gruppe eines reguliren Korpers (vgl. die Gleichungen 
(6), (7) und (8). 

Der Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sich unmittelbar aus einem in [4] ver- 
éffentlichten Ergebnis. In [4] wird namlich gezeigt, daB jede endliche Gruppe 
von linear gebrochenen Transformationen 


(96) zo ott (a, b,c,d komplex; ad— be + 0) 


der Riemannschen Zahlenkugel auf sich entweder zyklisch oder die Gruppe 
eines reguléren Kérpers ist. Da zwei Matrizen (? *) und ~ y)) dann und nur 
dann dieselbe linear gebrochene Transformation (96) liefern, wenn 

2) wr | ( 2) (A + 0 komplex) 
gilt, ergibt sich die folgende Aussage: Ist 2 eine endliche Gruppe zweireihiger 
komplexer Matrizen und 9, die in 2 enthaltene invariante Untergruppe der 
Matrizen von der Form wE (w komplex), so ist die Faktorgruppe 2/Q, ent- 
weder zyklisch oder die Gruppe eines regularen Kérpers. Lemma 21 ist ein 
Spezialfall dieser Aussage, allerdings ein Spezialfall, der mit dieser Aussage 
aquivalent ist ; jede endliche Gruppe 2 ist namlich konjugiert zu einer unitéren 
Gruppe. 

Es sei nun Z ein beliebiger Punkt von §. Wird dieser Punkt durch die In- 
verse G@-! der ersten der symplektischen Transformationen (50) in den Punkt i £ 
abgebildet, so geht jede Matrix aus A (Z) nach (51) in eine orthogonale symplek- 
tische Matrix iiber. Aus (52) folgt dann, daB A(Z) zu einer Gruppe ® 
zweireihiger unitérer Matrizen konjugiert ist. Genau genommen muB dabei 
noch beachtet werden, daB A (Z) eigentlich die Faktorgruppe einer Gruppe von 
Modulmatrizen nach dem aus + £,,, bestehenden Normalteiler ist. Die Gruppe 
A(Z) wird dann konjugiert zu der Faktorgruppe von @ nach dem stets in ® 
enthaltenen Normalteiler 9, der aus den beiden unitéren Matrizen + EZ besteht. 
In den Fallen, in denen die Gruppe ®, der in ® enthaltenen Matrizen der Form 
e'°E gleich @ ist, gilt also 4(Z) = ®/O = O/®, und A(Z) ist nach Lemma 21 
entweder zykliseh oder die Gruppe eines regularen Kérpers. In den Fiillen, in 
denen ®, umfassender als @ ist, werden wir die Gruppe 4(Z) ~ D/O aus ®,/O 
und aus der mit Hilfe von Lemma 21 ermittelten Gruppe ®/®,~ 0/0/®,/0 
aufbauen. Fir den in §1 erwihnten Normalteiler 4,(Z) von 4(Z) wahlen wir 
diejenige Untergruppe von A(Z), die bei dem Isomorphismus 4 (Z) ~ ®/@ der 
Untergruppe ®,/@ von ®/6@ entspricht. In jedem Fall ist dann nach Lemma 21 
die Faktorgruppe 4(Z)/4,(Z) entweder zyklisch oder die Gruppe eines regularen 
Kérpers. Dies war in §1 behauptet worden. Da die Matrizen aus ®, mit allen 
Matrizen aus ® vertauschbar sind, folgt noch, daB 4,(Z) dem Zentrum von 
A(Z) angehért. Der einfacheren Schreibweise wegen wollen wir auch die Faktor- 
gruppen ®/0 und ®,/0 mit ® und ®, bezeichnen. 
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Wir werden in jedem Fall wissen miissen, welches Eigenwertpaar ein Ele- 
ment U ¢ ® haben kann. Hierzu formulieren wir den folgenden Hilfssatz, der 
sich unmittelbar aus den Betrachtungen in den Beweisen von Lemma 5 und 
Lemma 8 ergibt. 

Lemma 22: Es sei U + + E ein Element der zu einer Gruppe A(Z) gehdrigen 
unitéren Gruppe ®, ferner e*°, e'* das Eigenwertpaar von U und m die kleinste natiir- 
liche Zahl mit der Eigenschaft U"= E. Es gibt dann eine natiirliche Zahl k mit 
(k, m) = 1, derart daB entweder das Paar e*°*, e*** oder das Paar —e*°*, —e*™* 
unter den siebzehn Eigenwertpaaren von Lemma 8 vorkommt. 

Bezeichnen wir als Ordnung eines Elementes U ¢ @ die kleinste natiirliche 
Zahl m mit der Eigenschaft U™ = +2, so ergibt sich aus Lemma 22 ins- 
besondere/ daB in ® nur solche Ordnungen + 1 auftreten kénnen, wie sie unitare 
Matrizen besitzen, deren Eigenwertpaare unter den in Lemma 8 aufgezahlten 
siebzehn Eigenwertpaaren vorkommen. 

Zuerst betrachten wir nun den Fall, in dem ®, nur aus der Identitat besteht. 
Dies tritt nach Lemma 8, Lemma 12 und Lemma 22 fiir alle reduzierten Punkte 

-ein, die von den Punkten in Satz 5c) und d) verschieden sind. Da die Fixpunkt- 
untergruppen der Punkte in Satz 5c) und d) nicht ganze Modulsubstitutionen 
enthalten (vgl. Lemma 8 und Lemma 9), besteht ®, insbesondere dann nur aus 
der Identitat, wenn fiir einen reduzierten Punkt Z die Beziehung 4(Z) = I°(Z) 
gilt. Nach Lemma 4 ist A (Z) in diesem Fall eine der Gruppen (25) bis (30). Die 
Gruppen (25) bis (28) sind zyklische Gruppen der Ordnung 2, weil jede Gruppe 
von Primzahlordnung zyklisch ist. Die Gruppen (29) und (30) sind nach 
Lemma 21 entweder zyklische Gruppen oder Diedergruppen. Nun beweisen 
wir aber, daB die Gruppen (29) und (30) nur Elemente der Ordnungen 1, 2 und 3 
enthalten kénnen. Da namlich eine ganze Modulmatrix (45), deren Fixpunkt- 
mannigfaltigkeit $(@) nicht leer ist, nur Einheitswurzeln als Eigenwerte hat, 
besitzen die beiden unimodularen Matrizen U und U’-" in (45) das gleiche cha- 
rakteristische Polynom. Jeder Primfaktor des charakteristischen Polynoms 
von (45) ist daher in einer geraden Potenz in diesem Polynom enthalten. Daher 
kénnen sich ganze Modulmatrizen héchstens in den Fallen VI, VII, VIII, IX 
und XVII von Lemma 8 ergeben. In den Fallen VI und VII besitzt die Modul- 
matrix die Ordnung 3, in den anderen Fallen die Ordnung 2. Also kénnen die 
Gruppen (29) und (30) tatsachlich nicht zyklisch sein. Die Gruppe (29) ist dann 
notwendig die Diedergruppe der Ordnung 4 und die Gruppe (30) die Dieder- 
gruppe der Ordnung 6. Aufgrund von Lemma 4 ist damit Satz 3 bewiesen. 

Fir die Punkte in Satz 5a) besitzt 4(Z) nach Lemma 5 die Ordnung 5, also 
Primzahlordnung. Die Gruppe A (Z) ist daher zyklisch. Fiir die Punkte in Satz 
5b) besitzt 4(Z) nach Lemma 7 die Ordnung 24. Nach Lemma 21 ist also A (Z) 
entweder zyklisch oder die Diedergruppe der Ordnung 24 oder die Oktaeder- 
gruppe. Da unitaére Matrizen der Ordnung 24 nach Lemma 8 und Lemma 22 
iiberhaupt nicht auftreten, kann 4(Z) nicht zyklisch sein. Unitare Matrizen 
der Ordnung 12 liefert nur der Fall XII in Lemma 8. Nach Lemma 17 ergeben 
sich aber die Punkte in Satz 5b) nicht als Fixpunkte im Fall XII. Also kann 
A(Z) nicht die Diedergruppe der Ordnung 24 sein (die Diedergruppe der Ord- 
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nung 2q enthalt namlich Elemente der Ordnung q), sondern muB die Oktaeder- 
gruppe sein. Fiir den Punkt in Satz 5e) besitzt 4(Z) nach Lemma 10 die Ord- 
nung 12. Weil dieser Punkt nicht zum Fall XII von Lemma 8 gehért (vgl. 
Lemma 17), kann A(Z) nicht zyklisch sein. In 4(Z) gibt es aber mindestens ein 
Element der Ordnung 6, weil der Punkt in Satz 5e) nach Lemma 16 zum Fall X 
gehért. Da die Tetraedergruppe nur Elemente der Ordnungen 1, 2 und 3 ent- 
halt, kann also A(Z) nicht die Tetraedergruppe sein, sondern muB die Dieder- 
gruppe der Ordnung 12 sein. Fiir die Punkte in Satz 5f) besitzt 4(Z) nach 
Lemma 11 die Ordnung 12. Da die Punkte in Satz 5f) auBerdem zum Fall XII 
von Lemma 8 gehéren (vgl. Lemma 17), gibt es ein Element der Ordnung 12 in 
der Gruppe 4(Z). Diese Gruppe ist daher zyklisch. Damit ist Satz 4 bewiesen. 

Zum Beweis von Satz 5 beachten wir, da8 sich in den Fallen I bis VI, VIII, 
X bis XII von Lemma 8 nur Fixpunkte aus Satz 5, das sind die isolierten Fix- 
punkte, ergeben. Ist daher M eine Mannigfaltigkeit aus Satz 6, so kahn A (Z) 
fiir einen Punkt Z € M (vgl. Definition 1) nur Elemente der Ordnungen 1, 2, 
3, 4, 6 enthalten, und zwar Elemente der Ordnung 4 nur in den Fallen XV und 
XVI und Elemente der Ordnung 6 nur im Falle XIV. Ist also M eine der Mannig- 
faltizkeiten aus Satz 6a) bis d), so muB fiir einen Punkt Z ¢ M die Gruppe 
A(Z) nach Lemma 18, Lemma 12 und Lemma 13 zyklisch von der Ordnung 6 
bzw. 4 sein. Ist dagegen IN eine der Mannigfaltigkeiten aus Satz 6e) bis 0), so 
liegt kein Punkt Z € M auf einer der Mannigfaltigkeiten in Satz 6a) bis d). 
Nach Lemma 18 und Lemma 19 kann daher A (Z) nur Elemente der Ordnungen 
1, 2 und 3 enthalten. Nach den Hilfssitzen 14 bis 19 muB daher 4(Z) in den 
Fallen Satz 6e) bis j) die Diedergruppe der Ordnung 6 und in den Fallen Satz 
6k) bis 0) die Diedergruppe der Ordnung 4 sein. Damit ist Satz 5 bewiesen. Der 
Satz 6 folgt unmittelbar aus Definition 2 und Lemma 20. 

Wir miissen jetzt noch die Fixpunktuntergruppen der Punkte in Satz 5c) 
und d) untersuchen, fiir die ®, nicht nur aus der Identitaét besteht, sondern eine 
zyklische Gruppe der Ordnung 2 bzw. 3 ist. DaB ®, zyklisch ist, folgt daraus, 
daB ®, isomorph zu einer endlichen Gruppe komplexer Zahlen vom Betrage 1 
ist. Die Behauptung iiber die Ordnung von ®, ergibt sich daraus, daB nach 
Lemma 8 und Lemma 22 jede tiberhaupt mégliche Matrix der Form e‘’£ ent- 
weder die Ordnung 2 oder 3 hat. Es sei in jedem Fall K eine Erzeugende von ,. 
Es wird sich herausstellen, daB ®/®, nicht zyklisch ist. Daher wird ®/®, nach 
Lemma 21 und den Gleichungen (7) und (8) von zwei Elementen U ®, und 
V ®, erzeugt, die drei definierende Relationen erfiillen. Diese Relationen schrei- 
ben wir in der Form 


(97) R,(U D,, V®,) = ®, (x = 1, 2,3). 
Die Gruppe ® wird dann offenbar von den drei Matrizen U, V, K erzeugt. Die 
Relationen (97) gehen iiber in R,(U, V) € ®, oder, anders geschrieben, in 

(98) R,(U, V) = K* (x = 1, 2, 3) 
wobei die 1, gewisse noch zu bestimmende natiirliche Zahlen sind. Ist p die 


Ordnung von ®, und beachten wir, daB K dem Zentrum von @ angehért, so 
Math. Ann. 143 30 
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miissen wir auBerdem die Relationen 
(99) UK=KU, VK=KV, K*=E 


fordern. Die Relationen (98) und (99) reichen aber auch fiir die Definition von 
@ aus, weil die von U, V, K erzeugte Gruppe unter alleiniger Voraussetzung 


dieser Relationen die Ordnung pq erhilt, falls g die Ordnung von ®/@, ist. Also ' 


ist ® genau die Gruppe mit den drei Erzeugenden U, V, K und den Relationen 
(98) und (99). 

Wir behandeln nun zuerst die Gruppe 4 (i). Diese besitzt nach Lemma 8 
die Ordnung 16. Da i# Fixpunkt im Falle VIII ist (vgl. Lemma 12), besitzt ®, 
die Ordnung 2. Die Ordnung von ®/@, ist daher 8. Da unitare Matrizen der 
Ordnungen 8 oder 16 nach Lemma 8 und Lemma 22 iiberhaupt nicht auftreten, 
kann ®/@, nicht zykliach sein, sondern mu8 nach Lemma 21 die Diedergruppe 
der Ordnung 8 sein. Zur Bestimmung der Zahlen |, in (98) beachten wir, daB 
nach (7) etwa 
(100) R,(U, V) = U*, R,(U, V) = V?, R,(U, V) = (UV) 


gilt. Da die Zahlen |, nur bis auf ganzzahlige Vielfache von p bestimmt sind 
und in dem vorliegenden Fall p = 2 ist, kénnen wir annehmen, daB jedes 1, 
entweder den Wert 0 oder 1 hat. Ware /,= 1, so hatte die Matrix U V die Ord- 
nung 8, was nach Lemma 8 und Lemma 22 nicht méglich ist. Also ist 1,= 0. 
Zur Bestimmung der Zahlen 1, und |, beachten wir, daB ®/®, auBer dem Eins- 
element zwei Elemente der Ordnung 4 enthalt, namlich 


(101) UV®, und VU®,, 
und fiinf Elemente der Ordnung 2, némlich 

(102) (UV!®,= (VU) ®, 

und 

(103) U®,, V®,, UVUGD,, VUV®O,. 


AuBerdem beachten wir, daB i# Fixpunkt in genau den Fallen III, VIII, IX, 
XV, XVI, XVII von Lemma 8 ist. Von diesen Fallen liefern nur III, XV und 
XVI unitaére Matrizen der Ordnung 4. Im Falle III liegt aber das Quadrat 
der unitaéren Matrix bereits in ®,. Die Nebenklassen (101) kénnen also nur durch 
die Falle XV und XVI geliefert werden. In diesen beiden Fallen gehért das 
Quadrat der unitaéren Matrix, d. h. die Nebenklasse (102), stets zum Fall XVII. 
Die beiden Fille III und IX miissen also Matrizen liefern, die in einer der Neben- 
klassen (103) liegen. Gehdrt die unitére Matrix W zum Fall ITI, so gilt offenbar 
W?= K, gehort sie zum Fall IX, so gilt W?= 2. Es kénnen also nicht alle 8 Ma- 
trizen, die in den 4 Nebenklassen (103) liegen, die Eigenschaft haben, daB ihr 
Quadrat gleich K ist, und auch nicht alle 8 Matrizen die Eigenschaft, daB ihr 
Quadrat gleich EZ ist. Dieses Ergebnis werden wir gleich benétigen. Ware nam- 
lich =1,=1, also U?= V?= K, so wiirde auch (UVU)*=(VUV)*=K 
' folgen. Jetle der Nebenklassen (103) enthielte also eine Matrix W mit W?= K. 
Fir die andere in der betreffenden Nebenklasse (103) liegende Matrix WK 
ware dann auch (W K)*= K. Aus der Voraussetzung |, = 1,= 1 ergibt sich algo, 
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daB das Quadrat einer jeden Matrix, die in einer der Nebenklassen (103) liegt, 
gleich K ist, was im Widerspruch zu den obigen Betrachtungen steht. Entspre- 
chend fiihrt die Annahme /, = 1,= 0 auf einen Widerspruch. Es muB also eine 
der beiden Zahlen I,, 1, gleich 0, die andere gleich 1 sein. Welche dieser beiden 
Zahlen gleich 0 und welche gleich 1 ist, ist willkirlich festlegbar, da man den 
einen Fall in den anderen iiberfiihren kann, indem man die Erzeugenden von ® 
durch geeignete andere Erzeugende ersetzt. Liegt nimlich etwa der Fall 1, = 0, 
l,= 1 vor, gelten also nach (98), (99) und (100) die Relationen 


U= EF, Vi= K, (UV)=£, K*= FF, UK=KU, VK=KV, 


so vertauschen wir die beiden Erzeugenden U und V miteinander und beachten, 
daB die Relation (U V)*= EZ mit der Relation (V U)*= E aquivalent ist. Dann 
erhalten wir genau die Relationen (9) in Satz 7. Diese ergeben sich aber auch aus 
(98), (99) und (100), falls 1, = 1, ,.= 0 angenommen wird. Damit sind die Be- : 
hauptungen in Satz 7 iber die Fixpunktuntergruppe des Punktes in Satz 5c) 
bewiesen. 

SchlieBlich behandeln wir die Gruppe A (Z) fiir die Punkte in Satz 5d), etwa 
fiir Z = o£. Die Gruppe A (oe Z) besitzt nach Lemma 9 die Ordnung 36. Da 9 Z 
Fixpunkt im Falle VI ist (vgl. Lemma 12), besitzt ®, die Ordnung 3. Die Ord-: 
nung von ®/@, ist also 12. Da @# nicht Fixpunkt in dem einzigen Fall XII ist, 
der Matrizen der Ordnung 12 liefert (vgl. Lemma 17), und da Matrizen der 
Ordnung 36 iiberhaupt nicht auftreten, kann ®/®, nicht zyklisch sein. Die 
Gruppe ®/®, enthalt aber Elemente der Ordnung 6, weil 9 nach Lemma 
16 zum Fall X gehért und fiir eine unitaére Matrix W mit dem Eigenwertpaar X 
die niedrigste in ®, liegende Potenz gerade W® ist. Also kann ®/®, nicht die 
Tetraedergruppe sein (diese enthalt naémlich nur Elemente der Ordnungen 
1, 2, 3), sondern mu8 nach Lerama 21 die Diedergruppe der Ordnung 12 sein. 
Nach (7) ist also in (98) etwa 


(104) R,(U, V) = U*, R,(U, V) = V2, R,(U, V) =(UV)*. 


Es muB (U V)*= £, also 1,= 0 sein, da sonst die Matrix U V die Ordnung 18 
hatte, aber nach Lemma 8 und Lemma 22 Matrizen der Ordnung 18 nicht auf- 
treten. Die Erzeugende U bzw. V von ® kann offenbar noch durch U K* bzw. 
V K* mit ganzem x und A ersetzt werden. Wir zeigen, daB x und A so gewahlt 
werden kénnen, daB 1, = 1,= 0 wird. Aus 


U8= Ks, Vi= Ke 
folgt namlich 
(UK*P= Kht2n (V K*j?= Katz, 
Die Kongruenzen 
1+ 2x =0(mod3), 1,+ 2A =0(mod3) 
sind aber bei vorgegebenem 1,, 1, durch geeignete Wahl von x und A lésbar, weil 
2 und 3 teilerfremd sind. Also kénnen wir tatsachlich J; = /,= 0 annehmen. Aus 
(98), (99) und (104) ergeben sich dann die Relationen (10). Damit ist Satz 7 
vollstandig bewiesen. 
30* 
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Die verallgemeinerten Béschungsflichen 
Von 
H. Brauner in Stuttgart 


1. E. Kruppa nennt in der fiir die analytische Behandlung der Strahl- 
flaichen grundlegenden Arbeit [1] jene windschiefen Flachen, die konstanten 
Drall und konstante konische Kriimmung besitzen, ,,verallgemeinerte Béschungs- 
flachen“’ und beweist fir sie unter anderem folgenden Satz: Umschreibt man 
einer verallgemeinerten Béschungsflaiche beriihrende Béschungstorsen, so schneiden 
die Beriihrkurven, zu denen auch die Striktionslinie gehdrt, die Erzeugenden in 
kongruenten Punktreihen (1, 8. 171]. In einer vorangegangenen Mitteilung [2] 
hat sich der Verfasser ebenfalls mit diesen Flachen beschaftigt ; sie werden von 
gewissen im Dreibein einer Béschungslinie festen Geraden iiberstrichen, wenn 
das begleitende Dreibein lings der Béschungslinie variiert. Im Rahmen dieser 
,,Cesaroschen Erzeugung“ traten die genannten Flachen auch in der anschlie- 
Benden Arbeit [3] auf. In [4] wurden diese Flichen dadurch charakterisiert, 
daB bei ihnen die Mittelpunkte der oskulierenden H yperboloide in die Gratpunkte 
ihrer asymptotischen Torse fallen; auBerdem sind sie die einzigen konstant 
gedrallten windschiefen Flaichen konstanter mittlerer Affinkriimmung. 

Unter Verwendung der in [4] abgeleiteten einheitlichen Erzeugung der 
(nicht konoidalen) Strahlflachen konstanten Dralls ist es nun méglich, sémtliche 
verallgemeinerten Béschungsflichen explizit anzugeben sowie ihre diffe- 
rentialgeometrischen Eigenschaften einheitlich zu diskutieren. Von besonderem 
Interesse sind naturgemaé8 die algebraischen Flichen dieser Art; wahrend 
keine solchen Flachen 3. Grades existieren, gelingt die Angabe aller verall- 
gemeinerten Béschungsflachen 4. Grades. Diese lassen sich unter Zugrunde- 
legung einer pseudoeuklidischen Metrik in einheitlicher Weise charakterisieren. 

Verwendet man die vom Verfasser in [3] und [5] vorgenommene Erwei- 
terung des Begriffs Drall auf Mongesche Flachen, so ergeben sich nebenher 
neue Eigenschaften der Mongeschen Flachen konstanten Dralls. Von diesen 
Flachen habe ich in [5] nachgewiesen, daB sie mit den Serretschen Flachen (den 
Mindingschen Biegungsflachen einer Kugel) identisch sind. Die abgele.veten 
Formeln stimmen in diesem Sonderfall im wesentlichen mit den von L. BER- 
WALD fiir Serretsche Flachen angegebenen iiberein [6]. In der Folge werden 
insbesondere alle Serretschen Flachen 4. Grades bestimmt. 

Zu den verallgemeinerten Béschungsflachen kénnen schlieBlich im Grenz- 
fall verschwindender konischer Kriimmung die konoidalen Flachen konstanten 
Dralls gezihlt werden. Alle Flachen dieser Art werden ebenfalls explizit an- 
gegeben; sie hingen von einer willkiirlichen Funktion ab und sind saémtlich 
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transzendent. Die unter ihnen vorhandenen Konoide habe ich bereits in [7] 
besprochen. 

2. Sei ® eine nicht konoidale windschiefe Strahlflaiche mit konstantem 
Drall d und konstanter konischer Kriimmung x. Ihr Richtkegel ist ein Dreh- 
kegel, dessen Fernkreis c unter Verwendung geeigneter kartesischer Ko- 
ordinaten x = 2, : %, ¥ = %_: %, 2 = 13: die Gleichungen 


(1) t=O, 2f+ 23—a*x3=0 
und die Parameterdarstellung 
(2) Lo: X: Xi %=—O0:a(l — @): 2at:1+F 


besitzt. Dabei gilt fiir die konstante konische Kriimmung x = 1: a. Speziell 
fiir a? = — 1 ist c der (euklidisch) absolute Kegelschnitt und die Erzeugenden 
von @ sind saimtlich (euklidisch) isotrop; ® ist dann eine Mongesche Flache. 

Die asymptotischen Ebenen von ® umhiillen die asymptotische Torse. 
Thre Gratlinie k hat dieselbe konische Kriimmung x wie ® und ist demnach 
eine Béschungslinie. In [4] habe ich nun folgende Erzeugung angegeben: 
Verschiebt man die Tangenten einer Raumkurve k in den Schmiegebenen um die 
Strecke d: x in Richtung der positiven Hauptnormalen — wobei x die konische 
Kriimmung von k und d eine Konstante ist —, so entsteht eine Strahlfliche von 
konstantem Drall d mit k als Gratlinie ihrer asymptotischen Torse. Gibt man k 
als Funktion eines Parameters ¢ durch den Ortsvektor r = x(t) vor, so besitzen 
die Pliickerkoordinaten der Strahlflache ® folgende Gestalt: 


(3) : (EEE) P(yz — zy) + d(EXx#P (@y — 2): 
(EEF) (ea — x2) + d(x Ft) (#2 — 22): 
(EEE) P(xy — ys) + d(Ex#) (ye — 29). 


Der Punkt bedeutet dabei Differentiation nach ¢. Diese Formeln sind nun auf 
jenen Sonderfall anzuwenden, wo k eine Béschungslinie ist, deren Tangenten 
den Fernkreis c treffen. Der zur achst noch denkbare Fall, daB die asymptotische 
Torse von @ ein Kegel ist und & somit in einen Punkt degeneriert, laBt sich 
sofort klarstellen. Infolge der obigen, auch fiir einen asymptotischen Kegel 
giltigen Erzeugung entsteht namlich als einzige verallgemeinerte Béschungs- 
flache mit asymptotischen Kegel das Drehhyperboloid (vgl. [4]). 

Fir die Béschungslinie & verwenden wir jene auf einer willkiirlichen 
Funktion /(¢) fuBende Parameterdarstellung, die den integralfreien Weier- 
straBschen Formeln fiir isotrope Kurven (vgl. etwa [8, S. 139]) nachgebildet 
ist (9, S. 256]. & wird dabei als Gratlinie der zweimal differenzierbaren Folge 
von Tangentialebenen des Fernkreises c 


(4) az + By + yz+ f(t) —0 mit a:B:y=1-— #@:2t: —a(l1+ #) 


ermittelt, und zwar entsteht nach zweimaliger Differentiation von (4) nach ¢ 
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fiir die Koordinaten von k: 


enn i+zi-gt 
(5) y=3)- i 





ok (EEF $i+4), 


(5) stellt allerdings nur dann eine Kurve dar, wenn 7+#0 gilt. Fir das Folgende 
soll dabei stets jene Kurve der Gestalt (5) betrachtet werden, die fiir t = 0 
durch den Ursprung des Koordinatensystems geht, d.h. wir verwenden die 
Anfangsbedingungen 


(6) {(0) = /(0) =f(0) =0. 


Nach (3) erhalt man damit die fiir alle (nicht konoidalen) verallgemeinerten 
Béschungsflichen ® giiltige Darstellung: 


: 5 (@ - 1) - tf - ad(@- 1): 

:f —tf+2adt: 

alte : 
-a[f(e+1) -tf-ada +a). 


Fiir = 0 sind die Drehhyperboloide in (7) enthalten; fiir d = 0 ergibt (7) eine 
Darstellung der Béschungstorse mit der Gratlinje k. Ist speziell a? = —1, so 
liegt eine Serretsche Flache vor; f(t) ist dann analytisch anzunehmen. 

Die Fernkurve der Flichen (7) besteht — abgesehen von eventuell vor- 
handenen Fernerzeugenden — aus dem Fernkreis c. Ist die Flache daher 
algebraisch, so muB sie sogar rational sein. Man erhalt solche Flachen, wenn man 
fiir f(t) eine rational gebrochene oder rational ganze Funktion von ¢ wahlt. 
Genau bei diesen Flachen ist k algebraisch. 

Die Torsallinien einer Strahlflache ergeben sich bekanntlich aus der Be- 
dingung [10, S. 10] 


(8) Q= 2(D, Py + PaPs + PaPs) = 0 
und dafiir errechnet man nach (7) 
(9) Q = 8a*d. 


Die verallgemeinerten Béschungsflichen besitzen daher stets nur eine einzige 
Torsallinie (¢ = co) mit den Pliickerkoordinaten 


ie oa iss 1, fe@—1)—2¢f . 
—a:0:1: edhe fea Fe rim 


(10) 





‘ lim {—t} :a(-ad+> lim fe+)—2f a) 
yer e 
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in ‘der Torsalebene 

(11) ' 2+ az— f(o)=0 

Fir rationale Flachen vom Grad n liegt eine Torsallinie der Ordnung 2(n — 2) 
vor (vgl. [11, S. 118)). 

Ist ® keine Mongesche Flache (und damit a* + 1+ 0), so kann man die 
Richtungsvektoren der Erzeugenden normieren. Unter Verwendung der in der 
Ebene z + az = 0 liegertien Kurve von @ als Leitkurve und gines weiteren 
Parameters A erhalt man die Darstellung: 








eae _ satsai st 
j 
(12) Si hl 
sat = at Fe 


Die Striktionslinie s von @ ist identisch mit dem wahren Umri8 aus dem 
Achsenfernpunkt Z, (0: 0: 0: 1) des Richtkegels, da die Zentraltorse aus @ ein 
z-paralleler Zylinder ist (vgl. [11, S. 136]). Somit ergibt sich fiir s: 

Yq: 2 Ly y= 4a(1 + f): 2a(l + #) (t — f)+ aj(l — #) — 8a*dt: 
(13) : —2a(1 + )j + 2at(1 + jf + 4a%d(1 — #): 

:2(1+ #) (f-tf/)+ (1+ PF. 

8 geht durch den einzigen Kuspidalpunkt von ® und beriihrt dort die Torsal- 
linie. Da nach einem in 1 zitierten Satz die Punkte der Béschungslinie k die 
Mittelpunkte der oskulierenden Hyperboloide von @ sind und diese bei konstant 
gedraliten Flachen stets auf der Zentralnormalen liegen [4], erhaélt man die 
Punkte der Striktionslinie s auch, wenn man die Punkte von k in Richtung der 
positiven Hauptnormalen von k um die konstante Strecke ad verschiebt. 

3. FaBt man den Fernkreis c als absolutes Gebilde einer pseudoeuklidischen 
(bzw. fiir a? = —1 euklidischen) Raummetrik auf — die im folgenden kurz 
,¢-Metrik‘ heiBen soll —, so besitzen die verallgemeinerten Béschungsflachen 
c-isotrope Erzeugenden und k ist, eine c-isotrope Kurve. Eine durch c gehende 
nichtsingulare Quadrik heiBe eine ,,c-Kugel*. Die c-Kugeln sind mit den 
Drehhyperboloiden durch den Fernkreis c identisch. Als Radius r einer c-Kugel 
wird der Radius ihres Kehlkreises verstanden (vgl. [9, S. 64]); fiir den Betrag 
des Dralls ihrer Erzeugenden berechnet man den Wert r: a. 

Eine ,,c-Rohrflache sei das Hiillgebilde einer einparametrigen Schar von 
c-Kugeln mit konstantem Radius. Die Charakteristiken einer c-Rohrfliche 
liegen in c-normalen Ebenen zur Mittenkurve. Ist speziell die Mittenkurve 
c-isotrop, so fallt die Ebene der Charakteristik stets in die Schmiegebene der 
Mittenkurve; diese enthalt je zwei parallele c-isotrope Erzeugenden der 
ce-Kugel, deren Entfernung gleich dem Durchmesser der c-Kugel ist. Die c-Rohr- 
flachen mit isotroper Mittenkurve sind somit windschiefe .c-Flichen (vgl. [9, 
S. 384]); das vollstandige Hillgebilde besteht allerdings aus zwei c-Flachen. 
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Ist nun eine c-Flache konstant gedrallt, so ist nach der in 2 zitierten Erzeugung 
der Abstand ihrer Erzeugenden von den Punkten der c-Kurve k konstant gleich 
) d: x = ad. FaBt man daher die Punkte der c-Kurve k als Mitten von c-Kugeln 
vom konstanten Radius ad auf, so enthilt jede solche c-Kugel Y eine Er- 
zeugende e von ® und beriihrt ® sogar lings e, da Y und @ langs e dieselbe 
asymptotische Ebene, denselben Striktionspunkt und dieselbe Zentralebene 
aber auch denselben Drall besitzen. Es gilt somit zusammenfassend: 

Die veraligemeinerten Béschungsflichen sind identisch mit den c-Kugeln und 
den c-Rohrflichen mit c-isotroper Mittenkurve. 

Speziell fiir a? = — 1 wird die Metrik euklidisch una (7) ist eine Parameter- 
darstellung der Serretschen Flachen. Die Darstellung stimmt im wesentlichen 
mit der von L. Berwatp [6, S. 176] fiir solche Flachen angegebenen iiberein 
(vgl. auch [16], [17]). 

4. Nun bleibt der Sonderfall x = 0 zu behandeln. @ ist dann eine konoidale 
Strahlflache und wir wollen ihre Richtebene durch die Ferngerade der x y-Ebene 
legen. Die konoidalen Flaichen hangen von zwei willkiirlichen Funktionen ab; 
wahlen wir die z-Koordinate ihrer Erzeugenden als Parameter, so lauten ihre 
Pliickerkoordinaten : 


(14) Pyi---+: Pe =1:9(z): 0: —zg(z):2: f(z). 
Den Drall einer durch Pliickerkoordinaten p, gegebenen Strahlflache berechnet 
man nach der Formel (vgl. [2]): 


(15) yom (pi + pi + V3) (Pid. + PrPs + PrPe) : 

(P:P2— PaP.)* + (P2Ps — PsPa)* + (PsP: — PiPs)* 
Ist d konstant, so kann (15) fiir eine konoidale Flache (14) integriert werden 
und man erhalt unter Verwendung geeigneter Anfangsbedingungen 


(16) g(2) = te 7, f(0) =0. 


Damit ergibt sich ene Parameterdarstellung aller konoidalen Flichen konstanten 
Dralis*) in der Form: 














(17) Pyi- ++i Dem li tgs :0:—z2tg> :2: fle) 
und daraus folgt als Gleichung: 


(18) y— xtg>+f(2)=0. 
Samtliche Flachen (18) sind transzendent; speziell fir / = 0 liegt eine (eukli- 
dische) Wendelflache vor, fiir f = Cz tg + (C konstant) eine Wendelflache einer 


solchen pseudoeuklidischen Schraubung, bei der die (euklidisch) absoluten 
Punkte der Richtebene Ecken des Schraubfixtetraeders sind. Diese beiden 
Arten von Wendelflichen stellen die einzigen konoidalen Flachen konstanten 
Dralls mit einer eigentlichen Leitgeraden dar (vgl. [7]). 


1) Diese Flachen treten in anderem Zusammenhang bei A. Scurerver [20, 8. 397] 
auf; es sind dies die einzigen Flachen, deren Schmieglinien ein ,,kinematisches Netz“ bilden. 
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Die Striktionslinie der Flachen (18) fallt mit dem wahren UmriB fiir die 
zur Richtebene normale Blickrichtung zusammen (vgl. [11, S. 136]). -Aus- 
gehend von der sich aus (18) ergebenden Darstellung 


(19) z=Aoos+,y=—f(t)+Asine,2=t 
erhalt man fiir die Striktionslinie 

d ; t d; 
(20) t=z fetgz, y=-(O+eh2=¢t. 


Diese ist fiir f+ 0 stets transzendent. 

Strahlflachen mit einer Richtebene oder einem Drehkegel als Richtkegel 
sind dadurch charakterisiert, daB bei ihnen die Zentraltorse ein Zylinder ist 
[11, S. 137]. Damit erhaélt man zusammenfassend : 

Die einzigen windschiefen Flachen mit konstantem Drall, die eine zylindrische 
Zentraltorse besitzen, sind die c-Kugeln, die ¢-Rohrflichen mit c-isotroper Mitten- 
kurve und die konoidalen Flachen (18). 

Die konstant gedrallten windschiefen Flachen mit konischer (nicht zylin- 
drischer) Zentraltorse hat kiirzlich J. Krames [12] behandelt. 

5. Unter den Flachen (7) kommen nach 3 algebraische Flachen vor, die 
stets rational sind und entstehen, wenn f(t) rational ganz oder rational ge- 
brochen ist. Soll speziell eine Fliche 3. Grades vorliegen, so miissen die 
Pliickerkoordinaten p, in (7) Polynome héchstens 3. Grades in ¢ sein. Aus der 
speziellen Bauart von (7) folgert man unter Verwendung der Anfangsbedin- 
gungen (6), daB dies nicht méglich ist. Es existiert somit keine verallgemeinerte 
Béschungsfliche 3. Grades. 

Wir bestimmen nun alle verallgemeinerten Béschungsflichen 4. Grades. 
Fiir sie sind die Pliickerkoordinaten p; Polynome 4. Grades in ¢ und nach (7) 
und (6) muB8 f{t) die Bauart f(t) = Af haben, wobei A eine Konstante ist. 
Durch Anderung des Parameters kann etwa A = 2 erreicht werden; diese 
Wahl der Konstanten vereinfacht die Koeffizienten in den folgenden Glei- 
chungen. Die Gratlinie k besitzt dann nach (5) die Gleichungen 


(21, z=3t-8, y=3, 2=—(3t+8) 
und fiir die Flache ® ergibt sich nach (7) 

:...2p,=a(l — #): 2at: 1+8: #-— 32-—ad(#@-1 
(22) Pi > Pe ( ): ( ): 


: —4f + 2adt: a[t* + 3 -— ad(1 + #)]. 
Nach Elimination des Parameters ¢ erhalt man daraus ihre Gleichung: 


(23) (x + az)® (a*2* — 2* — y*® + a®d*) + 18 y(2* — a®z*) + 


+ 27(x — az)* + 4(y — ad) (2y + ad)? =0 
Das ist fiir jeden Wert von d eine Strahlfliche 4. Grades III. Art nach der Ein- 
teilung von R. Sturm (vgl. [11, S. 269]). Sie ist zur y-Achse axial symmetrisch 
und entsteht durch projektive Kopplung zwischen dem Fernkreis c (2) und der 
in der Doppeltangentialebene 


(24) (2 + ad)x — a(2 — ad)z=0 
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von @ liegenden Parabei 
(25) Wy: yy? My = 1:t(2— ad): +ad:— (2+ ad), 


wobei Punkte mit gleichen Parameterwerten einander zuzuordnen sind. 
Nach (9), (10), (11) tragt ® eine einzige Torsallinie, und zwar ist das die Fern- 
gerade 


(26) %=0, y1+az,=0. 


Diese Ferntorsallinie ist von 4. Ordnung, besitzt die Fernebene als Torsal- 
ebene und den Kuspidalpunkt (0: —a: 0:1). Die Doppelkubik von @ ist die 
kubische Parabel 


1 
(27) x«=(6+ad)yu— 8p, y= -~$+ 12 u*, z = — [(6 — ad) w+ 8p). 
Sie oskuliert die Fernebene im Kuspidalpunkt und kann als Schnitt des 


parabolischen Zylinders 

(28) (x + az)® — 6(2y + ad) = 

mit dem~Paraboloid 

(29) (y — ad) (x + az) + 9(x — az) =0 


erzeugt werden; diese beiden Flichen haben auBerdem noch die Torsallinie 
von ® gemeinsam. Uberdies liegt die Doppelkubik von ® noch auf der Strahl- 
flaiche 3. Grades 


(30) (x + az)®+ 18(x + az) (3 — y) — 108x=0; 
diese Flache ist vom Cayleyschen Typus (vgl. [11, S. 181]). Ihre Torsallinie 
2. Ordnung ist die Torsallinie von ®, die Torsalebene fallt mit der Fernebene 
zusammen; auBerdem ist sie zur y-Achse symmetrisch (,,Mittelerzeugende“). 
Cayleysche Flachen mit Ferntorsalebene und einer Mittelerzeugenden als 
Symmetrieachse hat J. Krames [18] untersucht. Die Flache ® besteht aus 
allen Sehnen der Kubik (27), die im Gewinde mit den Pliickerkoordinaten 
(31) —a:0:1:3+ad:0:a(ad — 3) 
enthalten sind. 

Ist a* + — 1, liegt also keine Mongesche Flache vor, so erhalt man nach (12) 
die ee ce 


20 A 
t= ——- + dt+— 


x= 2#@—-—adt+ ive 
(32) 
und nach (13) errechnet man fiir die Striktionslinie: 
(33)  %y: &: yg: ee —a(l + ): —al® + 2aé + at(3 — 2ad): 

: 3at* + 3af + a®d(l — @):8 +4 + 3t. 

Das ist eine zirkulare Kurve 5. Ordnung, die die Fernebene im Kuspidalpunkt 
oskuliert. Da ® als Fliche 4. Grades III. Art von 6. Rang ist, besteht die voll- 
standige Striktionslinie aus einer Kurve 12. Ordnung, die jedoch in die fiinffach 


Gor + Ob + st Ty 


re iF 
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zu zahlende. Ferntorsallinie 4. Ordnung, die beiden (euklidisch) isotropen 
Erzeugenden und die obige ,,eigentliche Striktionslinie“ 5. Ordnung zerfallt 
(vgl. [11, S. 157], [13]). 

Im Rahmen jener (euklidischen bzw. pseudoeuklidischen) c-Metrik, die sich 
auf den Fernkreis der verallgemeinerten Béschungsflaiche stiitzt, sind die 
Flachen (22) c-Rohrflachen mit der c-isotropen Mittenkubik k (21). Diese 
Kubik k und die Flaichen ® gestatten die eingliedrige Gruppe projektiver 
Automorphien 


a. Mem ' # t 
Hg: Hy: By: By = ay: (3 — P)ay + (1-F) a — ty —a Sy: 
(34) : 32+ tx, + 2+ ata: 
= [(@ +392 + atin +a(1+ >) a], 


die c-Bewegungen darstellen und deren Fixelemente so inzidieren, da8 séimt- 
liche Fixebenen mit der Fernebene, sémtliche Fixpunkte mit dem auf c 
liegenden Kuspidalpunkt und sémtliche Fixgeraden mit der Ferntorsallinie — 
der Tangente von c im Kuspidalpunkt — zusammenfallen. Obige Gruppe auto- 
morpher Kollineationen stellt daher eine ,,c-Grenzschraubung“ dar [14]. Da die 
c-isotropen Erzeugenden von @ die Schraubachse nicht treffen, sind sie als 
,offene Strahlschraubjlichen“ anzusprechen; Flachen dieser Art sind mit den 
c-Schraubrohrflachen mit c-isotroper Mittenkurve identisch [15, 8. 157]. Das 
liefert zusammengefaBt : 

Die einzigen verallgemeinerten Béschungsflichen 4. Grades sind die offenen 
c-Grenzschraubstrahlflichen mit c-isotropen Erzeugenden. 

Die Doppelkubik (27) einer solchen Grenzschraubstrahlflache muB nach! 
allgemeinen Saétzen von K. StRuBECKER iiber nichteuklidische Strahlschraub- 
flachen [19, S. 75] auf einer Wendelfliche der Grenzschraubung liegen. Das ist 
in unserem Fall die Cayleysche Strahlflache (30), die durch Verschraubung der 
die Symmetrieachse von ® abgebenden y-Achse entstehbt. Der parabolische 
Zylinder (28), der ebenfalls die Doppelkubik enthalt, ist eine ,,Schraub-F,“‘ der 
Grenzschraubung (34). 

Speziell fir a? = — 1 ergeben sie obigen Uberlegungen séimtliche Serretsche 
Flichen 4. Grades. Die Schraubrohrflachen der euklidischen Grenzschraubungen 
mit euklidisch isotroper Mittenkurve hat bereits L. Berwatp [6, 8. 200] 
analytisch untersucht; daB diese Flichen konstanten Drall besitzen, konnte 
ich in [5] nachweisen. 
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By 
B. Scnweizer and A, SKLAR in Tucson and Chicago, USA 


Introduction 


This paper is a direct continuation of our earlier paper on the algebra of 
functions [3] which appeared in Volume 139 of this journal. It is primarily 
devoted to two topics. The first of these is the introduction of a pair of identities 
which are the abstract formulation of certain properties of the domain and 
range of combinations (sums, products, or composites) of ordinary functions. 
These identities are not implied by our earlier axioms. However, they do reflect 
properties that are true for ordinary functions, and they also lead to several 
important consequences in the abstract theory. We have therefore decided to 
adopt them as an additional axiom (Axiom 6 of the present paper). Thus, in 
this paper, we study systems that satisfy Axioms 1—4 of [3] and the new 
Axiom 6. 

The second main topic of this paper is a representation theorem. We show 
that any system SY which satisfies Axioms 1—4 and Axiom 6 may be represented 
as — i.e., is order-isomorphic to — a partially ordered semigroup of mappings 
of subsets of / into subsets of /, a semigroup in which the partial order 
relation is set inclusion and the binary operation is composition *). 

In addition to the two main topics, we also derive a number of results 
which are direct consequences of the extended axiom system but cannot be 
obtained from Axioms 1—4 alone. 

The notation and terminology used.in this paper are the same as in [3]. 
Moreover, in order to avoid confusion of references, in designating axioms, 
definitions and theorems, as well as in the numbering of sections, we continue 
with the numbering scheme of [3]. Thus, for example, the paper begins with 
Section 7 and the first theorem is designated as Theorem 37. 


7. Axiom 6 


The identities which we wish to introduce in the form of an additional 
axiom are the following: 
Axiom 6: For any pair of elements a, b in 7, 


L(aob)=L(ao Lb), R(aob)=R(Raob). 


*) Note that, because of the partial ordering, this representation differs fundamentally 
from previous representations of semigroups as systems of mappings, in which no partial 
orderings are involved. 
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For any function f in (F7,+), Rf and Lf are identical and equal to the 
restriction of 0 to Dom/. Moreover Dom(f + g) = Dom/ ~™ Domg. It follows 
that the four terms: L(j + g), L(f+ Lg), Rif +g), R(Rf +g), are identical 
and equal to the restriction of 0 to Dom/ 7 Domg. Thus the identities of 
Axiom 6 are satisfied in (%,+). A similar argument shows that they are 
satisfied in (F,-), where Rf and Lf are both equal to the restriction of 1 to 
Dom/. For any function / in (F, c), Rf is the restriction of j to Dom/, and Lf 
is the restriction of j to Ran/. In this case the verification of Axiom 6 is some- 
what more involved and proceeds as follows: 


R(fg) = {(z, x)|z in Dom(fg)} 
= {(x, x)|z,in Domg and there exists a number y in Dom/ such that 
y =9(2)} 
= {(z, x)|2 in Domg and there exists a number y in Dom(R/) such that 
y=9(2)} 
= {(z, z)|z in Dom [(Rf)g]}} 
= R{(Rf)g). 
A similar argument shows that L(fg) = Lif(Lg)). Thus the identities of 


Axiom 6 are satisfied in each of the systems (F, +), (F,-) and (F,c). It is 
worth noting that in (F, c) they are equivalent to 


Dom (fg) = Dom[(Rf)g], Ran(fg) = Ran[/(Zg)}. 


These identities, in turn, are equivalent to those given by MENGER on page 88 
of [2]. Moreover, they clearly show that the range of the composite function /g 
does not depend on the domain of g, and that the domain of fg does not depend 
on the range of f. 

Each of the identities of Axiom 6 may be considered as a pair of inclusions. 
In each case, one of these inclusions is a direct consequence of Axioms 1—4, 
for we have 

Theorem 37: For any a, bin SY, L(ao b) C Liao Lb), R(aob)C R(Rao db). 


Proof: Wehave aob=aoLbob=aoRaob, (A 4a) 
whence L(aob)=L(ao Lbob)¢ Liao Lb), (A 4b) 
and R(aob) = R(ao Rao b)¢ R(Raob). (A 4b) 


The reverse inclusions, however, are not a consequence of Axioms 1—4, nor 
even of Axioms 1—5. This is shown by the following example: 

Let ¥ be the set of all ordinary functions f having the property that 
Ranf ¢ [0,1]; let fog be the restriction of f+.g which is in ¥, ie., the 
restriction of f+ g to the set on which 0 < f(z) + g(x) < 1; and, as usual, 
let the partial order be by restriction. It is readily verified that the system 
(¥%, ©) satisfies Axioms 1—4. Axiom 5 is also satisfied; indeed, if f(x) + 0 for 
all z in Domf, then the neutralizer in question is the empty function ¢ (which 
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clearly belongs to %); otherwise it is the restriction of f to the set of all z such 
that /(z) = 0. Now let f = g=1. Then 


Rf=Rg=0, fog=¢, Rfog=1, 
whence, 


Rifog)=¢+0=R(Rf og). 


Since R/ = Lf for any / in /, the second identity of Axiom 6 also fails. Thus 
there exists a system in which Axioms 1—5 are satisfied but Axiom 6 is not. 
This shows that Axiom 6 is independent of these previous axioms. 

One of the intuitive reasons for the failure of Axiom 6 in tke system (%, ©) 
is the fact that any element in this system which is not a restriction of the 
identity 0 is non-invertible. More than that, an overwhelming raajority of the 
elements in (%, 0) do not even possess a single non-empty neutralizer. This 
observation points to a connection between Axiom 6 and the existence of 
inverses. The following theorems (as well as Theorem 44) lend support to this 
statement. 

Theorem 38: If c[RS]b, then L(a o Lb) ¢ Liao b), for any a. If d[LS]a, 
then R(Ra o b) ¢ R(ao b), for any b. 


Proof: Liao Lb)=Li(aoboe)cLiaob). (D 4, A 4b) 
R(Raob)=R(doaodb)C R(aodb). (D 4, A4b) 


Theorem 39: If every element in / has a subinverse, then Axiom 6 is a 
consequence of Axioms 1—4. 

Proof: This follows directly from T 37 and T 38. 

In (F,~-), any function which assumes the value 0 has no subinverse. 
Every function in (F,c) has a right-subinverse, but the only functions that 
have left-subinverses are the one-one functions. Thus, since we want our 
axioms to apply to (7, -) and especially to (F, c), replacing Axiom 6 by the 
much stronger stipulation that every element have a subinverse is out of the 
question. 

Definition 12: A system (7, 0, C) satisfying Axioms I—4 and Axiom 6 
is a partially ordered function semigroup (briefly, a function semigroup). 

In the remainder of this paper all systems under consideration are function 
semigroups. 

8. Consequences of Axiom 6 


In this section we derive a number of results whose proofs depend crucially 
on Axiom 6. : 
Theorem 40: If Lb¢ Ra, then R(aob)=Rb. If Rac Lb, then L(aob)=La. 


Proof: If Lb ¢ Ra, thenb=Lbobc Raob, (A 4a, T 1) 
whence Rb¢ R(Raob)=Ri(aob). (T 8, A6) 
But clearly, R(aob)=R(Raob)CRb. (A 4) 


Thus R(aob)=Rb. 
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Similarly, if Rac Lb,thena=aoRacaolb, 
whence La¢ Liao Lb)=Li(aobd). 
But again, L(ao Lb) ¢ La. 


Theorem 41: R(a o Lb) = L(Rao b) = Rao Lb = Ran Lb. 
Proof: R(ao Lb) =R(RaoLb)=RaoLb=L(RaoLb)=L(Raob)(A6,T3) 


=Rarn Lb. (C6.1) 
Theorem 42: If ‘‘o” is commutative, then R(a o b) = Rao Rb=Lao Lb 
= L(ao Bb). 
Proof: 
R(ao b) = R(Ra o b) = R(b o Ra) = R(Rb o Ra) = ROO Ra=LbolLa 
= L(Lb o La) = L(Lb oa) =L(ao Lb)=Li(aob). (T 3, A6) 
Theorem 43: Raob=bo R(ao bd). 
Proof: We have Raobcb. (T 1) 
Thus Raob=bo R(Raob)=boR(aobd). (T 7, A6) 


Theorem 44: If S contains a null element ¢, then a o b = ¢ if and only 
if Ra o Lb = $%). 


Proof: Tf aob=¢, then R(aob)=¢. (T 3) 
Consequently, R(Raob)=¢, (A 6) 
whence Raob=¢. (T 36) 
Thus L(Raob)=Raolb=¢. (T 3, T 41) 


Next, if Rao Lb=¢,thenaob=ao RaoLbob=aogdob=¢. (Ada) 


Corollary: ao b = ¢ if and only if a= ¢ or b= ¢ or Rar Lb = ¢. 

In (F, +) and (F, -), Theorem 44 is equivalent +o the fact that the sum or 
product of two functions is empty if and only if one of the functions is empty 
or if their domains are disjoint. (Compare this with the example following T 37). 
In (F,c), T 44 is equivalent to the fact that the composite function fg is 
empty if and only if either f or g is empty or Dom/ and Ran/ are disjoint. 
Thus, loosely speaking, T 44 states that there are no “divisors of zero” in /. 

Theorem 45: If a¢c and b Cc, then R(an b) = Ran Rb. 


Proof: ar\b=coRaoRb,and Rac Re, ROC Re. (C 7.1, T 8) 
Accordingly, R(anb)=R(co Rao Rb)= Reo Rao Rb (T 41) 
= Rao Rb=Ran Rb. (C 6.1, C 6.2) 


*) In [3] we defined a null element via: ¢ is a null element if ¢ O a = ¢ for every a 
in SY. We then showed that ¢ C a, for every a — whence ¢ is unique — and thatao ¢= ¢. 
However, in order to prove these statements we had to make use of Axiom 5. In this paper 
we wish to avoid recourse to this axiom whenever possible, and so we shall stipulate that ¢ 
is a null element if ¢ C n, and ¢ O a = ¢, for any ain #. It immediately follows from T3 
and A3b that R¢ = Ld = ¢, and that ¢ C aforallain %. By A4b, R(a 0 6) C RG = ¢, 
whence R(a © ¢) = ¢. Therefore R(a 0 ¢) C a O ¢, whence by C7.2,a 046 = ¢. 

Math. Ann. 143 31 
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It is of interest to note that the corresponding theorem for L(a 7 6) gener- 
ally does not hold. For example, in (F, c), let g be the sine function, a the 
restriction of g to the interval [— 2/2, 2/2], and b the restriction of g to the 
interval [32/2, 52/2]. Then L(ar b) = Ld = ¢, but Lan Lb = Lg + ¢. 

Theorem 46: If a is idempotent, then La ¢ Ra. 

Proof: Raoca=ao R(aoa)=ao Ra=a. (T 43, A 4a) 

Thus L4 = L(Raoa)¢ LRa= Ra. (A 4b, C3) 


Theorem 47: If a is subidempotent (ie., if ao a C a), and La ¢ Ra, thena 
is idempotent. 


Proof: Since aoaCa,wehaveaoa=ao R(aoa) (T 7) 
= Raca=RaolLlaoa (T 43, A 4a) 
=Laoa=a. 


9. The Representation Theorem 
Lemma 1: Lc ¢ R(a 0 BD) if and only if Le ¢ Rb and L(b oc) ¢ Ra. 
Proof: (i) Suppose Le ¢ R(a o 6). 


Since R(ao b) ¢ Rb, we have at once Lc ¢ Rb. 
Next, L(boc)=L(b o Le) (A 6) 
¢ L(6o R(ao b)) (T 1,T 8) 
= L(Rao b) (T 43) 
=RaolLbcRa. (T 41) 
(ii) Now suppose Lc ¢ Rb and L(b oc) ¢ Ra. 
Then Le=Leo Rb= R(b 0 Lc) (T 41) 
= R[L(b 0 Le) obo Le} (A 4a) 
= R[L(boc)obo Lec) (A 6) 
¢ R(Raobo Le) (A 3b, T 8) 
¢ R(Raobo Rb) (T 1, T-8) 
= R(Raob)=R(aob). (A 6) 
Lemma 2: Ifa¢b, thena+bo0 Ra.. 
‘ Proof: Ifa=bo Ra, thena cb. (T 7) 


Lemma 3: If a + 5, then there exists an element c such that Lc is a restric- 
tion of either Ra or Rb and such thataoc+boc. 

Proof: The two inclusions a ¢ b and 6 ¢ a imply a = b. 
Thus from a + 6 it follows that either a ¢ b or b{ a. 


If afb, wetake c= Ra. 
Then Ic=c=Ra, (T 3) 
and aoc=a0 Ra=a+bo0Ra=bdboc. (L 2) 


If b ¢ a, we take c = Rb, and apply the same argument. 
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Theorem 48: If Sis a function semigroup, then there exists an order- 
preserving isomorphism between / and a system § whose elements are 
mappings (from subsets of Y to subsets of ) partially ordered by restriction 
and combined by composition. That is to say, any function semigroup may be 
represented as a semigroup of functions on a set. 

Proof: Let a € S and form the set 


te={(c,a0c)|c€S, Leg Ra}. 


The set /, is a set of ordered pairs of elements of / which, as one readily sees, 
is a function. The domain (range) of f, is the set of alle € Y (aoc € S) such 
that Lec ¢ Ra. Moreover, f, is not empty since (Ra, ao Ra) €f,. (Note that 
this means that {,(Ra) = a, where /,(b) is the value of /, for the argument b. 
And note also that if c+ ¢ and Lc ¢ Ra, then in view of T 44, aoc + ¢.) 
Next, let 

F = {f.|@ € F} 


The elements of §, being functions from Y to /, may be partially ordered 
by restriction, i.e., ordinary set inclusion, and combined by composition. 
More precisely, if f, and /, are in F then’®) 
fa & fy if and only if (c, a oc) €f, implies (c,a 0 ¢) Ef, 
and 
fa fy = {(c, d) | there is an é eS such that (c, e) Cfo» (e, d) € fa} 
There. is, furthermore, a natural correspondence between the two systems F 
and S, namely the correspondence which is determined by associating with 
each a in # the element /, in §. We shall show that this correspondence is the 
desired order-preserving isomorphism. The proof consists of three parts. 
(1) The correspondence is one-one. 
(i) Suppose a, b € Y and a + b. Then by Lemma 3, there exists an element c 
in Y such that either 
(c,aoc)€f, and (¢,a0c) €f, 
or 
(c, boc ef, and (c,boc) €f,. 


In either case, /, + /,. 
(ii) If a = b then f, = f,, so that if f, + /, then a + b. 
(2) The correspondence is order-preserving, i.e., a ¢ 6 if and only if f, ¢ f,. 
(i) If a¢ 6, then Ra ¢ Rb and a=bo Ra. Thus Lc ¢ Ra implies that 
Le ¢ Rb and that 


aoc=boRaocc=boRaocoLlcoc=boLlcoc=boce. 
Consequently, if (c,a 0c) €f, then (c,a 0c) €f,, whence f, ¢ fy. 
1°) Since no confusion can arise, we use the symbol “‘¢” to denote the partial order, 


- and “0” to denote the binary operation, ini § as well as in /. 
31* 
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(ii) Ifa, then, via the argument of Lemma 3, we have f, ¢ fy. 
(3) The correspondence is a homomorphism, i.e., f, 0 fy = feos- Taking 
ft, © fy a8 defined above, we have 
(¢, €) € fy if and only if Le ¢ Rb,e=boc, 
(e, d) €f, if and only if Le ¢ Ra,d=aoe. 


Thus, (c,e) €f, and (e,d)€f, if and only if Le ¢ Rb, L(boc) ¢ Ra, and 
d=aoboc. Hence we have 


faOfp= {(c,a0bo0c)|Le¢ Rb, L(b oc) ¢ Ra} 
={(c,aoboc)|Leo Rao b)} (L 1) 


» ae f aob: 
Since any one-one homomorphism is an isomorphism, the proof is complete. 
It is interesting to note that even when is a system of functions which 
are combined by addition or multiplication, the representatives in F of the 
elements of / are combined by composition. 


10. Representation by Constants 


The elements of F, i.e., the ordinary functions from the reals to the reals, 
are defined as sets of ordered pairs of numbers, but may, equivalently, be 
regarded as sets of ordered pairs of constant functions"). Thus, it is natural 
to investigate representations of / using only ordered pairs of constants of /. 
More generally, let 2 be a subset of Y and, for any a € F, let 


ala ={(¢,a0¢)|c€2,Le¢ Ra}. 


The mappings of, are always defined, but may be empty. We now raise the 
question: Under what conditions do the mappings 4/, furnish a representation 
of SY as a semigroup of functions on 2, i.e., from 2 into 2? 

First of all, in order that 9/, be a function’ on 2, a o ¢ must lie in 2 for all 
cin 2 such that Lc ¢ Ra. A set 2 satisfying this condition for all a in Y may 
aptly be called a (left) quasi-ideal of S. Among the quasi-ideals are: (i) S itself; 
(ii) the set {c|c € SH, Re = n}; (iii) the set of constants of: S (Theorem 27), 
where by a “constant” we mean an element satisfying the conditions of Defini- 
tion 9, ie., an element. k such that koa=ko Ra, for any a — such an 
element need not be a constant function; (iv) the set X of proper constants, 
where k is a proper constant if k is constant and Rk = n. 

Now, let 2 be a givgn quasi-ideal and consider the correspondence which 
associates the function of, to thie element a of /. Since the second and third 
parts of the proof of Theorem 48 still apply verbatim when / is replaced by 2, 
this correspondence isan order-préserving homomorphism. It is not, however, 
necessarily an isomorphism. In order to obtain an isomorphism, further 
conditions are required. One such sufficient condition is a stroriger version of 
Lemma-3, namely: if. a and b are in Y and a+ b, then there exists an element c 





11) This observation is due to K. Mawar [1, p. 134]. 
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in 2 such that Lc is a restriction of either Ra or Rb and aoc+boc"). 
In (F, c), this stronger version of Lemma 3 is valid when 2 is the quasi-ideal 
XX of proper constants, which, in this case [3, p. 380], is the set of all constant 
functions which are defined on the entire real line. In (#, +), on the other 
hand, the empty function ¢ is the only constant and the set 2X + of proper 
constants is empty. Consequently, it is impossible to repsesent (F, +) as a 
semigroup of functions on ¥*. 
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to the statement that the elements of the quasi-ideal 2 “‘separate points” in /. 
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Self-dual binary and ternary connectives for m-valued 
propositional calculi 
By 
ALAN Rose in Nottingham 


Various complete self-dual sets of independent connectives for the m-valued 
propositional calculus have been found in the past*), but they all contain the 
m-valued conditioned disjunction functor of m + 1 arguments or some form 
of its negation. In the present paper we shall show that, for all m (m = 2), we 
can construct a complete self-dual set of independent connectives whose 
members are one ternary functor and two functors of one argument. This 
ternary functor is a generalisation of the functor*) (2, G, €) of the 2-valued 
propositional calculus. We shall then show that this set may be replaced, in the 
case m = 3, by either of two simpler sets. The first of these consists of one 
ternary functor and two logical constants while the second consists of one 
binary functor and two first degree functors. In all the above cases the dual 
of a formula may be obtained by writing it backwards and interchanging the 
two first degree functors or the two logical constants. 

We shail then show that for all values of m(m = 3) we may use one functor 
of two arguments and two functors of one argument. We shall prove two 
theorems, corresponding respectively to the cases where m is odd and even. 
When ™ is odd the binary functor is a generalisation of that discussed for the 
case m = 3. This is not the case for the two functors of one argument, but the 
alternative set for the case m = 3 is given in a separate theorem as the proof 
is shorter. We shall also show that the theorem concerning the case where m 
is even cannot be extended to the case m = 2. In the case where m is odd the 
above rule for obtaining the dual of a formula is applicable. We shall also 
show that it is impossible to construct a similar system*) for even values of m 
unless this rule is invalid. 

Let us first consider the m-valued system with primitive functors <, , ), * 
and ‘ where, if A,B, €, (A,B, €), A*, A’ take the truth-values 2, y, z, h(x, y,z), 
¢(x), p(x) respectively, 

h(x, y, z) = max(1, min(m, x — y + z)), 
¢(z) =min(m,z+1), 
p(x) = max(l,z— 1). 

Theorem 1. The functors < , , >, *, ' form a complete set of independent 
connectives for the m-valued propositional calculus. The set is self-dual and the 
~~ 3) Ross, A.: Math. Ann. 128, 76 (1951); 126, 144 (1953). 


*) Rosz, A.: Comptes rendus (Paris) 250, 4089 (1960). 
%) Theorem 7, Lemma 1. 
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dual of a formula may be obtained by writing it backwards and interchanging 
the functors * and '. 

In order to establish the self-duality of the functor ¢ , , } it is sufficient to 
show that 

m+1—him+1-—2,m+1—y,m+1—2)=hAl(z,y, 2). 
We have 
m+1—h(m+1-—2,m+1-—y,m+1-—2) 

=m +1 — max(1, min(m, m +1 — «— (m+1— y)+m+1—2)) 

= min(m, m + 1 — min(m, m + 1 —,2 + y — 2)) 

= min(m, max(1,z — y + 2)) 

= max(1, min(m,z— y + 2)) 

=h(z,y,z). ) 
The functor * is the dual of the functor ’ since 
m +1 — min(m, (m +1 — 2) +1) 

= max(l,m+1—m—1+ 2-—-"l) =max(l,z-1). 

Thus the set of primitives is self-dual and the dual of a formula may be obtained 
in the manner stated above. 

In order to establish the functional completeness of the system it will, 
by a theorem of Rosser and Turqvuette‘), be sufficient to show that the 
implication and negation functors of LUKasIEwicz') and the Rosser-Turquette 
generalisation*) of the tertium functor of StupEcKr’) are definable in terms 
of the primitives. We shall make use of the functors V( ), F( ) where V (2), 
F(&) always take the truth-values 1, m respectively. We make the definitions 

V, (A) =ae WM’, 
Via (A) “wT V (a) (¢ =1,2,.. )> 
V (A) =a Vena (A) , 
PF, (2) =df a*, 
F,4,(M) =ar F;(A)* (¢=1,2,...), 
F(a) =ar Fn, (A) , 
T (A) =a V(2)*, 
A +> B =a (V (A), A,B), 
W =a A > F(A). 
It follows easily, by induction on i, that the dual of V,(2) is F,(2%). We note 
that, if some abbreviations are removed, the last of the above definitions 
becomes 
eT =ar (Vin —1(M), a, F,,~-1(M)>. 


*) Rosser, J. B.,and A. R. Turquettre: Many-valued Logics, Amsterdam (1952), p.23. 
5) Luxastewicz, J., and A. Tarsx1: Comptes rendus (Warsaw) 21, 30 (1930). 
*) See footnote 4. 

") Szupeckt, J.: Comptes rendus (Warsaw) 27, 9 (1936). 
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Thus the definition of the negation functor of Lukasiewicz is self-dual. 

The independence of the functor { , , } is trivial and that of the functor * 

follows*) from the equations 

A(1, 1,1) =1, p(l)=1. 
The independence of the functor ’ is proved similarly. Thus the theorem is 
proved. 

We shall now consider the functors -—, —— and | , , | of 2, 2 and 3 ar- 
guments respectively of the 3-valued propositional calculus. The truth-tables 

of the functors ~—, -+- are given 
Table 1 below and that of the functor | , , | 

is determined by the equation 
[21, B, €] =~ [B,A+—G, 2, CH, B). 

Theorem 2. The functor | , , | and 
the logical constants 1,.3 form a com- 
plete set of independent connectives for 
the 3-valued propositional calculus. 
; The set of primitives is self-dual and 
the dual of a formula may be obtained by writing it backwards and interchanging 
the constants | and 3. 

Since it is immediately obvious that the dual of the functor ~— is the 
functor —— it follows at once from the self-duality of conditioned disjunction 
that if At, Gt, €t are the duals of A,B, € respectively then the dual of the 

formula |, SB, €| is |€*, Bt, Wt}. Thus 





A+-Bil23B A-+-Bj1233 











2 wwe 
— 
_ = bo 
two = © 

2 wwe 
— © bo 
to ww 
www 





Table 2 the set of primitives is self-dual and 
Pe rs rm the rule for obtaining the dual of a 
? dl Haat aks basa d Bon formula is proved. 





1 9 1 3 1 i In order to establish functional 
2 3 1 3 3 3 completeness we shall define*) the 
3 1 3 1 3 2 functors v and ~. To this end we 
shall make use of the functors *, 
J,( ), J,(), © whose truth-tables are given below, together with that of the 
functor ~. 
We make the definitions 
A -— B «a4 |M, 1, Bl, 
~% =<a¢ (A+ 3) +3, 
Qt ae ~A—— (~ A 3), 
J,(A) =ae (3 >-- A) >— 3, 
J, (A) =a Jg(A > 3) , 
ae =af AF + J, (a), 
A+B=yeA° +B, 
AvB=4(A+Bj-B. 


*) See, for example, the second paper referred to in footnote 1. 
*) These are the functors of Post, E. L.: Am. J. Math. 48, 163 (1921). 
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The functional completeness of the system now follows at once from a theorem 
of Posr?®). 

The independence of the functor | , , | is trivial and we note that if 
A, GB, €, A, B, €| take the truth-values z, y, z &(z, y, z) respectively then 


&(1, 1, 1) = 1, €(3, 3,3) =3. 


Hence") the constants 1, 3 are independent. Thus the theorem is proved. We 
note in conclusion that we may make the following self-dual definition of the 
Lukasiewicz negation functor: . 

A =ar |1, A, 3} . 


We consider next the 3-valued functors 0, °, ° whose"*) truth-tables are 
given below. 

Theorem 3. The 3-valued propositional cal- Table 3 
culus whose primitive functors are 0, © and © 3 
is functionally complete and the primitives are %oB!l123/ a0! go 
independent. The set of primitives is self-dual and 
the dual of a formula may be obtained by writing it 

















1 112; 2 1 
backwards and interchanging the functorsC and°. y» 2 |123/1/ 8 
If A,B, Ao@B take the truth-values z, y, 3 233; 3 | 2 


w (x, y) respectively then 


w(z, y) = max(1, min(3, z + y — 2)). 
Hence 
4-—w(4- 27,4- y) 


= min(3, max(1, 4 — (6 — z — y))) 
= min(3, max(1, y+ 2—2)) — 
= max(1, min(3, y + z — 2)) 

= w(y, x). 


Thus the functor o is self-dual. Since it is immediately obvious that each of the 
functors , © is the dual of the other, the set of primitives is self-dual and the 
rule for obtaining the dual of a formula is proved. 
We now establish the functional completeness of the system by defining 
the functors +, ~ and 7'( ). We make the definitions 
W’ =ar (A 0 AT), 
AwDB =ar (M’ o B) ° (2 ° B’) ’ 
BH ap ATO YOU, 
A+B ar ey wd , 
T(A)=ZAoA. 


11) See, for example, the first paper referred to in footnote 1. 
12) The functor © is that defined in the proof of Theorem 2. 
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The above definition of negation is, of course, self-dual. A simpler definition 
would have been 


A =a AP, 


but this latter definition is not self-dual. Similar considerations apply to the 
definition of the tertium functor. 

Finally we consider the independence of the primitives. The independence 
of the functor o is trivial and the independence of the functors © and ° follows 
in the usual way from") the fact that if %,G, 2°, W°, A o G take the truth- 
values z, y, A(x), u(x), w(x, y) respectively then 


(1) = (1, 1) = 1, A(3) = w(3, 3) =3. 


Thus the theorem is proved. 

We now consider the construction of a complete self-dual set of independent 
connectives for the m-valued propositional calculus in such a way that the set 
contains three functors, two being of one argument and the third a binary 
functor. Let us denote these functors by 0, + and ~ respectively. We shall 
give general definitions of the truth-tables of these functors for the following 
two cases: 

(i) m is odd and m 2 3. 

(ii) m is even and m 2 4. 

Let us first, however, consider the one remaining case, i.e. the case m = 2. 

Theorem 4. The 2-valued propositional calculus does not possess a complete 
self-dual set of independent connectives 0, 4 and “* of 2, 1, 1 arguments respec- 
tively. 

If there is a solution then the dual of X o Y is X o Y or Y o &X. Thus, for 
all four assignments of truth-values to X and Y, one of the following four 
equations must be valid, the number of the equation being independent of the 
assignment under consideration. 


Xo Y=7X (1), Xo ¥=7X (2), 
Xo Y=,¥Y (3), XoY=,r¥F (4). 


It follows, by a simple inductive argument, that the truth-value of any 
formula ®(X,,..., X,,) (n >} 2) of the system must be, for some i (1 < i < n), 
independent of the truth-values of X,,..., X;_,, X44, --, X,, the value of i 
being independent of the truth-values of X,,..., X,. Thus disjunction is not 
definable and the system is functionally incomplete, contrary to our hypothesis. 
Hence there is no solution. . 

Let us now consider the above cases (i) and (ii). When m is odd (m = 3) our 
functors “ and ~* will be as in a previous paper of the author") and if A, B, 
MoD take the truth-values z, y, w(z, y) respectively then 


w(x, y) = max(1, min(m, z+ y — 4 (m + 1))) 


13) See footnote 8. 
4) This is the second paper referred to in footnote 1. 
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When m is even (m2 4) and 4%, @, F*, Ao@B take the truth-values 
x, y, {(x), g(x), w(z, y) respectively 
f(z) =4m+1-2(z=1,...,}m), 
f(z) = 2-—4m(x=}m+1,...,m), 
g(z) = 2+ pm(x—1,..., $m), 
g(z) = $m+1-—2(x=—}m+1,...,m), 
w(x, y) = max(1, min(m, 2z + y — m— 1)). 

Theorem 5. The functors , ~*, o form, for all odd values of m (m 2 3), 
a complete set of independent connectives for the m-valued propositional calculus. 
This set is self-dual and the dual of a formula may be obtained by writing it 
backwards and interchanging the functors + and “*. 

It has already been shown”) that each of the functors “, “ is the dual 
of the other. Thus, in order to establish the self-duality of the set of primitives 
and the rule for obtaining the dual of a formula, it will be sufficient to show that 

m+1—-o(m+l—2,m+1-—- y)=oly, 2). 
We have 
m+1l1—o(m+1—2,m+1-—y) 
=m +1 — max(1, min(m,m+1-2+m+1—-y-}(m+ 1))) 
= min(m, m+ 1 — min(m, $ (m+ 1) - y — 2) 
= min(m, max(1, y + z — } (m + 1))) 
= max(1, min(m, y + x — } (m + 1))) 
=oly, 2). 
We next consider the independence of the primitives. If 
x,y €{} (m+ 1),..., m} 
then!*) 
g(x),(x, y) €{} (m+ 1),...,m}. 
Since 9 takes the truth-value 1 when % takes the truth-value }(m + 1) the 
independence of the functor ™ follows at once. The independence proof for 
the functor ~* is similar, the set under consideration now being 
{l,...,¢(m+ ])}}, 
and the proof for the functor o is trivial. 


In order to establish functional completeness we shall define the functors >, 
‘and 7'( ). We first make the definitions 








Rt = He (i= 1,2), 
Fi i+1 a FEF (é = 1,2;j=1,2,...), 
V (A) =a W 0 H? ; (m = 3), 
Ao, B=qe Ao B, 
A 0,4, BV =a (A 0,B)0B- (¢=1,2,...), 
V (A) =a A Os/9(m4n)—22l* OM © y/aim4n)—2H" 
(m = 5,7,...). 


18) Op. cit. 
1*) As in the following theorem, the functor “* is associated with the function g( ). 
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In order to justify the last of the above definitions we note that, if & takes 
the truth-value z, then 


(i) if cS $(m+1)—1 then A oj 4y-2% takes a truth-value not 
ex i 


max (1, ($(m + 1) — 1)* — ($(m + 1) — 2)$(m + 1)) 

= max(1, }(m + 1)*— (m+ 1)+1—3(m+1)?+(m+1))=1, 
since the truth-value of each formula A 0, % (i = 1,..., (m+ 1) — 2) must 
belong to the set {1,...,}(m-+1)} and must therefore be less than m. 


Since 1 is the least truth-value it follows at once that the formula & 04/9 (m4. 1) 2% 
takes the truth-value 1. 

(ii) if e >} $(m+ 1) + 1 then, for similar reasons, % 04/g(m41)-2% takes 
the truth-value m. 

(iii) if 2 = 4 (m + 1) then, for all i (i = 1, 2,...), Mo, W takes the truth- 
value }(m + 1). 

Hence, in the respective cases, the formula 


at O16 +1) — 22" 


takes the truth-values 2, 2, 1 and V (2%) always takes the truth-value 1. 
It follows at once that we may make the definition 


T (&) =ar V(M)'. 


We shall now procede to define the functor ~ and we first note that, by the 
duality principle, we may make the definition 


F(X) =a H*:20 FH? (m = 3), 
F(&) =ar A @1),(m +1) -2%" oe ® 1),(m +1) -2%0" (m= 5,7,...); 


where % @, 2 is obtained from 2% o, 2% by writing it backwards (i = 2, 3, . . .). 
We then make the definition 


AX ae WP +0 © (A Or), m 41) -2A) O F (A)) . 

We shall show that if 2, &* take the truth-values z, ((x) respectively then 

C(z)=m+1—2(254(m+1)-1), 

C(x) =m (x= }(m+1)). 

If Ss 4 (m+ 1) — 1 then the formulae 
BP" +0), A On, (m+n) 2A, F (A) 
take the truth-values m + 1 — x, 1, m respectively. Hence the formula 
(A Or), (m 42) -2%) O F(A) 


takes the truth-value } (m+ 1) and %* takes the truth-value m + 1 — «. 
If > } (m+ 1)+ 1 then the formulae 





B2."/s (mm +1) A Ox, (n +1) - 2%, F(A) 
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take the truth-values z, m, m respectively. Thus the formula 
(2 01, (m1) -2%) 0 F() 
takes the truth-value m and the truth-value of %* is given by 
max(1, min(m, z+ m—4(m+1))=m. 
If « = } (m + 1) then the formulae 


B2,/s (m +1), a Os), (em +2) —2 2s F(A) 
take the truth-values 
$ (m+ 1),} (m+1),m 


respectively and it follows, by an argument similar to that given above, that 2* 
takes the truth-value m. 
We next make the definition 


BW =a A* © (A Or), (41) 2%) OF (AEaem +0 
and we shall show that if 2, H* take the truth-values z, »(x) respectively then 
v(x) =m+1—2(25 $(m+1)-1), 
v(z) =} (m+ 1) (ez 4 (m+1)). 
If « < 4 (m+ 1) —1 then 
AX, (A Orn +1) 2%) O F(A) 
take!’) the truth-values m+ 1— z, $(m-+ 1) respectively and the result 


follows at once. If => } (m + 1) then the above formulae both take the truth- 
value m. Hence the formula 


(a Or/,(m+1) 2%) 0 F(A). (m +1) 
takes the truth-value 1 and the result follows at once. 


It now follows immediately from our rule for constructing the dual of a 
formula that, if we make the definitions 


A+ =a (V (A) 0 (A Ss, (m+n) -2%)) 0 Wen +y, 
Bt ar VM) O (A Orman) aA) 40 0 At 
and &, U* take the truth-values x, 6(x) respectively, then 
A(z) = 4 (m+1)(2< 4 (m+1)), 
O(z)=m+1—2(22>4(m+1)4+)). 
Hence we may make the definition 
Wh ar WH? 0 Ht 
and this definition is self-dual. 
We then define implication by 
A> B =r (F(A) 0 A) o (F(A) 0 (VA) o M)) 0 B). 


17) Cf. the discussion of {(x), supra. 
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In order to justify this definition we note that if 


A, B, (F(A) o A) o (F(A) o (VA) o M)) o B) 
take the wath voles x, y, ¢(x, y) respectively then 
(i) if « < } (m+ 1) the formulae 


F(A) o A, V(A) o A, F(A) o nitions o Mt) 
takes the truth-values x + } (m+ 1) — 1, 1, } (m+ 1) respectively. Hence 
the formula 





(F (2) o (Va) oM)oB 
takes the truth-value m + 1 — y and 
c(x,y) = m+ 1—max (1, min(m, z+ } (m+ 1)—-1+m+1—-y-—}(m+1))) 
= m+ 1— max(l, min(m, m+ x — y)) 
= min(m, max(1, 1 — x + y)) 
= (since 1 — + y S m) max(1,1 — z+ y). 
(ii) if « >} (m + 1) then the formulae 
F(A) o A, V(A) o A, F(A) o (V (A) o A) 
take the truth-values m, z + 1 — } (m + 1), x respectively. Hence the formula 
(F(A) o(V(A) o WM) oB 
takes the truth-value min(m, } (m+1)+2—y) (since } (m+1)+z-y >1) 
and 
e(x,y) = m+1—max(I, nr q OF h~ttointn4 } (m+1)+2—- y))) 
= min(m, max(1, } es 1) + 1 — min(m, 4 (m + 1) + x — y))) 
= min(m, max(1, 2 —4(m+1),1-2+ y)). 
But 2— 3 (m+1)<1 ont 704 oe m. Hence 
c(z, y) = max(l,l—2z+y). 
The functional completeness of the system now follows at once. 
Theorem 6. The functors 1, “*, o form, for all even values of m (m = 4), 
a complete set of independent connectives for the m-valued propositional calculus. 
This set is self-dual and the dual of a formula may be obtained by interchanging 
the functors and ~*. 
In order to establish the self-duality of the set of primitives and the rule 
for obtaining the dual of a formula it will be sufficient to show that 
m+1—o(m+1—2,m+1-— y)=o(z2, y), 
m+1—f(m+1— 2) =g(z). 
We have 


m+1l—o(m+1—2,m+1-— y) 
=m +1 — max(1, min(m, 2m + 2- 22+m+1-—y-—m-— 1)) 
= min(m, max(1, m + 1 — (2m + 2 — 22 — y))) 
= max(1, min(m, 2z + y — m — 1)) 
= w(z, y). 
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‘Ifesjimthenm+1—x224m+1 and 
m+1—f(m+1— 2) 
=m+1—(m+1—2-— 4m) 
=z+im 
=9(z). 
Ifz=>4m+1thenm+1-—2<5 }mand 
m+1—f(m+1-— 2) 
=m+1—(t}m+1l—m-1+4+2) 
={im+l—-z 
=9(z). 


The independence of the functor follows, by the usual type of inductive 
argument?*), from the fact that if 


“ys tm 
then 


w(x, y) S max(1,2-}m+4m-—-—m- 1) 
= max(1,jm—1)< 3m, 
f(z) = $}m+1—2<5 4m(sincez2 1). 

The independence of the functor 7“ follows similarly by consideration of the 
case x, y > } m + 1 and the independence of the functor o is trivial. 

We now establish the functional completeness of the system. We define the 
functors o,; (= 1,2,...), “©4 (¢=1,2;7 =1, 2,...) as in the proof of the 
previous theorem and we then make the definition 


A” ae U On, mA 
Thus if 2%, 2” take the truth-values z, 7(x) respectively then 
n(z)=1(x=1,...,$m), 
n(x) = m(z=im+l1,...,m). 


We next define the functors *, ‘ of Theorem 1 and the functors W,( ) such that 
if A, W, (A) take the truth-values z, 1, (x) respectively then 


,(z) =# (¢=1,.,..,m). 
We make the definitions 


W, (2) =a 0, 
Wim +1(2) =<af Wi), 
A* =a Wry m4 g(A) OA, 
Wi 43(A) =a W(A)*  (§=1,...,4m-—1,$m41,...,.m-1), 
WU’ =ae Wry, (A) OM. 
%#) See footnote 8. 
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We are now able to define functors J,( *) such that if 21, J,(9) take the truth- 
values x, j,(x) respectively then 


is(i) = 1, : 
ea ei. «te Li+ i ape asd 
_ We make the definitions**) 
Jjjm (A) =ae (B**0 A)’ ~, 
J (A) =ae Ji 41 (A?) G=1,...,.¢m-—1), 
J (A) =a¢ Jes (M’) (i= }m+1,...,m). 


In order to justify the above definition of the functor J,/,,,{ ) we note that if 
A, A*-20 A take the truth-values x, x(x) respectively then, if zx < } m, 
x(x) = max(1, min(m, 2($ m+ 1— 2— $m) +2-—m- 1)) 
= max(l, min(m,m+1—-—2))=m+1l1—2 
and, ifz>jm+1, 
~(x) = max(1, min(m, 2($m + 1 — (m+ 1 — 2)) + «— m -— 1)) 
= max(1, min(m, 32 — m — 1)). 
Thus 


x(z)>im+2(2=—1,...,$m—1, 5 m+1,...,m) 
and . 
x(fm)=pm+1. 
Hence the formula 
(A220 A)’ 


takes the truth-value 4 m when z= 3 m and, in all other cases, it takes a 
truth-value greater than } m. The result now follows at once by consideration 
of the truth-table of the functor ~. 

We now proceed to define the functors S;,( , ) (¢ = 1,..., m;7 = 2...., m) 
such that if &, G, S,; ;,(@%,G) take the truth-values z, y, 8, ;(z, y) respectively 
then 


si y)=y, 
8};(z, y) =7 (x=1,...,4-—1,¢4+1,...,m). 
We first note that if we make the definition ®®) 
F(A) ar (Jy (yom 2)%m—2 
and A, 5() take the truth-velues x, a(x) respectively then 
a(1)=}m, 
a(z)=pm+1 (x= 2,...,m). 


1*) See the book referred to in footnote 4, p. 18. 
*°) The abbreviations made here are to be interpreted in the same way as corresponding 
* abbreviations made earlier in this paper. 
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We then define the functor S( , ) by 
S(A, B) =r F(B) 0 (J, (A)*"™-10 B). 
We shall show that if &%, G, S(M, G) take the truth-values z, y, s(x, y) respec- 
tively then 
s(lLy)=y (y=1,...,m), 
8(z,1)=m-1 (z= 2,...,m), 
a(z,y)=m (2=2,...,.m;y=—2,...,m). 
If = 1 and y = 2 then 
J,(A)*em—2 
takes the truth-value } m and 
J,(A)*"™-16 B 


takes the truth-value y—1. Since Z(G) takes the truth-value } m + 1, 
S(A, B) takes the truth-value y. If z = y = 1 then the formulae 


J, (A)*"m—1, 5(B) 
both take the truth-value } m and the result follows at once. 
If x, y >} 2 then 
J,(A)* "10 B, F(B) 


take the truth-values m, } m + 1 respectively and S(%,@) takes the truth- 
value m. If z > 2 and y = 1 then 


J,(A)*"m—1, 5(B) 

take the truth-values m, } m respectively and S(%,%) takes the truth-value 
m—1. 

We are now in a position to define the functors S,,,( , ). We make the 
definition 

S,m(A, B) =ae S(A, S(A, B)) . 

If & takes the truth-value 1 then S(2, S(%,G)) takes the same truth-value 
as S(2,%) and therefore as G. If 2 does not take the truth-value 1 then 


S(, B) does not take the truth-value 1. Hence S(, S(%, G)) takes the truth- 
value m. 


We then make the definition 
8, (A, B) =ar FS, m (A, B)) © (Tm (Fa (W))) 2" + 9-)* "45-1 0 8, (A 0 B)) 
(j = 2,4,...,m— 2). 
If A,B take the truth-values 1, y respectively and y = 2 then 


8, m(A, B), (8, (A, B)), (Sms (21)))'s* (m+4—2))#, "a1 


take the truth-values y, } m+ 1, 4m respectively and the result follows at 
once. If &%, B both take the truth-value 1 then these formulae take the truth- 


values 1, } m, 5 m respectively and the result follows at once. If % does not 
Math. Ann. 143 32 
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take the truth-value 1 then these formulae take the truth-values m, } m + 1, 
} j respectively. Hence the formula 

(Fm (Fa (2)))'s"2 m+ 3-9) #0492 Sy (A, B) 
takes the truth-value j — 1 and the result follows at once. 


In order to define the functors S,,( , ) for odd values of j (j > 3) we first 
consider the particular case 7 = m — 1. We make the definitions 


A & B=ge (A*™-10 (BO A)*), 
S;,m-1(A, SB) "ae Sym (Fm (Fs (A) & Im(B)), Sim (A, B)*’) ° 
If A, B both take the truth-value 1 then © 
At, "hm—1 (Bo A)* 
take the truth-values } m, 2 respectively and % & G takes the truth-value 1. 
If A, B take, the truth-values 1, m respectively then 
At. "hm—1 (Bo A)* 
take the truth-values 4 m, m respectively and 
At, "hm—15 (Bo A)* 
takes the truth-value m — 1. Hence % & G takes the truth-value m. If 2 takes 
the truth-value m then %*-1/2™-1! also takes the truth-value m and it follows 
easily that U & G takes the truth-value m. 

The above results enable us to justify the definition of the functor 
Si,m-1(, ). If AU, B take the truth-values 1, m respectively then the formula 
Tm(Fy(A) & Im (B)) 
takes the truth-value m and S,,,,_,(%, G) takes the truth-value m as required. 

In the remaining m? — 1 cases the formula 


takes the truth-value 1 and S,,,,_,(&%, G) takes the same truth-value as the 
formula 


Ct Oe 


Sim(A, B)* . 


which we may therefore consider instead. If %,% take the truth-values 1, 
y (y S m — 1) respectively then the formulae 


Si m(A, %), Sm (A, B)* 


take the truth-values y, y + 1 respectively and the result follows at once. 
If 2 does not take the truth-value 1 then both these formulae take the truth- 
value m and S,,,(%, G)*’ takes the truth-value m — 1 as required. 

We then make the definition 
S, (A,B) =a (Sj, m—a(A,B)) © (Tm (Fy(A)))’2" + I) #2 G-D 0 Sp -1(A, B)) 


(j = 3, 5,...,m — 3). 


If A, B both take the truth-value 1 then the formulae 
Sy, m—1(A, B), FCS, m—1 (A, B)), ((m(Fa (M))) 0" + 9-0) #2) 








a - 17 
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take the truth-values 1, } m, } m respectively and S,,(2%, B) takes the truth- 
value 1 as required. If 2, G take the truth-values 1, y (y = 2) respectively then 
the above four formulae take the truth-values y, } m + 1, 4m, y respectively 
as required. If 2{ does not take the truth-value 1 then these formulae take the 
truth-values m — 1, } m+ 1, $(j + 1), j respectively as required. 

Having defined the functors S,,( , ) for all j (j } 2) we are now able to 
make the definitions 


S,,(, B) =<df 8,5 (J, (A), B) ((= 2,.. +» m3) =2,..., m) . 


Thus we have defined all the functors S,,( , )(¢=1,...,m;j=2,...,m). _ 

The functional completeness of the system can now be established by 
consideration of an arbitrary truth-table of n (nm = 1) arguments. We shall 
show that we can construct a formula ®(X,,..., X,,) which takes the truth- 
value y; when X,, ..., X, take the truth-values z,, . . ., x, respectively, where 


j= Sma, ~1))+1, 
=l 


provided only that 
Yar + +> Yun E{l,...,m}. 
In order to do this we shall show, by induction on k, that we can construct 
a formula 
P,(Z,, ..., HX) 


which takes the required truth-value whenever the values of 2,,..., 2, are 
such that 7 = k and which takes the truth-value 1 in all other cases 
(k=0,1,...,m"). — 

If k= 0 then ¥,(X,,..., X,,) must take the truth-value 1 always and we 
may take for this formula the formula 


W,(X,) o (X, 0 (X,0...X,)...). 


We now assume the result for k and prove it for k + 1. If y,,,— 1 then it 
follows at once that Y,,,(X,,..., X,) may be taken to be Y,(X,,..., X,). 
If ¥p4,; +1 then Y,,,(X,,...,X,) must take the same truth-value as 
Y,.(X,, ..., X,) except when j = k + 1, in which case it must take the truth- 
value y,,,- Hence VY, ,,(X,,..., X,,) may be taken as 


Sm, yn 41 (s,(X1) & (J.,(X2) &°:°& J,,(Xn) eee ). YP, (X,, sees X,,)) 


where z,,..., 2, are those values of z,,..., x, respectively for which j=k+1. 

In particular the result holds when k = m*. Thus we can construct the 
formula ®(X,,...,X,) and the system is functionally complete. 

The results which we have obtained in Theorem 6 are inferior to those 
obtained in Theorems 1 and 5 in the sense that we have not given a self-dual 
definition of the negation functor of LuKastewicz. In fact it is impossible to 
do this as may be seen from the following theorem. 

Theorem 7. When m is even the m-valued propositional calculus does not 
possess a complete self-dual set of three independent connectives of 2,1, 1 arguments 

32* 
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respectively in terms of which the negation functor of LuKastewioz has a self- 
dual definition. 

In order to prove the theorem let us suppose that three such functors o, 
“4, “? of 2, 1, 1 arguments respectively exist. Then the dual of X o Y must be 
Xo Yor ¥ o X and the duals of X!, X* must be X!, X? respectively or xX?, X} 
respectively. 

Lemma 1. The dual of Xo YisXo Y. 

If the dual of Xo Y is Yo X let B(x, y) be the truth-value of AoB 
when %, G take the truth-values z, y respectively. Hence 

B(1, m) = m+1—-— B(m+1-—m,m+1-1) 
=m+1-— B(1, m) 
and 
m= 2 B(1,m)—1. 
Hence m is odd, contrary to our hypothesis. Thus the lemma is proved. 

Lemma 2. The duals of X1, X* are X*, X" respectively. 

If the duals of X1, X* are X1, X* respectively then, by Lemma 1, every 
formula is self-dual. Thus disjunction is not definable and the system is 
functionally incomplete, contrary to our hypothesis. Thus the lemma is proved. 

Proof of the Main Theorem. If negation is definable in terms of the functor o 
alone then we can define the functor “ in terms of the functors o and ™ by 
means of the definition 


a? =<dt a ? 
since the dual of X is X*. Thus the primitives are not independent, contrary to 
our hypothesis. Since the duals of X o Y, X1, X* are X o Y,; X*, X? respec- 


tively no definition involving either or both of the functors 4, ~ can be self- 
dual and the theorem is proved. 


(Received November 30, 1960) 
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Zur analytischen Theorie hyperbolischer Raumformen 
und Bewegungsgruppen. II 
Nachtrag zu Math. Annalen 142, 385—398 (1961) 


Von 


Heinz Huser in Basel 


8. Die in den Satzen II—IV der “genannten Arbeit enthaltenen asym- 
ptotischen Aussagen kénnen erheblich verscharft werden. Das beruht darauf, 
daB die Abschatzung 7.3 (10) von D,(B(t)) durch eine kleine Modifikatiofi sehr 
verbessert werden kann: Unter der Voraussetzung 


(1) d(t)+0 far, >0; .d() +0, t++a, 
gilt namlich sogar 
(2) D,(B(t)) = O(log |5(#)|-4), t+ +00. 
Beweis: Setzen wir 

(3) n(x) = m(x¢ + 1/4),x>0, 
so ist nach 1.2 (5) 

Bit} =4 DY n(x)x-* sin(2?#), 

n> me 

wenn %» > 0 so gewahit wird, daB n(x) = 0 fir 0 << < x. Daraus folgt: 


(4) D,(B(t)) = Bit + sO\— 50 =30 2" sin (5-6) cos (xt +56). 





Wegen (1) gibt es ein solches ¢, > 0, daB x, < |6(#)|-? < oo fiir t> t,. Dann 
folgt aus (4) fir ¢ > t,: 


(D(B@)| <8)" LF m(ve)x-* [ain (¥8)| + 818) ZS n(x)x-*. 
He < HS ||" «>]e-* 


Daraus ergibt sich wegen sin (F 6)| — — ||: - 

(5) ID(BY))|s4 DY n(x)x-*+ 8d? DY n(x)x-3,t>t,. 
Xe < *S |6|-* > |d|-* 

Setzen wir 


(6) N(z)= ZF nx), M(z)= F mid), 
O0<*s2 Aaa 


so gilt wegen (3) N(x) = M(z* + 1/4) — M(1/4) und somit nach 7.2 (1) 
ia N(x) = O(2z*), r++. 
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Aus (5) und (6) ergibt sich: 


|\D,(B(e)| Ss af x adN(x)+ slo fx aN (x) = —446|* N(\d[-*) + 
Me it 
6|-* ) 


+8f 2 *N(xz)dx+ 25 f 2* N(x) dz. 
Ms ; |8|-* 


Daraus folgt nun wegen (1) und (7) in der Tat die Behauptung (2). 

9. Wir geben nun die Modifikationen an, welche dank der besseren Ab- 
schétzung (2) méglich werden. Wendet man den Differenzenoperator D, unter 
der Voraussetzung (1) auf 1.2 (4) an, so findet man unter Beriicksichtigung 
von (2) und von 7.3 (6), (7): 


D,(Q,(t)) = 8e2# +2 SY m(A) (1/4 — Aj“? e@/4-4*"# + 2m(1/4)e + 
O<A<i1/4 

+ 2m(1/4)t6 + O(|d|e*/*) + O(log |d|-*) + O(1) . 

Daraus ergibt sich fiir 6(¢) = +e~*/*: 

D,(Q,(t)) = 8et/# +2 SY mA) (1/4 — Ay-te@/*-4""# + 2m(1/4)2 + Off). 

o<AéAcif 

Hieraus schlieBt man wie in 7.4: 

(8) 2,(t)=S8et/#4+2 SY m(A) (1/4 — Aj-teO/4-9*"# 4 Q2m(1/4)e + Olt). 
O<A<1/4 


Wendet man hierauf nochmals den Operator D, unter der Voraussetzung (1) an, 
und bericksichtigt man 7.3 (8) und D,(O(#)) = O(¢|6|-), so kommt 


Dy(Q,() = 40 +2 S_ m(A) (Ih — AM eAt-A""#-4 O(E/4|-4) + O([d |e"). 
O<A<i/4 


Daraus folgt fiir 5(t) = + #/%e-t/*: 
D,(Q,(t)) = 4e#® +2 So m(A) (1/4 — Aye" O(itet/Ay . 
0<1A< 3/16 


Hieraus schlie8t man wieder wie in 7.5: 
(9) Q)=—4e8F+2 FS mid) (1/4 — Ap Vretst-A"t + O(Pets) . 
o<icse 


Mit der in 7.6 und 7.7 angewandten SchluBweise folgt dann aus (9): 
(10) pt)=et+ SY m(Ajagte* + OA*4), a, = 1/2 + (1/4 — AN, 
o<icsis 


(11) a(t)=Li(et)+ 5 = m(A) Li(e™*’) + O(e-e84/). 
» O<A<3/16 


(Eingegangen am 14. Februar 1961) 
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Preston, G. B. 
Math. Annalen 143, 465 (1961) 


Correction 
To “Congruences on Brandt Semigroups” by G. B. Preston in Shrivenham, England, 
Math. Ann. 189, 91—94 (1959). 


In the second paragraph of the paper of the above title I incorrectly attribute a false 
statement to V. V. Vacner. The statement of VaGner in question here is clear and 
correct in his paper. 


(Received April 24, 1961) 








